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Resumo

Rafaella Ferreira Nunes. Teoria Espectral de Grafos: Uma breve introducdo. Mono-
grafia (Bacharelado). Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,

Sao Paulo, 2021.

O objetivo desse Trabalho de Concluséo de Curso é explorar, de forma introdutoria, a Teoria Espectral
de Grafos. Em particular, analisou-se como o espectro associado a matriz Laplaciana de um grafo esti
relacionado a outras invariantes do grafo e, consequentemente, como ele pode revelar informacdes sobre a
estrutura do proprio grafo. O método de estudo utilizado foi a analise do livro “Spectral Graph Theory” da
matematica estadunidense Fan Rong King Chung Graham. Os principais temas abordados foram: Autovalores

da matriz Laplaciana, problemas isoperimétricos, didmetros, caminhos, fluxos e roteamento.

Palavras-chave: Grafos. Algebra Linear. Espectro do grafo.






Abstract

Rafaella Ferreira Nunes. Spectral Graph Theory: A short introduction. Capstone
Project Report (Bachelor). Institute of Mathematics and Statistics, University of Sdo

Paulo, Sao Paulo, 2021.

The purpose of this Final Course Paper is to explore, in an introductory way, the Spectral Theory of
Graphs. In particular, it was analyzed how the spectrum associated with the Laplacian matrix of a graph is
related to other invariants of the graph and, consequently, how it can reveal information about the structure
of the graph itself. The study method used was the analysis of the book “Spectral Graph Theory” by the
American mathematician Fan Rong King Chung Graham. The main topics covered were: Laplacian matrix

eigenvalues, isoperimetric problems, diameters, paths, flows and routing.
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Capitulo 1

Introducao a Teoria Espectral de
Grafos

1.1 Introducao histoérica

A Teoria dos Grafos surgiu, aproximadamente, ha 250 anos, quando o matematico
Leonhard Euler iniciou os seus estudos em busca de uma solucao para o famoso problema
das Sete Pontes de Konigsberg. Neste problema, questionava-se a existéncia de um percurso
que passasse somente uma vez por cada uma das sete pontes da cidade Konigsberg. Desde
entdo, a Teoria dos Grafos evoluiu, deixando de ser apenas o estudo de redes entendidas
de modo elementar, isto é, como interconexdes entre os objetos.

Ao longo dos anos, os grafos tém desempenhado diversas fun¢des em areas teoricas do
conhecimento e em atividades humanas. Entre esses grafos, destacam-se: Grafos planares,
que sdo grafos desenhados de forma que as arestas ndo se cruzam no plano; grafos de
intervalo, com destaque na programacéao; grafos simétricos (hipercubos, solidos platénicos
e grafos presentes na Teoria dos Grupos); redes de roteamento, presentes nas redes de
comunicacio, e grafos computacionais, utilizados na concepc¢ao de algoritmos, simulacoes
e modelagens.

1.2 Perspectivas da Teoria Espectral de Grafos

A Teoria Espectral de Grafos é o estudo de propriedades dos grafos através da analise
do espectro associado a matriz Laplaciana ou a matriz de adjacéncia dos grafos. Neste
trabalho, optou-se pela abordagem de utilizagao do espectro da matriz Laplaciana associada
ao grafo. Essa analise emprega, principalmente, ferramentas matematicas herdadas da
Algebra Linear, tais como polinémio caracteristico, autovetores e autovalores associados
as matrizes. Atualmente, a Teoria Espectral de Grafos também tem forte apelo geométrico
- com efeito, conceitos associados a Geometria Espectral geram resultados interessantes
no estudo da Teoria Espectral de Grafos (CHUNG, 1997).



1 | INTRODUCAO A TEORIA ESPECTRAL DE GRAFOS

1.3 Aplicacdes na Ciéncia da Computacao

Na Ciéncia da Computagio, a Teoria Espectral de Grafos encontra varias aplicagdes.
Entre tais aplicacOes, destacam-se (CVETKOVIC e SIMIC, 2011, ARSIC et al., 2012):

+ Balanceamento de carga e redes de interconexdo de multiprocessadores;

« Bancos de dados estatisticos;

+ Computacdo Quantica;

» Mineracao de dados;

« Motores de busca na Internet;

+ Otimizacdo combinatoria;

« Redes complexas e topologia da Internet;

« Teoria de Controle;

« Visdo computacional e processamento de imagens.

A titulo de exemplo, métodos de mineracdo de dados (em particular, o método de agrupa-
mento espectral de grafo) aparecem em visdo computacional, redes sociais e pesquisa na
Internet, enquanto problemas de otimizacido combinatoria sdo relevantes para mineracio

de dados.

1.4 Sobre a estrutura do trabalho

O segundo capitulo é uma recapitulacdo de nocdes elementares tanto de Teoria de
Grafos quanto da Algebra Linear que sdo utilizadas de forma recorrente durante todo o
trabalho.

O terceiro capitulo introduz as no¢des fundamentais da Teoria Espectral de Grafos,
como matriz Laplaciana e espectro do grafo. Além disso, é no primeiro capitulo que
sdo abordados os primeiros teoremas relacionados as cotas inferiores e superiores dos
autovalores da matriz Laplaciana dos grafos.

O quarto capitulo é responsavel pela abordagem dos problemas isoperimétricos. Nele,
encontram-se as defini¢des da Constante de Cheeger classica e da Constante de Cheeger
modificada. Os problemas isoperimétricos sdo vistos sob o ponto de vista de expansio de
vértices e sob o ponto de vista de expansao de arestas.

O quinto capitulo aborda a relacdo entre autovalores da matriz Laplaciana do grafo
e o didmetro do grafo. E tratada a questio entre autovalores e distAncia entre dois
subconjuntos para, em seguida, ser tratada a questio entre autovalores e distancia entre
mais de dois subconjuntos.

O sexto capitulo envolve os conceitos de caminho, fluxo e roteamento. A abordagem
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inicial do capitulo é a retomada dos conceitos de caminho e conjuntos de caminhos. Em
seguida, é tratada a relacdo entre fluxo e Constante de Cheeger para, finalmente, serem
tratadas as questoes de roteamento em grafos e comparagio entre autovalores.

O sétimo capitulo aborda brevemente a propriedade da discrepancia e a propriedade do
desvio de um grafo.

A bibliografia aborda livros de Teoria Espectral de Grafos (CHUNG, 1997, BROUWER
e HAEMERS, 2012), Teoria de Grafos (FEOFILOFF et al., 2011, GRAHAM et al., 1995), Algebra
Linear (HOrN e JoHNSON, 2013) e aborda artigos de aplicacdes da Teoria Espectral de
Grafos na Ciéncia da Computacgio (ARsiC et al., 2012, CVETKOVIC e SIMIC, 2011).






Capitulo 2

Nocoes preliminares

2.1 Introducao

O objetivo desse capitulo inicial é a introdugao de conceitos técnicos relacionados a
Teoria dos Grafos que serdo abordados de forma recorrente ao longo desse trabalho. Por
meio dessa sistematizacdo inicial, espera-se evitar a repeticido de defini¢des de conceitos
que serao trabalhados em pontos distintos do trabalho. Tendo-se em vista que ferramentas
algébricas sdo indispensaveis para a Teoria Espectral de Grafos, conceitos da Algebra
Linear também serdo abordados nesse capitulo. As defini¢des e teoremas utilizados nesse
capitulo sao baseados nos estudos encontrados em CHUNG, 1997, FEOFILOFF et al., 2011 e
HoORN e JoHNSON, 2013.

2.2 Algebra Linear

A Teoria Espectral de Grafos faz intensa utilizacio de ferramentas da Algebra Linear,
algumas das quais serdo utilizadas de maneira recorrente durante todos os capitulos a
seguir. Assim, essa secdo sera utilizada para definir alguns dos conceitos primordiais da
Algebra Linear que seriio usados a seguir. Entre essas ferramentas, encontram-se as nogdes
de matriz, polinémio caracteristico, autovalor e autovetor.

2.2.1 Autovalor e autovetor

Definicao 2.2.1. Seja considerada a matriz quadrada A de ordem n. Se existem um escalar A
e um vetor X que satisfazem a igualdade AX = AX, entdo A é chamado de autovalor da matriz
A e X é chamado de autovetor da matriz A.

2.2.2 Espectro da matriz

Definicido 2.2.2. O espectro de uma matriz quadrada A é definido como o conjunto de
autovalores A de A.



2 | NOGOES PRELIMINARES

2.2.3 Polinomio caracteristico

Definicao 2.2.3. O polinémio caracteristico de uma matriz quadrada A de ordem n é o
polinémio em t definido como

pa(t) = det(t] - A).
O polinomio caracteristico p, possui grau n e a equagdo
pa(t) =0

¢é chamada de equacao caracteristica de A.

2.2.4 Matriz transposta

Definicao 2.2.4. Seja considerada a matriz A de ordem m x n. A matriz transposta de A,
denotada por AT, é definida como a matriz de ordem n x m cujo termo localizado na linha i e
na coluna j é dado por aj;.

2.2.5 Matriz conjugada

Definicao 2.2.5. Seja considerada a matriz A. A matriz conjugada de A, denotada por A, é
a matriz em que cada termo é obtido por meio da conjugacdo complexa de cada termo de A.

2.2.6 Matriz hermitiana

Definicao 2.2.6. Define-se como matriz hermitiana toda matriz quadrada e complexa que é
igual a sua transposta conjugada.

Os dois teoremas a seguir sdo de vital importancia para o desenvolvimento da teoria
nos capitulos a diante,a saber, o Teorema de Rayleigh e o Teorema de Courant-Fischer.
Eles ndo serdo provados, apenas exibidos.

O teorema a seguir é conhecido como Teorema de Rayleigh.
Teorema 2.2.1. Seja A uma matriz hermitiana de ordem n e sejam
Amin = /10 =< Al < ..= An_g < /1,1_1 = Amax

os autovalores de A arranjados em ordem ndo-decrescente. Sejam iy, ..., iy ntimeros inteiros
tais que

l<ij<..<i=<n
e sejam Xx;,, ..., X;, autovetores ortonormais e tais que

Axip = ).,-pxip
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para cada p € {1,..., k}. Finalmente, seja S = span{x,, ..., x; }. Entdo, é verdade que:

{x,Ax) {(x,Ax)
—— = mi (x,Ax) = max max{x,Ax)= max ——— =/,.
{x:02xeS} {x,Xx) {x:x€S|x|=1} {x:x€S|x|=1} {x:0#xeS} {x,X)

A:

i
Ou seja, para todo vetor unitario x € S, tem-se que

/1min = <X, Ax> = Amax-

Ja o teorema a seguir é conhecido como Teorema de Courant-Fischer.

Teorema 2.2.2. Seja A uma matriz hermitiana de ordem n cujos autovalores sdo
A< ..s A,

Seja considerado k € {1,...,n} e seja considerado o subespago S de C". Entao,

, {x, Ax)
A = min max ———.
{S:dim S=k} {x:0#xeS} {x, x)

Por outro lado,

{x, Ax)
A = max min ———.
{S:dim S=n-k+1} {x:0+x€S} (x,x}

2.3 Teoria de Grafos: definicoes basicas

A seguir, encontram-se as defini¢cdes primordiais que envolvem a ideia de grafo.

Definicio 2.3.1. Dado um conjunto arbitrario V, a notacio V® denota o conjunto formado
por todos os pares néio-ordenados de elementos de V. Em outras palavras, os elementos de V?
sdo os conjuntos de cardinalidade igual a 2. Consequentemente, todo elemento de V® ¢é da
forma {u, v}, sendo u,v € V tais que u # v.

Definicio 2.3.2. Seja V um conjunto arbitrario. Por grafo, entende-se um par da forma
(V,A), sendo A c V@, Todo elemento do conjunto V é chamado de vértice do grafo e todo
elemento do conjunto A é chamado de aresta do grafo.

Seja considerada a aresta arbitraria {u, v} € A. A aresta {u, v} incide em ue em v e 0s
vértices u, v € V, nesse caso, sdo adjacentes.

Se um grafo (V, A) é denominado G, entdo é conveniente denotar o conjunto de vértices
do grafo G por V(G) e o conjunto de arestas do grafo G por A(G). No entanto, quando
ndo ha ambiguidade, denota-se o conjunto de vértices e o conjunto de arestas do grafo
G simplesmente por V e A respectivamente. Similarmente, a quantidade de vértices e a
quantidade de arestas de G é denotada por n(G) e m(G) respectivamente; quando nio
ambiguidade, esses conjuntos sdo representados, respectivamente, pelos simbolos n e
m.

Definicao 2.3.3. Seja considerado o grafo G = (V, A). O complemento do grafo G ¢é o grafo
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(v, 1742 \ A), denotado por G.

Definicao 2.3.4. Seja considerado o grafo G = (V, A). G é um grafo completo se e somente
se A=V®,

Definicao 2.3.5. Seja considerado o grafo G = (V, A). G é um grafo vazio se e somente se
A=Q.

2.3.1 Vizinhanca

Os termos técnicos dessa se¢do englobam, principalmente, a noc¢éao de vértice. Em
particular, deve-se ressaltar que a nocdo de grau aqui definida sera de grande importante
nos capitulos a seguir, pois sera aplicado em defini¢des de matrizes importantes para a
Teoria Espectral de Grafos.

Definicao 2.3.6. Dado o grafo G = (V, A), seja considerado o conjunto X c V. Por vizinhanga
de X, entende-se o conjunto de todos os vértices que sao adjacentes a algum vértice contido
em X. A vizinhanga de X é denotada por I' 5(X).

Definicao 2.3.7. Dado o grafo G = (V, A), seja considerado o conjunto X c V. Por corte
associado ao conjunto X, entende-se o conjunto de arestas que possui um dos vértices contido
em X e o outro vértice contido em V \ X.

Definicao 2.3.8. Dado o grafo G = (V, A), seja considerado v € V. O grau do vértice v é
definido como o niimero de arestas incidentes em v.

Definicao 2.3.9. Diz que o grafo G = (V, A) é regular se e somente se todos os vértices
possuem grau idéntico.

2.3.2 Caminho

Definicao 2.3.10. Por caminho, entende-se um grafo ({vy, ..., v}, {{vi, vis1} + 1 =i < n}).
Os vértices vy e v, sdo chamados de extremos do caminho.

Definicao 2.3.11. O comprimento de um caminho é definido como o numero de arestas
presente no grafo.

2.3.3 Circuito

A seguir, sdo dadas as principais defini¢des relacionadas ao conceito de circuito.

Definicao 2.3.12. Por circuito, entende-se um grafo ({v, ..., v}, {{vi, vi1} * 1 =i <
n} u{ov,, v1}) dado que3 < n.

Definicao 2.3.13. O comprimento de um circuito é definido como o niimero de arestas
presente no grafo.

2.3.4 Subgrafo

Definicao 2.3.14. Sejam considerados os grafos G = (V(G), A(G)) e H = (V(H), A(H)). H ¢
subgrafo de G se e somente se V(H) c V(G) e A(H) < A(G).
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2.3.5 Grafo conexo

Definicido 2.3.15. Seja considerado o grafo G = (V, A). Diz-se que G é um grafo conexo se e
somente se, para todos u, v € V, existe um caminho cujos extremos sdo u e v.

2.3.6 Grafo bipartido

Definicao 2.3.16. Por grafo bipartido, entende-se um grafo cujo conjunto de vértices pode
ser decomposto em dois conjuntos disjuntos U e V de tal modo que toda aresta conecta um
vértice de U a um vértice de V.

2.3.7 Grafo regular

Definicao 2.3.17. Por grafo regular, entende-se um grafo em que todos os vértices possuem
grau com valor idéntico.

2.4 Nocoes mescladas

Uma das principais nocdes que envolve tanto Algebra Linear quanto Teoria de Grafos
¢ a nocao de matriz de adjacéncia.

2.4.1 Matriz de adjacéncia

Definicao 2.4.1. Seja considerado o grafo G = (V, A) tal que |V| = n. A matriz de adjacéncia
M do grafo G é a matriz quadrada de ordem n tal que

1 seu, v sao adjacentes

M(u, v) = {

0 caso contrario.






Capitulo 3

Autovalores e Matriz Laplaciana

3.1 Introducao

O proposito da Teoria Espectral de Grafos é a obtengao de propriedades dos grafos
por meio da analise do espectro associado ao grafo, isto é, do conjunto de autovalores da
matriz Laplaciana do grafo, que sera definida neste capitulo. Conforme sera demonstrado
posteriormente, esses autovalores estdo relacionados a outras invariantes dos grafos. As
definicdes, teoremas e demonstracgdes utilizados nesse capitulo sdo baseados nos estudos
encontrados em CHUNG, 1997 (Capitulo 1).

3.2 A matriz Laplaciana

Seja considerado o grafo G = (V, A) tal que G é um grafo simples, ou seja, G nio
possui lagos nem arestas multiplas. Para cada v € V, d, denota o grau do vértice v (d do
inglés degree). Sem perda de generalidade, assume-se que |V| = n para algum n € IN.

A matriz Laplaciana do grafo G é a matriz quadrada de ordem n cujos termos sio
definidos da seguinte forma:

d, seu=v
L(u,v) = { -1 se u, v sdo vértices adjacentes

0 caso contrario.

Ademais, seja considerada a matriz quadrada de ordem n denominada £ cujos termos sao
definidos como

1 secu=ved,#0
L(u,v) = ;ld se u, v sdo vértices adjacentes
u“v
0 caso contrario

A matriz £ é chamada de matriz Laplaciana simétrica normalizada.

11
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Seja considerada também a matriz diagonal de ordem n denominada D e definida
como

0 caso contrario.

D(u,v) = {dv seu=0ov

Convencionando-se que D™Y(u,u) = 0 caso d, = 0, observa-se que as matrizes £, Le D
podem ser relacionadas por meio da seguinte igualdade:

L = D’l/ZLD_l/Z.

3.3 Espectro da matriz Laplaciana

A matriz Laplaciana L é simétrica, portanto hermitiana, o que significa que a matriz £
possui n autovalores reais e ndo-negativos. De acordo com o Teorema de Rayleigh e com
o Teorema de Courant-Fischer, os autovalores de £ podem ser caracterizados através do
quociente de Rayleigh. Com efeito, seja g : V— R uma funcao arbitraria. O quociente de
Rayleigh, por definigao, é

(& Lg
&8

Sabe-se que £ = D"V2LD V2 Tomandos-se g = DV*f, observa-se que

<g’ £g> ~ <D1/2f, D—I/ZLD—1/2D1/2f> ~ <D1/2f, D—1/2Lf> ~ <f, Lf>

(& 8 - (DY2f ,DV2f) - (DV2f, DV2f) (DV2f, DI2f)y’

ou seja,

<g’ £g> _ Ey[f(u) _f(v)]Z

&8 Yif(v)dd, °

sendo ) o somatorio sobre os vértices adjacentes u, v.

u~v

Como os autovalores da matriz Laplaciana sdo numeros reais ndo-negativos, eles
podem ser arranjados em ordem nao-decrescente. Sem perda de generalidade, eles serdo
denotados por A;, i € {0, .., n — 1}, e ordenados da seguinte forma:

Ao A= .. g

O conjunto {4y, Ay, ..., 4,1 } € denominado espectro de L ou espectro associado ao grafo G.

Nl . . " 157 2
Seja 1 a funcdo que associa o valor 1 para cada vértice. Segue-se que D" 1 é uma
autofuncao de £ com autovalor 0. Ademais,
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A autofuncio, nesse caso, é g = DVf, e f é chamada de autofun¢do harmonica de L.

Todos os autovalores de £ podem ser caracterizados por meio do quociente de Rayleigh
de acordo com o Teorema de Courant-Fischer. De fato, para todo i € {0, .., n - 1}, tem-se

que
Llf(w) f(v)2
P SI) -

sendo P; o subespaco gerado pelas autofunc¢des ¢; correspondentes a cada A;.

3.4 Propriedades espectrais

As propriedades espectrais se referem, sobretudo, as atribuicdes de cotas inferiores e
superiores ao espectro do grafo. Os teoremas aqui apresentados mostrardo algumas destes
cotas.

Teorema 3.4.1. Seja considerado o grafo G = (V, A) tal que |V| = n para algum n € N. As
afirmacoes a seguir sao verdadeiras:

n-1
(i) 3, Ai < n e a igualdade é valida se e somente se G ndo possui vértices isolados.

i=0
(if) Paran = 2, Ay < 5 e a igualdade ¢é valida se e somente se G ¢ um grafo completo em n
vértices. Além disso, A,y = -5 se G é um grafo sem vértices isolados.

(iii) A; = 1 se G ndo é um grafo completo.

(iv) Se G é um grafo conexo entdo A; > 0. Se A; = 0 e A;,; # 0 entdo G possui exatamente i + 1
componentes conectados.

(v) A; < 2 para todo i.

(vi) O espectro do grafo é a unido dos espectros dos seus componentes.

Demonstragao. (i) Esta afirmacdo segue observando o valor do traco de L.
(ii) Esta afirmacéao segue da afirmacédo em (i) e do fato que A4y = 0

(iii) Seja G um grafo nao-completo. Existem, pelo menos, dois vértices ndo-adjacentes.
Sem perda de generalidade, esses vértices serdo denominados a e b. Seja considerada
também a funcéao f definida como

d, sev=a
filv)=4-d, sev=">b
0 se v # a,b.
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. ) I U@-f@P
Considerando que a expressao de A, é dada por A; = inf “*——r—
fJ_TT %:f(v) d‘u

, conclui-se que

/1151.

(iv) Seja G um grafo conexo. Entdo, o autovalor 0 possui multiplicidade 1 porque
qualquer autofunc¢do harmoémica com autovalor 0 tem o mesmo valor em cada vértice.
Portanto, esta afirmacdo segue devido ao fato de que a unido de dois grafos disjuntos
possui, como espectro, a unido dos espectros dos grafos que deram origem a ele.

> F@-f@F 2 , ,
(v)Para n-1, tem-se que A,_; = s?p W.Eclaro que (f(u)—f(v)) < 2(f (u)+f (v)).

Consequentemente,

/1‘ < su Zx~y(f(x) _f(y))2 -
SR 10 N

A igualdade é possivel no caso i = n - 1, quando f(x) = —f(y) para toda aresta {x, y}.
Tendo-se em vista que f # 0, G possui um componente bipartido conexo. Logo, fato de G
possuir um componente compnente conexo bipartido significa que é possivel escolher
uma funcao f de forma que 4,_; = 2.

(vi) Esta afirmacao segue imediatamente da definicao. O

Conforme sera demonstrado no teorema a seguir, também existem resultados para
grafos bipartidos.

Teorema 3.4.2. Seja considerado o grafo G = (V, A). As seguintes afirmacoes sdo equivalen-
tes:

(i) G é um grafo bipartido.
(ii) G possui i + 1 componentes conectados. Ademais, A,_; = 2 para todo 1 < j < i.

(iii) Para cada autovalor A;, tem-se que 2 — A; também é um autovalor do grafo G.

Demonstragao. Para efeitos de demonstracao, é suficiente assumir que G é um grafo conexo.
Conforme o enunciado do teorema, assume-se, claramente, que G é um grafo bipartido.
Sem perda de generalidade, sejam A e B os conjuntos de vértices disjuntos do grafo G.
Para uma autofun¢iao harmonica e arbitraria f, seja considerada a funcdo g definida como

f(x) sexeA

800 = -f(x) sexe€B

Segue-se que g é uma autofun¢do harmdnica com autovalor 2 - A. O]
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Para grafos conexos, é possivel obter mais uma aproximacéo para A,. Essa aproximacao,
por sua vez, depende da nogao de didmetro e de volume de um grafo. Sejam u e v vértices
quaisquer do grafo G = (V, A). A distancia entre u e v é a quantidade de arestas no menor
caminho entre esses dois vértices. Por didmetro de G, entende-se a maior distancia entre
quaisquer dois vértices do grafo G. Finalmente, o volume do grafo G é denotado por vol G
e definido como vol G = ) d,; em outras palavras, o voume do grafo G é a soma dos graus

(%
de todos os vértices de G.

Teorema 3.4.3. Seja considerado o grafo G = (V, A) cujo diametro corresponde ao valor D.
Segue-se que ———— < A,.

DvolG —
. . . S @)
Demonstragdo. Seja considerada a autofuncao harménica f tal que A, = inf S
fiDT % ?

Seja considerado também o vértice v, tal que |f(vp)| = max |f(v)|. Como ) f(v) = 0, existe

um vértice u, tal que f(uy)f(vy) < 0. Se P é o menor caminho em G que une os vértices u,
e vy, entdo, com auxilio da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, observa-se que

V@ -for - S IOON e - fwr

A = > > >
! Y [f(w))?d, vol G[f(w)]? Dvol G[f(w)]? ~ DvolG’
ou seja, A; = m. O]

Os trés teoremas demonstrados anteriormente formam uma infima amostra de relagdes
basicas que podem ser obtidas entre os autovalores da matriz Laplaciana de um grafo e
outras propriedades do grafo, como volume e caminho minimo. Sobretudo, as demons-
tracOes destes teoremas fazem uso de ferramentas oriundas da Algebra Linear, como
Desigualdade de Cauchy-Schwarz e os teoremas relacionados a caracterizacio variacional
dos autovalores de uma matriz hermitiana (Rayleigh e Courant-Fischer), o que ilustra a
relagdo estreita existente entre a Algebra Linear e a Teoria Espectral de Grafos.

3.5 Grafos ponderados

Quando grafos ponderados sdo analisados sob a perspectiva espectral até entao de-
senvolvida, algumas adaptagdes devem ser feitas. O peso de um grafo nao-direcionado
G = (V,A) é uma funcdo w : V x V>R tal que w(u, v) = w(v,u) e w(u, v) = 0 para
quaisquer vértices u, v € V. Convenciona-se que w(u, v) = 0 caso {u, v} néo pertenca ao
conjunto A. Imediatamente, observa-se que grafos nao-ponderados, isto é, grafos que ndo
possuem peso, podem ser tratados como um caso especial de grafos ponderados ao se
considerar a funcido w que atribui pesos 0 ou 1 para as arestas do grafo.

A primeira diferenca que é observada nos grafos ponderados em contraste aos grafos
nao-ponderados é a definicdo de grau de vértice. De fato, se G = (V,A) é um grafo
ponderado e v € V, entdo o grau do vértice v é definido como

15
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d, =Y w(u, v).
Esta alteragdo impacta diretamente a defini¢do de matriz laplaciada do grafo G. Assumindo-
se, sem perda de generalidade, que |V| = n para algum n € N, entdo a matriz Laplaci-
ana normalizada de G passa a ser a matriz quadrada de ordem n definida da seguinte
forma:

1—% ssu=ved,#0

-w(u,v) ~ e .
L(u,v) = m se u, v sdo vértices adjacentes

0 caso contrario.

Analogamente, a matriz L é também é alterada e passa a ser a matriz quadrada de ordem n
cujos termos sao definidos como
d,-w(u,v) seu=v
L(u,v) = { -w(u, v) se u, v sdo vértices adjacentes
0 caso contrario.

Finalmente, para completar a analogia, a matriz D é a matriz diagonal de ordem n cujos
termos sdo definidos como

d, seu=v
D(u, v) = .
0 caso contrario.

A matriz Laplaciana £ ainda pode ser obtida através da relacédo
L= D_l/zLD_l/z.

Em relacdo aos autovalores de L, a caracterizacio variacional expressa por meio de quo-
cientes de Rayleigh continua valida. Em particular, de modo simplificado, é possivel
expressar
L
A= inf (88
g0V T & &)

Genericamente, para todo i € {0, 1,...,n — 1}, tem-se que

ZUw-fr
SR> ZU(v) g0




Capitulo 4

Isoperimetria em Grafos

4.1 Introducao

O problema isoperimétrico para grafos envolve a remocdo minima de elementos de
um grafo de modo a obter um subconjunto de vértices de determinada medida. Esta ideia
de remocdo da origem ao conceito de corte.

Para efeitos de estudo, ha dois tipos de corte que devem ser considerados: corte de
vértice e corte de aresta. Por corte de vértice, entende-se um subconjunto de vértices cuja
remocao desconecta o grafo. Ja por corte de aresta, entende-se um subconjunto de arestas
cuja remocao separa o grafo. As defini¢Oes, teoremas e demonstracdes utilizados nesse
capitulo sdo baseados nos estudos encontrados em CHUNG, 1997 (Capitulo 2).

4.2 Constantes de Cheeger

Antes da analise e das defini¢des das constantes de Cheeger, alguns conceitos basicos
devem ser abordados.

Dado o grafo G = (V,A), seja S c V, isto é, seja S um subconjunto de vértices do
grafo G. O volume de S é denotado por vol S e é definido como

volS = Y d..

x€S

Em outras palavras, o volume de S é a soma dos graus dos vértices que pertencem a S.

O fronteira de arestas de S é o conjunto denotado por 9S e definido como
oS ={{u,v} €A : ues ves}.
Seja S o complemento em V do conjunto S, ou seja, S = V - S. Segue-se que
0S={{u,v}€A: ueS ves},

ou seja,

17
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0S={{v,ul€A: veS ugs}.

Portanto, 9S = 9S.

Por E(S, S), denomina-se o conjunto de arestas que possui um vértice em S e o outro
vértice em S.

O fronteira de vértices de S é o conjunto denotado por §S e definido como
65={veS:{uv}eAuesS}.

A partir das defini¢oes anteriores, é possivel definir as constantes de Cheeger.
Seja

IEGS, S)|

hs(S) = —.
ol) min{vol S, vol S}

A constante de Cheeger do grafo G é definida como
hG = msin hg(S)
A seguir, sera introduzida a constante de Cheeger modificada. Seja

vol 5(S)
min{vol S,vol S}

g&(S) =

A constante de Cheeger modificada do grafo G é

g6 = msin g6(95).

4.3 Expansio de arestas de um grafo

Esta parte é dedicada as relacdes entre os autovalores da matriz Laplaciana associada
ao grafo e a constante de Cheeger hg (ndo-modificada). Aqui, ja é possivel salientar a
importancia do espectro no grafo uma vez que o espectro é associado a diversos invariantes
importantes.

Teorema 4.3.1. Para qualquer grafo G = (V, A), tem-se que A; < 2hg.

Demonstragao. Seja C um corte de aresta que satisfaz hg e que divide o grafo em duas
partes; sem perda de generalidade, essas partes serdo denotadas por Ae B.Seja f : V— R
a funcao definida como

1 €A
f(o) = {V‘Zlf o

volB se vEB
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Conforme visto anteriormente, a expressdo do autovalor A; corresponde a expressio

2w - f()F
A = inf “2

nrr Xlf(0)Pd,

Substituindo-se f na expressao de A;, obtém-se

|C|(vol A + vol B) 2|C|
<

Al =< =< - =
vol Avol B min{vol A, vol B}

G>

ou seja, A; < 2hg. O

O teorema apresentado a seguir mostra uma desigualdade, assim como o teorema ante-
rior, envolve A, e hg. Todavia, a desigualdade do proximo teorema é oposta a desigualdade
do Teorema 4.3.1.

2

Teorema 4.3.2. Seja considerado o grafo conexo G. Segue-se que A, > %G

Demonstragao. Dado o grafo conexo G = (V, A), seja f a autofuncao harmonica de £ com

autovalor A;. Os vértices do grafo G sdo arranjados de modo que f(v;) < f(v;,;) para todo
i€e{1,.,n-1}.E possivel assumir, genericamente, que

Y dy= ), do.

f(w)=0 f(v)<0

Para todo i € {1,...,|V|}, seja considerado o corte C; definido como
Ci={{vj,vk}€A tlsjs isksn}.

Define-se o como

ol
a= glllsrrll m1n{z d];z d]}

Jj=i Jj>i
Conforme a defini¢io de hg, deduz-se que hg < a.
A seguir, seja considerado o subconjunto de V denotado V. que contém todos os
vértices de G tais que 0 < f(v). Seja considerado também o subconjunto de E(G) denotado

por E, que contém as arestas {u, v} de G tais que ou u ou v pertence ao conjunto V..

Seja considerada a funcio g definida como

0 caso contrario

2(x) = {f(x) seucV,

As implicagdes a seguir sdo verdadeiras:
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2 f(0) X (fw) - f(v)
Al _ veV, {u,v}€E, N

>, f(v)d

VeV,

Y (g(u) - g(v))

{u,v}€E,
>

2, g(v)'d

veEV

Y (g(u) - g(v))° Z (g(u) + g(v))?

{u,v}€E, {u,v}€E,

EV g(v)*d, {u’gea(g(u) + g(v))?
(ZU g(w)?* - g(v)*))*
u 2(% g(v)*d,)*
(X 1g(v)? - g(vina)*||G)?
| 2(; g(v)*dy)?
(Zi(g(vi) - gvin))a y, d))’

Jj=i

20 8(v)*dy)?

v
oo

\%

N|c$l\>[\’|SQ

Conclui-se que
hZ
).1 > —G

2

O

De acordo com o Teorema 4.3.1, tem-se que A; < 2hg. Ja o Teorema 4.3.2 garante que
2
A > %G Consequentemente, é possivel afirmar que

" < )y < 2hg,
o que é conhecido como Desigualdade de Cheeger.

Observacao 4.3.3. A Constante de Cheeger modificada g também esta associada a cotas
superiores e inferiores. No entanto, um breve exame a literatura existente a respeito de
Teoria Espectral de Grafos é suficiente para demonstrar que as demonstragoes envolvendo a
expansdo de arestas de um grafo sao mais complexas do que as demonstracoes que envolvem
a Constante de Cheeger nao-modificada, isto é, a constante associada a expansdo de arestas
de um grafo, e os limitantes inferiores e superiores.

De todo modo, é possivel identificar uma relacdo envolvendo cotas e a Constante de
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Cheeger modificada g a partir das consideragoes feitas na secdo anterior. Com efeito, as
definicoes de hs e g mostram que

g = hg,
o0 que significa que
2g6 = 2hg.
Além disso, o Teorema 4.3.1 prova que
2hg = Ay
Portanto, é verdade que

ng = A].
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Capitulo 5

Diametros de grafos

5.1 Introducao

Seja considerado o grafo G = (V, A). Define-se a distancia entre os vértices u,v € V
como o comprimento do menor caminho no grafo G que une u e v; esta distancia é
denotada por d(u, v). O diametro do grafo G é definido como a distdncia maxima entre
todos os pares de vértices existentes no grafo G; o diametro de G é denotado por D(G).
Neste capitulo, sera provada a relacdo entre didmetro e autovalores de um grafo. As
definicdes, teoremas e demonstracdes utilizados nesse capitulo sdo baseados nos estudos
encontrados em CHUNG, 1997 (Capitulo 3).

Sem perda de generalidade, seja suposto que |V| = n para algum n € IN. Seja considerada a
matriz quadrada M de ordem n cujas linhas e colunas sdo indexadas, respectivamente,

pelos vértices do grafo G. Aqui, assume-se que M(u, v) = 0 se u e v ndo sdo adjacentes.

Assume-se também que existem um ndmero inteiro ¢ e um polinémio p,(x) de grau t tais
que p;M(u, v) # 0 para quaisquer u, v € V. A partir dessas hipoteses, é possivel deduzir
que D(G) = t.

5.2 O problema da distancia entre dois
subconjuntos
O desenvolvimento das ideias desse capitulo depende da nocéao de distancia entre dois
subconjuntos de vértices de um grafo. Dado o grafo G = (V, A), sejam considerados os

subconjuntos X, Y < V. A distancia entre os conjuntos X e Y, denotada por d(X,Y), é
definida como

d(X,Y) =min{d(x,y) : x€ X,y € Y};

em outras palavras, a distancia entre X e Y é definida como a distancia minima entre um
vértice de X e um vértice de Y.
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Além disso, esse capitulo requer a introduciio da notaciio X, que indica o complemento de
X em relacdo ao conjunto V.

Seguindo a proposta adotada pelos capitulos anteriores de estabelecer relacdes entre
autovalores e grandezas importantes associadas aos grafos, o teorema a seguir estabelece
uma relacdo de desigualdade entre a distancia de dois conjuntos e autovalores da matriz
Laplaciana associada ao grafo.

Teorema 5.2.1. Seja G = (V, A) um grafo nao-completo. Entdo,

IOg vol X vol Y

vol X vol Y

dXY) s |\ =~ S
I

dado que X,Y c V.
Demonstragdao. Dado o conjunto X c V, seja considerada a fun¢ido y— R definida como

1 sexeX

Yx(x) =

0 caso contrario.

Espera-se estabelecer a desigualdade

(T Yy, p(L)T " Yx)) > 0

para algum numero inteiro t e para algum polinémio p; de grau ¢. Esta desigualdade
implica, necessariamente, a existéncia de um caminho que une um vértice de X a um
vértice de Y e cujo tamanho maximo é ¢ . Logo, d(X, Y) < t. E possivel escrever T"2yx da
seguinte forma:

n-1
TV ‘//X = Z ai¢i,
i=0

sendo que {¢;}?-) é uma base ortonormal de autofun¢des de L para cada i. Além disso,

volX  (T"?yy, TV1)
Jvol G (TVv21, 71y

ay =

Analogamente, é possivel escrever T"?1/y da seguinte forma:

n-1
T1/2 ¢Y _ Z bi¢i-
i=0

Sem perda de generalidade, seja adotado o polindmio

2z

pi(z) =(1- m)t-

2M
/11 +/1n_1 ’

O fato de G néao ser um grafo completo significa que 4,-; # 4; e, denotando-se A =
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observa-se que

pe(Ad)] < (1 - 2)f

para todo i € {1,...,n — 1}. Consequentemente, as implicagdes a seguir sdo verdadeiras:

(T Yy, p EXTYx)) = agbo + Y, i) aiby —

i>0

(T, pOT ) = aoby - (-2 Y @2 Y 0 =
i>0 i>0

volXvolY Vvol X vol X vol Y vol Y
(T, pENT Y 2 —— = (1= ) _
vol G vol G
Portanto,
vol X vol Y Vvol X vol X vol Y vol Y
(T Yy, p LTV Yx)) > ———— = (1= 1)’ ,
vol G vol G

Ademais, observa-se que

(vol X)*  vol X volX

2 _ T2 |1 - _
; a =l Yl vol G vol G

Tomando-se

vol X vol Y
IOg vol X vol Y
f< —NOAVOT

log 5

observa-se que { TY?yy, p,(L)(TV?y)) > 0. Portanto, a demonstracio esta completo, pois
a desigualdade anterior implica d(X,Y) < t. O]

Imediatamente, observa-se que se G é um grafo regular e ndo-completo, entdo a
desigualdade do Teorema 5.2.1 implica que o diametro de G possui a seguinte relacdo de
desigualdade com os autovalores laplacianos:

log(n - 1)
DG) < | &2 .
log 75,

O teorema a seguir é similar ao teorema anterior. Entretanto, utiliza-se o conceito de
Polinémios de Chebyshev para obter a estimativa da distancia entre os subconjuntos de
vértices X e Y.
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Teorema 5.2.2. Seja G = (V, A) um grafo nao-completo. Entdo,

-1 ' vol X vol Y
COSh volXvolY
cosh™! 2z ”il

n 1 1

d(X,Y) =

para os conjuntos X, Y c V tais que X # Y.

Demonstragao. Primeiramente, sejam considerados os Polindmios de Chebyshey, isto é, os
polindmios da forma

TO(Z) = 19 TI(Z) =z, Tt+l(z) = ZZTt(Z) - Tt—l(z): t>1
De forma equivalente, é possivel escrever
T,(z) = cosh(t cosh™(z)).

No lugar de p,(L), sera utilizada a expressdo S;(L), definida como

(,114./1”_112)()
Si(x) = W
t /111 1_11
Segue-se que
1
max S/(A) = ———.
x€[A1,An-1] t( 1) Tt(tiitﬁ)

Tomando-se t de modo que

-1 ' vol X vol Y
cosh vol X vol Y

cosh™ (/1" 1*2 )

=

conclui-se que
(T 4y, S(L)T Yy > 0,

concluindo o teorema. OJ

5.3 O problema da distancia entre mais de dois
subconjuntos

E possivel generalizar os resultados encontrados na seciio anterior para situacdes
que envolvem mais de dois suconjuntos, conforme os resultados a seguir mostrarao.
Especificamente, é possivel generalizar o Teorema 5.2.1 da secdo anterior para situacdes
envolvendo k subconjuntos de vértices de um grafo. Para provar essa generalizagio, o
resultado a seguir é indispensavel.
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Teorema 5.3.1. Sejam xy, X3, ..., Xq.2 um total de d + 2 vetores quaisquer em um espago
euclidiano de dimensdo d. Existem dois vetores entre eles, x; e x;, i # j, tais que {x;, x;) = 0.

Demonstragao. A demonstracdo do Teorema 5.3.1 sera realizada por meio do Principio de
Inducado Matematica. O caso para d = 1 é dbvio. Em seguida, assume-se que o teorema
¢é verdadeiro para o espaco euclidiano de dimensao d — 1 dado que 1 < d. Finalmente,
supOe-se que todo par dos vetores dados acima possui produto escalar menor do que 0. Seja
P o hiperplano ortogonal para x,,, e seja x! a projecao de x; em P dado que i € {1,...,d +1}.
De acordo com a suposicdo, tem-se que

(x{,%/) <0
dado que i # j. Como
{Xi, X442 < 0

dado que i = d + 1, conclui-se que os vetores x; estdo no mesmo espago-metade com
respeito a P, de modo que cada vetor x; pode ser escrito como

X; = x| + aze,

sendo a; > 0 e e é o vetor unitario ortogonal a P e direcionado ao mesmo espago-metade
de todo x;. Consequentemente,
(xf, %)) + @ity = (x] - aie,x] - @e) = {x, 7)< 0
Xp, X )+ aia; = {x; — aie, x; — aje) = {x;, X .

Dai, conclui-se que <x7, xj’ » < 0. Todavia, a hipétese de inducdo garante a existéncia de dois
vetores x/, i € {i,...,d + 1}, com produto escalar ndo-negativo no espaco P de dimensao

d - 1, o que é uma contradi¢do. Portanto, o teorema esta provado. O]

A partir do Teorema 5.3.1, é possivel introduzir os teoremas principais dessa se-
¢do.

Teorema 5.3.2. Seja G = (V, A) um grafo nao-completo. Para cada i € {0,1, ..., k}, seja
X; < V, ou seja, um subconjunto do conjunto de vértices de G. Entao,

log . [toXivol
. vol X; vol X;
min d(X;, Xj) < max|———————

i#j i#j lOg(m)
sel-Ap=A,; - 1.

Demonstragao. Entre os sunconjuntos Xj, sejam X e Y subconjuntos distintos. Utilizando
a notacdo do Teorema 5.2.1, considera-se

k-1
<T1/ley, (I - ﬁ)tTl/zlﬁx> = aobo + Z(l - Ai)taib,- - Z(l - Ak)t|aibi|.
i=0 ik

Para cada X, i € {0, 1, ..., k}, considera-se o vetor que consiste nos coeficientes de Fourier
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das autofuncgodes ¢;, ..., ¢x_; na expansio da autofuncio de X;. Definindo-se o produto escalar
dos vetores (ay, ..., ax_1) € (b, ..., by_1) como

k-1

> (1= ab,

i=1

sabe-se, pelo Teorema 5.3.1, que é possivel escolher dois subconjuntos X e Y com seus
respectivos vetores de forma que

k-1

> (1-2) b = 0.

i=1

Consequentemente,
1XvolY Vvol X vol X vol Y vol Y
T1/2 , 1-L tTl/Z - vo —-(1- At ,
(T ( ) Vx) vol G ( 2 vol G
0 que prova este teorema. O]

O teorema a seguir é similar ao Teorema 5.3.2.

Teorema 5.3.3. Para X;c V,i€ {0,1,..., k}, tem-se que

lo og 'VOIX volX
vol X; vol X;
min d(X;, X;) < min max[

i#j Osj<k i#j 1Ak

log A” -

njl_Ak]

de modo que j satisfaz Ax_; # Ap_j-1 e e X; # )_(j

Demonstragao. Paratodoj,j € {1,..., k—1}, para mostrar que existem dois dos subconjuntos
com os seus respectivos vetores satisfazendo

Z(l - A)'aib; = 0,

i€S

sendo

S={i:1<si<k-joun-j+1l<is<sn-1}

A prova segue com o mesmo molde do Teorema 5.3.2. [



Capitulo 6

Caminhos, fluxos e roteamento

6.1 Caminhos

A Teoria de Grafos envolve diversos problemas relacionados a caminhos entre pares
de vértices. O problema do caminho hamiltoniano, por exemplo, diz respeito a existéncia
de um caminho simples que contenha todos os vértices do grafo. Esses problemas se
relacionam naturalmente com diversas questdes importantes da Ciéncia da Computagio,
como comunicacOes em redes, fluxos de dados e roteamento. Deve-se mencionar que esses
problemas nio sao triviais. Assim, o objetivo desse capitulo é a utilizagdo de autovalores
para a resolucido de problemas que envolvem caminhos. As defini¢des, teoremas e
demonstracdes utilizados nesse capitulo sdo baseados nos estudos encontrados em CHUNG,
1997 (Capitulo 4).

Sera considerado o grafo G = (V,A). Serdo considerados, também, os conjuntos X
e Y tais que X, Y ¢ V possuem a mesma cardinalidade.

Se |X| = |Y| = m para algum inteiro ndo-negativo m, define-se como fluxo F de X
para Y os m caminhos em G que unem os vértices de X aos vértices de Y. X é chamado de
entrada do fluxo F e Y é chamado de saida do fluxo F.

Por conjunto da rota, entende-se um fluxo com atribuicio de entrada-saida. Especificamente,
para a atribuicao

A={(x,y) : ;€ X,y, €Y},

o conjunto da rota consiste em caminhos P; que unem x; a y; para todo i. Aqui, a ordem é
importante.

Conforme sera observado ao longo do capitulo, tanto fluxos quanto rotas sdo uteis
no estabelecimento de cotas inferiores para as constantes de Cheeger e para os os
autovalores laplacianos.

29
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6.2 Relacoes entre a Constante de Cheeger e fluxos

Teorema 6.2.1. Seja considerado ografo G = (V, A) tal que |V| = n. Seja suposta a existéncia
de um conjunto com (;’) = D 2 ; (coeficiente binomial) caminhos unindo todos os pares de
vértices de tal forma que cada aresta de G esta contida em, no maximo, m caminhos. Segue-se
que

E(S, S)| n
S min((S],|8) ~ 2m’

hy = in

v

onde E(S, S) é a notacdo empregada para denotar o conjunto de arestas que possui um dos
vértices em S e o outro vértice em S.

Demonstragdo. Para todo conjunto S c V tal que |S| < |S], tem-se que
_ - n
[E(S, S)m = |S[IS] = |S]5

A prova segue da desigualdade acima. ]

O teorema abaixo segue imediatamente do teorema acima.

Teorema 6.2.2. Seja G um grafo k-regular com n vértices, seja suposto que existe um conjunto
P de (;) caminhos unindo todos os pares de vértices de forma que cada aresta de G esta contida
em, no maximo, m caminhos em P. Conclui-se que a Constante de Cheeger nao-modificada
satisfaz

ESS
s kmin(S|,|S)) ~ 2mk’

G:

E possivel encontrar cotas inferiores para autovalores de grafos regulares a partir da
Desigualdade de Cheeger abordada anteriormente e as considera¢des acima.

Teorema 6.2.3. Seja G um grafo k-regular com n vértices. Seja suposto que existe um
conjunto P de (g) W (coeficiente binomial) caminhos unindo todos os pares de vértices
de forma que cada caminho em P possui comprimento | no maximo e cada aresta de G esta

contida em, no maximo, m caminhos de P. Segue-se que

n

kim’

A.lZ

Demonstracao. Utilizando-se a definicdo de autovalor

2 (f(w) -
Z(f(u v))*dudy’

Ay =volG 1nf



6.2 | RELACOES ENTRE A CONSTANTE DE CHEEGER E FLUXOS

seja considerada a autofun¢ao harmonica f : V(G)— R relacionada a A;. Segue-se que

n oY, (f&®)-f)

{x.yeE(G)}

kX(f(x0) - f()?
xy

/112

Para x, y € V(G) e para o caminho P(x, y) que une x e y, segue-se que

(F) = fO) < [Pyl D, fAe=1 Y, fie),

e€P(x,y) e€P(x,y)

sendo

fe) = (f(x) - f)*

para e = {x, y}. Aqui |P(x, y)| denota a quantidade de arestas em P(x, y). Consequente-
mente,

D WACED MO W ACEE Y (RNt
XYy

e€E(G) X,y e€P(x,y)

Portanto,

O caso acima pode ser generalizado para grafos ndo-direcionados.

Teorema 6.2.4. Seja G um grafo nao-direcionado. Substitua cada aresta {u, v} por duas
arestas direcionadas (u, v) e (v, u). Ademais, seja suposto que existe um conjunto P com 4€*
(aqui, e denota o numero de arestas) caminhos de modo que, para cada par ordenado de
arestas direcionadas, existe um caminho direcionado que une o par. Seja suposto também que
cada aresta direcionada de G estd contida em, no maximo, m caminhos direcionados em P.
Conclui-se que a Constante de Cheeger ndo-modificada satisfaz a seguinte relagao:

h . |E(S, S)| vol G
= min — > :
“ s min(vol S,volS)  2m

Demonstragao. A demonstracdo segue da observacao de que, para todo S ¢ V(G), tem-se
que

_ - 1Svol G
m|E(S, S)| = vol Svol S > VOO VO
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6.3 Roteamento

Seja considerado o grafo conexo G = (V, A). Cada vértice v € V de G esta ocupado
por um marcador p,,. A cada marcador p,, esta associado um vértice-destino 7(v) € V de
modo que marcadores distintos possuem vértices-destinos distintos. Os marcadores p,
podem ser movidos para vértices-destinos do seguinte modo: A cada passo, uma colecio
disjunta de arestas de G é escolhida e os marcadores pertencentes a cada aresta tém as
suas posi¢oes alternadas. Com essa movimentacéo, espera-se rotear os marcadores para os
seus respectivos destinos na menor quantidade possivel de passos.

Os passos sdo marcados com o tempo assumido como grandeza discreta e p,(t) € V é a
localizacdo do marcador com posicao inicial v no tempo t = 0, 1,.... Segue-se que, para cada
unidade de tempo ¢, o conjunto {p,(t) : v € V} é uma permutagio de V. A permutacio
alvo que leva v para 7(v) sera denotada por 7. Finalmente, rt(G, ) denota a quantidade
minima de passos para alcangar 7 e rt(G), o niimero de roteamento do grafo G, é definido
como

rt(G) = max rt(G, ),
T
de forma que 7 varre todas as permutacdes-destino em G.

Mais uma vez, a utilizacido de autovalores permite a obtencio de boas aproximacdes para
o problema de determinacdo do niimero de roteamento.

Teorema 6.3.1. Dado o grafo regular G com n vértices, assume-se que | > log 5.+ Para todo
v € V, seja W(v) a caminhada aleatoria de comprimento | que tem inicio em v. Seja I(v)
a quantidade total de outras caminhadas W (u) tais que existe um vértice x e dois indices
0<ij=<lli-j| =5, de modo que W(v) visita x no tempo i e W(u) visita x no tempo j.
Entdo, com probabilidade tendendo a 1 quando n tende ao infinito, conclui-se que nao existe
vértice v tal que I(v) > 1001.

Demonstragao. A demonstragio, por ser quase idéntica a demonstracdo do teorema ante-
rior, sera omitida. O]

6.4 Comparacio entre autovalores de grafos
distintos

Teorema 6.4.1. Sejam G e G’ dois grafos conexos e regulares com autovalores A, e A; e graus
k e k’ respectivamente. Seja suposto que V(G) = V(G’) e que, para cada aresta {x,y} em G,
existe um caminho P(x, y) em G’ unindo x e y com comprimento, no maximo, igual a l. Seja
suposto também que cada aresta em G’ esta contida em, no maximo, m caminhos P(x, y).
Entdo, é verdade que

. kA

1 e lm
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Demonstragao. Seguindo a definigio de autovalores, seja considerada a autofun¢ao harmo-
nica f relacionada a 4, do grafo G, ou seja, A]. Nota-se que

F@-fo)* k¥ (F@-fo) ¥ fx)-f)

PYRRCS I ) __ {xyleE@) {xy}€E(G)
1 kY fA(x) k’{ }ZE(G)(f(x) - f)? kX f(x)
X,) €

Observa-se que para {x, y} € E(G) e para o caminho P(x, y) unindo x e y em G/, tem-se
que

) - f@) =< [Pyl D fle<l Y. fie),

e€P(x,y) e€P(x,y)

sendo f?(e) = (f(x) - f(v))* para e = {x, y}, e |P(x, y)| denota a quantidade de arestas de
G’ em P(x, y). Logo,

m >y fle= > ) flo=5 > (F®-f)

e€E(G’) {x,y}€E(G) e€P(x,y) {x,y}€E(G)

—~ =

Portanto,

Y (f)-f)

, k {xyleE@G) k

Mz Y f2(x)k = k'ml

Al!

0 que prova o teorema. ]
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Capitulo 7

Discrepancia e desvio do grafo

7.1 Introducao

As defini¢oes, teoremas e demonstracdes utilizados nesse capitulo sao baseados nos
estudos encontrados em CHUNG, 1997 (Capitulo 5).

7.2 A propriedade da discrepancia
Seja G = (V, A) um grafo tal que |V| = n e |A| = e. Define-se a densidade de arestas do
grafo G como

2e
P=;~

Ademais, conforme abordado anteriormente, dados os conjuntos X,Y < V, a notagao
E(X,Y) denota o conjunto de pares ordenados correspondentes a arestas que possuem um
dos vértices em X e o outro vértice em Y; resumidamente, tem-se que

EX,Y)={(u,v) : ue X,veY,(uv) €A}
O valor |E(X, Y)| é denotado pelo simbolo e(X, Y).
Seja S ¢ V. A discrepancia do conjunto S é denotada por disc(G, S) e é definida como
disc(G, S) = |e(S, S) - p|S*|.

Ja a a-discrepancia de G é definida como a discrepancia maxima de S € V levando-se em
consideragdo todos os conjuntos S tais que |S| = na para 0 < & < 1, ou seja,

disc(G; ) = lsr‘r}[axj disc(G, S).
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A partir das consideragdes acima, é possivel definir a discrepancia do grafo G:
discG = max disc(G; a).
Ainda tomando S c V, seja considerado s definido como

1 seues

Ys(u) =

0 caso contrario.

Levando-se em consideracdo a matriz de adjacéncia A do grafo G, observa-se que

e(S,8) = D Y, Auw = {Ys, AYs).

uesS ves

Nota-se também que a densidade de arestas p satisfaz a igualdade
(1AL
P=—"=>5_
(LJ1)
dado que J é a matriz composta, exclusivamente, por 1, e que

|S| = <¢53_1)>

Quando grafos regulares sdo considerados, sabe-se que 1 é um autovetor de A. Isso significa
que é possivel utilizar as estimativas para os autovalores da matriz de adjacéncia para
estimar a discrepancia. Geralmente 1 no é autovetor de A. Essa dificuldade pode ser
contornada com o auxilio dos autovalores da matriz Laplaciana conforme sera ilustrado
pelo primeiro teorema desse capitulo.

Teorema 7.2.1. Dado o grafo G = (V, A), sejam considerados os conjuntos X,Y < V.
Definindo-se A = max |1 - A, tem-se que
i#

IXvolY -
le(X, Y) - %| < IVvol X vol Y.
VO

Demonstragdo. Dado que conforme as consideracdes feitas anteriormente,
e(X,Y) = yx TV*(I - L)T"* ¢y,
supoe-se que

Z a;p; = T Ux

Z bigi = Ty,
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sendo ¢; os autovetores de £; em particular, nota-se que

1

Jvol G’

Para todo i > 1, ¢; é ortogonal a ¢, de modo que, para todo i > 1, é verdade que

¢ _ TI/Z

JT2¢; = 0.
Observa-se também que
Ux TV3(TVA TV TY? 5 = vol X vol Y.
Portanto, a discrepancia é tal que

1/2]T1/2

disc(X,Y) = |e(X,Y) - apbo| = |YUx Aty — agby| = |Yx TVA(I - L - volG

i>1

ou seja,

] [Xvol X vol Y vol ¥
disc(X, Y)=|Zaibi(1—)t,~)|s/1\/m<,1\/vo ST
; i=1 i=1 vo

i=1

Com efeito, deve-se notar que

vol X = Z a,

vol X
an =
* Vol G

e

Z ) LG (vol X)?  vol X vol X 1x

a=v - = < vol X,

— vol G vol G

o que completa o teorema. [

A consequéncia a seguir é imediata.

Teorema 7.2.2. Dado o grafo G = (V, A), seja considerado o conjunto X c V. Segue-se que

1X)?  .volXvolX -
(vol X) | < A2 YOR vl X.
vol G vol

le(X, X) -

7.3 O desvio do grafo

Uma invariante do grafo relaciada aos autovalores que deve ser discutida juntamente
com a discrepancia é o desvio do grafo. De fato, a discrepancia, embora importante em

Tyl = 1) aibi(1 -
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questdes que envolvem extremos em grafos, ndo possui computacio trivial, pois, por
definicéo, exige a consideragio de diversos subconjuntos. Por outro lado, além de o desvio
do grafo estar associado a discrepancia, a sua computagido do grafo é de natureza menos
complexa.

Seja considerado o grafo G = (V,A) com densidade de arestas p. Define-se a fungio
indicadora y : X x X— R como

1-p sex~y

-p caso contrario.

an={

Para um 4-ciclo C, ou seja, um grafo de quatro vértices que consiste em um unico ciclo, o
desvio de do grafo G é definido como

ZX

devG =

7 XYy, 2)x(z, wx(w, x),
ptn

sendo y(C) definida como
xO= ] xx

{x,y}eC

Aqui, nota-se que x, y, x, w variam de forma independente sobre todos os vértices do grafo
G.

O desvio do grafo G pode ser representado conforme o teorema a seguir.

Teorema 7.3.1. Seja considerado o grafo G = (V, A). O desvio de G é dado por

devG = pzn)z,

x,y

onde N, = N(x)={y : y~x}ed, =|Ny|

Demonstracgdo. As igualdades a seguir sdo verdadeiras:

pirtdenG = Y (v Dxx wix(z, w) = YA (e x(v. 2V
xy z

X,),Z,W
o que implica

%WMG=Z“MnMmeL%WmNﬂMM+MWM—MHMﬂ&Mﬂ.
Xy

Para x e y fixos, tem-se

IN: 0 N [(1 = p)* = [Nk 0 N, |p(1 = p) = [N n Ny[p(1 = p) + [Ny n N, |p*
= (INe n Ny| = p*n)* = (INi| = pm)p = (IN,| = pn)p.
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Portanto,

pintdevG = Z(|Nx n Ny| - p*n)?,

X,y

isto é,

1
devG = p4_n4 Z(|Nx n N,| - p*n).
xy

Portanto, o teorema esta provado.
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Capitulo 8

Conclusao

8.1 Consideracoes finais sobre o Trabalho de
Conclusao de Curso

A relacgao entre grafos e aplicagdes em areas da Ciéncia da Computacao é elementar. A
titulo de exemplo, o design de redes de comunicacdes tem forte apelo a conceitos da Teoria
de Grafos. Esse Trabalho de Conclusio de Curso buscou explorar essa associacio entre
grafos e Ciéncia da Computacdo por meio da perspectiva espectral da Teoria de Grafos, ou
seja, buscou-se a obtencdo de informagdes a respeito dos grafos por meio do estudo do
espectro da matriz Laplaciana associada aos grafos.

A abordagem utilizada nesse trabalho foi a exploracdo, de forma introdutoéria, dos
fundamentos tedricos da Teoria Espectral de Grafos. Através do estudo de algumas obras
da literatura de Teoria Espectral de Grafos (em particular, distingue-se CHUNG, 1997),
foram estudados topicos fundamentais para a compreensio da teoria em questdo. De posse
dos fundamentos tedricos, torna-se possivel o entendimento das aplicagoes dessa teoria
em campos de estudo computacionais, conforme descrito porCvETKOVIC e S1MIC, 2011
e ARSIC et al., 2012. Embora a Teoria Espectral de Grafos tenha sido abordada de forma
introdutoria, deve-se mencionar que a abordagem néo é trivial, pois engloba resultados e
conceitos nio-triviais de Algebra e Teoria de Grafos.

O estudo das bases tedrico-matematicas de Teoria Espectral de Grafos nesse Trabalho
de Conclusao de Curso permitiu o amadurecimento de principios ligados a Teoria de
Grafos de modo geral. O estudo também permitiu o descobrimento de novos métodos de
aplicacdo de grafos na Ciéncia da Computacdo, como, por exemplo, a aplicacdo da Teoria
Espectral em Computacido Quantica e Seguranca da Informacao (GRAHAM et al, 1995).
Portanto, é possivel afirmar que o estudo introdutoério aqui desenvolvido é apenas um
ponto de partida para a compreensao de uma area com estruturas sofisticadas e capazes de
contribuir com o desenvolvimento da Ciéncia da Computacéo.

41






Referéncias

[ARSIC et al. 2012] Branko Arsi¢, Dragos CVETKOVIC, Slobodan K. Sim1¢ e Milan SKARIC.
“Graph spectral techniques in computer science”. Em: Applicable Analysis and
Discrete Mathematics 6 (2012), pgs. 1-30 (citado nas pgs. 2, 3, 41).

[BROUWER e HAEMERs 2012] Andries E. BROUWER e Willem H. HAEMERs. Spectra of
Graphs. 1* ed. Springer, 2012 (citado na pg. 3).

[CHUNG 1997] Fan R. K. CHUNG. Spectral Graph Theory. 1* ed. American Mathematical
Society, 1997 (citado nas pgs. 1, 3, 5, 11, 17, 23, 29, 35, 41).

[CVETKOVIC e SmIC 2011] Dragos CVETKOVIC e Slobodan K. Stmi¢. “Graph spectra in
computer science”. Em: Linear Algebra and Its Applications 434.6 (2011), pgs. 1545-
1562 (citado nas pgs. 2, 3, 41).

[FEOFILOFF et al. 2011] Paulo FEOFILOFF, Yoshiharu KoHAYAKAWA e Yoshiko WAKA-
BAYASHI. Uma Introducdo Sucinta a Teoria dos Grafos. Jul. de 2011 (citado nas pgs. 3,

5).

[GrRAHAM et al. 1995] Ronald L. GRAHAM, Martin GROTSCHEL e Laszlo LovAsz. Hand-
book of Combinatorics. 1* ed. Elsevier Science B.V., 1995 (citado nas pgs. 3, 41).

[HorN e JounsoN 2013] Roger A. HorN e Charles R. JouNsON. Matrix Analysis. 2° ed.
Cambridge University Press, 2013 (citado nas pgs. 3, 5).

43






	Introdução à Teoria Espectral de Grafos
	Introdução histórica
	Perspectivas da Teoria Espectral de Grafos
	Aplicações na Ciência da Computação
	Sobre a estrutura do trabalho

	Noções preliminares
	Introdução
	Álgebra Linear
	Autovalor e autovetor
	Espectro da matriz
	Polinômio característico
	Matriz transposta
	Matriz conjugada
	Matriz hermitiana

	Teoria de Grafos: definições básicas
	Vizinhança
	Caminho
	Circuito
	Subgrafo
	Grafo conexo
	Grafo bipartido
	Grafo regular

	Noções mescladas
	Matriz de adjacência


	Autovalores e Matriz Laplaciana
	Introdução
	A matriz Laplaciana
	Espectro da matriz Laplaciana
	Propriedades espectrais
	Grafos ponderados

	Isoperimetria em Grafos
	Introdução
	Constantes de Cheeger
	Expansão de arestas de um grafo

	Diâmetros de grafos
	Introdução
	O problema da distância entre dois subconjuntos
	O problema da distância entre mais de dois subconjuntos

	Caminhos, fluxos e roteamento
	Caminhos
	Relações entre a Constante de Cheeger e fluxos
	Roteamento
	Comparação entre autovalores de grafos distintos

	Discrepância e desvio do grafo
	Introdução
	A propriedade da discrepância
	O desvio do grafo

	Conclusão
	Considerações finais sobre o Trabalho de Conclusão de Curso

	Referências

