UNIVERSIDADE DE SAO PAULO Y
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA l | K ) IJ

BACHARELADO EM CIENCIA DA COMPUTACAO

MAC0499 — Trabalho de Formatura Supervisionado

Estruturas de Dados Avancgadas — Algoritmos e Aplicagdes

Aluno: Alessandro Bezerra da Silva

Supervisor: Prof. Dr. Carlos Eduardo Ferreira

Sao Paulo
11 de fevereiro de 2022



RESUMO

Alessandro Bezerra da Silva. Estruturas de Dados Avancadas — Algoritmos e Aplicacoes.
Monografia (Bacharelado). Instituto de Matemadtica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Séo Paulo, 2021.

Estruturas de dados estdo sempre presentes, direta ou indiretamente, no cotidiano de programadores
e cientistas da computagdo. Escolher a estrutura mais adequada para lidar com determinado tipo de
problema é fundamental para a resolucdo do mesmo. Assim sendo, a inten¢do deste trabalho € estudar
algumas dessas estruturas, geralmente ndo vistas em disciplinas obrigatérias de um curso de Ciéncia da
Computagdo, a saber: Arvores B, Arvores Splay, Heaps Binomiais, Heaps de Fibonacci e Tries. Essas
estruturas sio muito importantes na pratica. Por exemplo, a estrutura de dados Arvore B ¢é utilizada no
sistema de arquivos NTFS do Windows NT, e em sistemas gerenciadores de bancos de dados da Oracle,
SQL e PostgreSQL. Também temos a estrutura de dados Trie sendo utilizada na implementagdo de
diciondrios.

Palavras-chave: Estruturas de dados avancadas, Arvores B, Arvores Splay, Heaps Binomiais,
Heaps de Fibonacci, Tries.



ABSTRACT

Alessandro Bezerra da Silva. Advanced Data Structures — Algorithms and Applications.
Capstone Project Report (Bachelor). Institute of Mathematics and Statistics, University of Sdo
Paulo, Sao Paulo, 2021.

Data structures are always present, directly or indirectly, in the daily lives of programmers and
computer scientists. Choosing the most appropriate structure to deal with a particular type of problem
is fundamental to solving it. Therefore, the intention of this work is to study some of these structures,
generally not seen in compulsory subjects of a Computer Science course, namely: B trees, Splay trees,
Binomial Heaps, Fibonacci Heaps and Tries. These structures are very important in practice. For
example, a data structure B tree is used in the Windows NT NTFS file system, and in Oracle, SQL,
and PostgreSQL database management systems. We also have an Trie data structure being used in
implementing dictionaries.

Keywords: Advanced data structures, B trees, Splay trees, Binomial Heaps, Fibonacci Heaps,
Tries.
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caPiTuLO 1

INTRODUCAO

Lembro-me de estar em alguma aula de Estruturas de Dados II, oferecida pelo prof. Coelho em 2019,
na qual se estava tentando resolver um determinado problema (que infelizmente ndo me lembro). A
principio, tentou-se utilizar certa estrutura de dados, porém o computador ficou processando durante
varios minutos, sem retornar resposta. A seguir, observando a ineficicia da estrutura sendo exposta, o
prof. Coelho substituiu tal estrutura de dados por outra, e o algoritmo retornou a resposta em questdo de
segundos. Aquele experimento me deixou surpreso, e entendi a importincia pratica de tais estruturas na
tratabilidade de problemas reais. Apds algum tempo, com o avanco do curso, surgiu a necessidade de
se pensar em um tema pro TCC. Como esta é uma drea que desperta minha curiosidade ha alguns anos,
decidi aprofundar os meus estudos em estruturas de dados, e documentar o meu progresso neste trabalho.

Durante os préximos capitulos, iremos estudar algumas estruturas de dados, a saber: Arvores B,
Arvores Splay, Heaps Binomiais, Heaps de Fibonacci e Tries. O objetivo de cada capitulo é realizar
uma breve introducdo a histdria da estrutura, seguido pela descri¢do, em pseudo-cédigo, dos algoritmos
que tratam de cada operacdo elementar sobre a estrutura sendo estudada, como por exemplo, criagdo,
insercdes e alteracdes em chaves, etc. Grande parte das operacdes contam com o auxilio de imagens
para facilitar o entendimento e, ao final do capitulo, é apresentado um pequeno conjunto de aplica¢des
da estrutura em questdo. Espera-se que o leitor adquira nog¢des bdsicas sobre o funcionamento de tais
estruturas.



CAPITULO 2

ARVORES B

2.1 Introducao

Desenvolvida pelos pesquisadores Rudolf Bayer e Edward McCreight no ano de 1971, enquanto traba-
Ihavam no Boeing Scientific Research Labs, esta classe de drvores foi concebida para lidar, de forma
eficiente, com grandes volumes de dados, cujo contetido ndo cabe inteiramente na memoria principal
do computador. Assim sendo, tal conteido reside na memdoria secunddria, que € mais espacosa e mais
lenta, sendo carregado na memoria principal em pedagos suficientemente pequenos, conforme forem ne-
cessdrios. Arvores B podem ser entendidas como uma generaliza¢io das drvores bindrias balanceadas,
com cada um de seus nds tendo no maximo um nimero predeterminado de filhos. Os nds, dentro deste
contexto, sdo chamados de pdginas, justamente por serem lidos e gravados em memoria secunddria.

Por questdes histdricas, a memoria secunddria também € chamada de disco. Assim, sempre que
mencionarmos a palavra disco no decorrer deste texto, estaremos nos referindo a memoria secundaria.

2.2 Memoéria principal versus memoria secundaria

Um computador tipico possui dois tipos de memoria: principal e secunddria. A memdria principal é
rdpida e possui menor capacidade de armazenamento, enquanto a memoria secunddria é lenta e possui
maior capacidade de armazenamento, sendo as mais comuns do tipo HDD (Hard Disk Drive) ou SSD
(Solid State Drive). Memorias secunddrias do tipo HDD sao mais lentas que memorias secundarias do
tipo SSD, pois sdo constituidas por partes mecanicas. As memorias secunddrias do tipo SSD, por outro
lado, sdo constituidas por chips de silicio, o que as tornam mais rdpidas que as memdrias secunddarias do
tipo HDD. Porém, ainda assim, sua velocidade é muito inferior a velocidade da memoria principal.

Figura 2.1: Estrutura interna do SSD. Figura 2.2: Estrutura interna do HDD.
Fonte: Olhar Digital Fonte: Techtudo

O tipo mais comum de memoria principal em computadores atuais € o DDR (Double Data Rate), enquanto
o tipo mais comum de memoria secunddria € o HDD, que geralmente é conectado em uma interface do
tipo SATA (Serial Advanced Technology Attachment). Em sua versdo mais recente, o pico da taxa de


https://olhardigital.com.br/2017/02/07/noticias/quanto-tempo-de-vida-tem-o-seu-ssd-descubra-agora/
https://www.techtudo.com.br/noticias/noticia/2015/01/hd-e-hds-externos-tecnologia-caminha-para-o-fim.html
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transferéncia do SATA € de 6Gbits/seg, enquanto as memorias do tipo DDR superam e muito este valor,
podendo chegar até centenas de gigabits por segundo, como podemos observar na tabela abaixo.

Tipo Taxa de transferéncia maxima
DDR3-800 50 Gbits/seg
DDR3-1066 66.66 Gbits/seg
DDR3-1333 83.33 Gbits/seg
DDR3-1600 100 Gbits/seg

Tabela 2.1: Taxas de transferéncia mdxima de médulos de memoria do tipo DDR3. Fonte: Wikipédia
(adaptado)

Como podemos observar na tabela acima, o tempo para o sistema obter certa quantidade de dados da
memoria secunddria € muito maior que o tempo necessdrio para o sistema obter a mesma quantidade
de dados da memodria primdria. Desse modo, com o objetivo de diminuir os efeitos desta diferenca de
tempo, e utilizando o principio da localidade, os dados na memdria secundaria sdo divididos em paginas,
com tamanho geralmente entre 2! bytes e 2!4 bytes, para que, desta forma, sempre que um dado seja
requisitado do disco, uma ou mais paginas inteiras sejam trazidas a memoria principal, a fim de diminuir
o nimero de acessos a memdria secundaria.

Considerando-se que, na maioria dos casos, o tempo de acesso a memoria secunddria excede com
folga o tempo necessdrio para processar os dados obtidos, durante o restante deste capitulo, iremos
analisar os algoritmos em termos de tempo de CPU e também em termos de acessos a memoria secun-
ddria. Operagdes de leitura e escrita de paginas em disco serdo abstraidas pelas fungdes DI SK—READ
e DISK-WRITE, que recebem um ponteiro para um objeto e l€em o objeto do disco e o gravam em
disco, respectivamente. Caso um objeto em particular j4 esteja na memoria principal, uma chamada a
DISK-READ ndo fard nada.

2.3 Propriedades

Uma arvore B, denotada por 7T, satisfaz as seguintes propriedades:
1. Possui uma raiz, denotada por T.raiz
2. Cada um de seus nés, denotado genericamente por , possui:
* Um campo x . n, que armazena o nimero de chaves presentes naquele no.

* x.n chaves, armazenadas em ordem ndo decrescente, em um vetor x.chave, tal que
.chave [i] contém a i-ésima chave, parai € {1, ..., x.n}, e

b

chave[l] < chave[2] <:-- < chave[x.n]

* x.n valores associados as chaves, armazenados em um vetor x.valor, tal que
.valor [7] estd associado a chave x.chave[7].

X

* Um campo booleano x . folha, que assume o valor verdadeiro caso o né seja do tipo folha,
e falso caso contrario.

* x.n + 1 filhos, caso seja um né interno, armazenados em um vetor x . £ilho e denotados
por x.filho[i], parai € {1, ..., x.n + 1}. Caso x seja um né folha, os valores para
x.filho[%] sdo indefinidos.

3. Para cada n6 interno z, seja k; qualquer chave pertencente ao ¢-ésimo filho de x. As chaves de
x limitam o conjunto de valores possiveis presentes nas subdrvores, ou seja, valem as seguintes
desigualdades:

k1 < x.chave[l] < ky < x.chave[2] < - < x.chave[x.n] < kynt1

4. Todos os nds folhas estdo em uma mesma profundidade h.


https://pt.wikipedia.org/wiki/DDR3_SDRAM
https://en.wikipedia.org/wiki/Locality_of_reference
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5. Todo né da arvore possui restricdes no nimero de filhos. Seja ¢ um inteiro positivo, definido de
antemao, chamado o grau minimo da arvore B. Temos que todo nd, exceto a raiz, deverd possuir
no minimo ¢ — 1 chaves, e todo nd, incluindo a raiz, deverd possuir no maximo 2¢ — 1 chaves. Ou
seja, para todo n6 interno z diferente da raiz

t—1<x.n<2t—-1

Além disso, caso o né tenha exatamente 2t — 1 chaves, dizemos que o né é completo. Desse modo,
todo nd interno da drvore B, com excecdo da raiz, terd no minimo ¢ filhos e todo nd, incluindo a
raiz, terd no maximo 2t filhos.

2.3.1 Altura de uma arvore B

O tempo de execugdo da maioria das operacdes em uma arvore B é proporcional a sua altura. Logo, é
interessante encontrar um limite superior para a altura h de uma arvore B. E disso que trata o seguinte
teorema.

Teorema 2.3.1. Se n > 1, entdo a altura h de uma drvore BT de grau minimo t > 2 é limitada

superiormente por log, (%H )

numero
profundidade de nos

0 1

[=i}-[=1] [=i}-f=1] [ei)-fot] [=n)-f=r] 3 2e

Figura 2.3: Numero de nés em cada profundidade de uma arvore B, cujo niimero de chaves é minimo.
Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press. (adaptado)

Demonstragdo. Seja T’ uma drvore B de altura i com o menor niimero de chaves possivel. O nimero
de chaves presentes em 7" é minimizado quando o né raiz possui uma tnica chave e todos os demais nés
possuem ¢ — 1 chaves. Nesta situacdo, na profundidade O teremos 1 pagina, na profundidade 1 teremos
2 péginas, na profundidade 2 teremos 2¢ paginas, na profundidade 3 teremos 2t2 paginas, e assim por
diante, até a profundidade h, onde teremos pelo menos 2t"~! paginas. Denotando por ny o niimero de
chaves presentes em 77, temos:

th—1
t—1

h
ng=1+(t—-1)> 27" =1+2(t—1) =1+42th—1)=2t" -1
=1

Uma arvore B T de altura h possuird n > ng chaves, e desta forma vale a seguinte desigualdade, de onde
segue o resultado:

1 1
neng=2" -1 n;r >th = hélogt<n_2|_>

Desse modo, temos que h = O(log, n) = O(lgn).
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2.4 Manipulando arvores B

2.4.1 Criando uma arvore B vazia

O algoritmo B-TREE-CREATE, ao ser invocado, retorna uma nova arvore B 7' vazia.

Algorithm 1
1: procedure B-TREE-CREATE()
2: T + ALLOCATE-MEMORY ()
X < ALLOCATE-MEMORY ()
x.folha + TRUE
xn<+ 0
DISK-WRITE(x)
T.raiz < x
return T

S A

As linhas 2-3 alocam espago, respectivamente, para a representacio de 7" e para a representacio de z, a
raiz de T'. O procedimento ALLOCATE-MEMORY possui a finalidade de abstrair a parte que gerencia a
alocagcdo de memoria. Em seguida, as linhas 4-5 inicializam adequadamente os campos de z, a linha 6
grava o novo né recém criado em disco, a linha 7 atribui a T.raiz o novo nd z, e a linha 8 retorna a
nova arvore B recém criada.

O consumo de tempo de B-TREE-CREATE é ©O(1), uma vez que as alocacdes de memdria po-
dem ser realizadas em tempo constante.

2.4.2 Pesquisando uma chave

O algoritmo B-TREE-SEARCH-ON-NODE recebe um né = e uma chave k a ser pesquisada na subdrvore
com raiz em x. Retorna o par (chave, valor) em caso de sucesso na busca, e NULL caso contrario.

Algorithm 2
1: procedure B-TREE-SEARCH-ON-NODE(z, k)
2: i+1
3 while i < x.n and k > x.chave[i] do
4 i+i+1
5: if i < x.n and k = x.chave[i] then
6: return (k, x.valor[i])
7 if x.folha then
8 return NULL
9: else

10: DISK-READ(x.filho[i])

11: return B-TREE-SEARCH(x.filho[i], k)

Usando o fato das chaves em z estarem em ordem nao decrescente, as linhas 2-4 procuram pela primeira
posicdo ¢ no vetor de chaves tal que k < x.chave[¢]. Apds a execucdo destas linhas, apenas uma
destas situacdes pode ocorrer:

e k < x.chave[i]: se x for um né interno, entdo a busca deve continuar na subdrvore
x.filho[z] (linhas 10-11), pois toda chave em x.filho[%] é menor do que x.chave [7],
pelas propriedades da drvore B. Por outro lado, se x for um n6 folha, entdo a busca foi malsucedida,
e o algoritmo devolve NULL (linhas 7-8).

e k= x.chave[7] (linha 5), entdo a linha 6 retorna o respectivo par (chave, valor).

* 4 > x.n, entdo a busca continua em x.filho[x.n+ 1], j4 que todas as chaves em z sao
menores do que k, e tal chave, se estiver presente em algum lugar, pelas propriedades da arvore B,
s6 poderd estar nesta subarvore. As linhas 9-11 tratam este caso.
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Por fim, a funcéo abaixo é um wrapper, ou seja, recebe uma arvore B 7', uma chave k a ser pesquisada e
apenas prepara o terreno para chamarmos a fun¢do B—TREE-SEARCH-ON-NODE na raiz de 7.

Algorithm 3
1: procedure B-TREE-SEARCH(T, k)
2: X < T.raiz
3: DISK-READ(x)
4: return B-TREE-SEARCH-ON-NODE(x, k)

lBc||Fe|lvkL| |Ne]|rs|[vw]||lY z]

Figura 2.4: Exemplo de busca em uma drvore B. A chave R foi pesquisada, e o caminho percorrido estd destacado
em claro. Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press. (adaptado)

Uma busca pode ter que descer por toda a drvore B, sendo que, a cada né visitado, uma leitura de disco foi
realizada previamente. Assim sendo, o ndimero de acessos ao disco é O(h) = O(log, n). Além disso, para
cada n6 visitado, x . n vale no maximo 2¢ — 1; portanto o loop while de B-TREE-SEARCH-ON-NODE é
executado ndo mais que 2t — 1 vezes. Logo, o tempo de CPU consumido no pior caso é O((2t —1)-h) =
O(t-h) = O(t - log, n). Como t é definido de antemao, temos que o tempo de CPU consumido no pior
caso, bem como o nimero de acessos ao disco, sdo O(lgn).

2.4.3 Inserindo uma chave

A inser¢do de novas chaves em uma arvore B ocorre em seus nds folhas. Porém, nido poderiamos
simplesmente criar um novo né folha e inseri-lo na arvore B, pois isso violaria algumas das propriedades
discutidas anteriormente. Assim sendo, durante a insercio, quando nos depararmos com um n¢ folha x
que ja estd cheio, iremos dividi-lo em dois outros nés, em torno de sua mediana m = x.chave[t]. O
primeiro deles conterd os ¢ — 1 elementos menores do que m, e o segundo conterd os ¢ — 1 elementos
maiores do que m. A mediana m passard a pertencer ao pai de x. Caso o pai de x também fique cheio, o
procedimento se repete, até que a estrutura volte a respeitar a todas as propriedades de uma arvore B.

Porém, ao invés de inserir uma chave em um né possivelmente cheio e realizar as divisdes neces-
sdrias recursivamente de modo ascendente, podemos inserir uma nova chave k£ em um né folha
percorrendo a drvore uma Unica vez, tornando nosso algoritmo mais eficiente, j4 que o nimero de acessos
ao disco serd reduzido. Isto se dard da seguinte maneira: conforme descemos pela drvore B, durante
o caminho, sempre que descobrirmos um né que ja esta cheio, realizaremos uma operacdo de divisdo,
obtendo assim dois nés, e continuaremos descendo recursivamente. Consequentemente, para cada né x
atingido pela recursdo, sempre teremos a certeza de que o pai de z ndo € completo.

O procedimento B-TREE-SPLIT-CHILD abaixo concretiza a opera¢do de divisio mencionada.
Tal procedimento recebe um né x ndo completo, um outro né y completo e um indice 7 tal que
x.filho[¢] = y. A funcdo transfere as £ — 1 maiores chaves de y para um novo né z, transfere a
mediana m de y para x e atribui z como filho de x.
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Algorithm 4
1: procedure B-TREE-SPLIT-CHILD(z, y, 7)

2: z < ALLOCATE-MEMORY ()
3: z.folha < y.folha

4 zn<+t-1

5: forj«< 1tot-1do

6: z.chave[j] < y.chave[t +j]
7: z.valor[j] < y.valor[t + j]

8: if not y.folha then

9: forj< 1totdo

10: z.filho[j] + y.filho[t + j]
11: yn+t-1

12: for j < x.n+ 1 downtoi+ 1 do
13: x.filho[j + 1] + x.filho[j]
14: x.filho[i + 1] <z

15: for j +— x.n downto i do

16: x.chave[j + 1] < x.chave[j]
17: x.valor[j + 1] < x.valor([j]
18: x.chave[i] < y.chave[t]

19: x.valor[i] < y.valor[t]
20: X.n < xn+1

21:  DISK-WRITE(x)
22 DISK-WRITE(y)
23:  DISK-WRITE(z)

As linhas 2-4 do algoritmo B-TREE-SPLIT-CHILD criam um novo nd z, que conterd as t — 1 maiores
chaves de y. Em seguida, as linhas 5-7 copiam tais chaves para o n6 z, incluindo seus respectivos valores.
Se y é um no interno, entdo as linhas 8-10 copiam os ¢ dltimos filhos de y para z. A linha 11 atribui
a y.n o numero de chaves restantes no né y, as linhas 12-13 abrem espaco no vetor de filhos do né x
para a insercdo do novo filho z, a linha 14 atribui z como filho de z, as linhas 15-17 abrem espago para
a inserc¢do da chave mediana m, outrora pertencente a y, e a linhas 18-19 inserem a mediana em x, com
seu respectivo valor associado. A linha 20 incrementa o nimero de chaves no né x, e as linhas 21-23
gravam todas as alteracdes em disco.

O loop for da linha 5 é executado ¢ — 1 vezes, o loop for da linha 9 é executado ¢ vezes (caso o
né y seja interno) e os loops for das linhas 12 e 15 s@o executados x.n — i + 1 < 2¢ vezes. Logo, como
todos os loops for sdo executados O(t) vezes, com ¢ definido de antemdo, temos que a complexidade de
tempo para B-TREE-SPLIT-CHILD é O(1).

) y
|POoRSTUV| [P 0 R | ENEa

Figura 2.5: Divisdo de um nd, para t = 4. O n6 y foi dividido em dois nés y € z, e a chave mediana foi movida para
z. Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press. (adaptado)

De posse do procedimento B-TREE-SPLIT-CHILD, podemos introduzir o procedimento
B-TREE-INSERT, que recebe uma arvore B 7', uma chave k, um valor v associado a chave k e
os inserem em 7.
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Algorithm 5
1: procedure B-TREE-INSERT(T, k, v)
2: r < Traiz
3 DISK-READ(r)
4 if rn = 2t - 1 then
5: s « ALLOCATE-MEMORY ()
6: T.raiz < s
7 s.folha < FALSE
8 s.n<+0
9: s.filho[1] < r
10: B-TREE-SPLIT-CHILD(s, 1, 1)
11: B-TREE-INSERT-NONFULL(s, k, v)
12: else
13: B-TREE-INSERT-NONFULL(r, k, v)

Se a raiz r de T € completa (linha 4), entdo serd criado um novo né s, que passard a ser a raiz de 7',
tendo o n6 r como unico filho (linhas 5-9). Em seguida, serd realizada a divisdo do né r (linha 10),
e por fim serd invocada a funcdo B-TREE-INSERT-NONFULL(s, k, v) com seguranca na linha 11
(O procedimento B-TREE-INSERT-NONFULL serd vista com detalhes em breve; tal procedimento
supde que s é um né ndo completo). Por outro lado, se a raiz r ndo é completa, entdo o método
B-TREE-INSERT-NONFULL ¢ invocado tomando como argumentos 7, k € v.

Como a insercdo de uma nova chave é realizada em um no6 folha, O procedimento B-TREE-INSERT pro-
cura pelo n6 folha apropriado para a inser¢do de k, usando o algoritmo B-TREE-INSERT-NONFULL.
Cada chamada recursiva consome tempo (1), e assim o consumo de tempo para a inser¢do de um
elemento na drvore B T'é ©(h) = O(log, n) = O(lgn).

Finalmente, o algoritmo B-TREE-INSERT-NONFULL recebe como argumentos um né z, sob a
hipétese de x ndo ser completo, uma chave k e um valor v associado a chave k, a serem inseridos na
subdrvore com raiz em x.

Algorithm 6
1: procedure B-TREE-INSERT-NONFULL(x, k, v)
2: 14 X.n
3: if x.folha then
4: while i > 1 and k < x.chave[i] do
5: x.chave[i + 1] < x.chave[i]
6: x.valor[i + 1] < x.valor][i]
7: i+i-1
8: x.chave[i+ 1] + k
9: x.valor[i+ 1] < v
10: Xn<+ xn+1
11: DISK-WRITE(x)
12: else
13: while i > 1 and k < x.chavel[i] do
14: i+—i-1
15: i—i+1
16: DISK-READ(x.filho[i])
17: if x.filho[i].n = 2t - 1 then
18: B-TREE-SPLIT-CHILD(x, x.filho[i], i)
19: if k > x.chavel[i] then
20: i—i+1
21: B-TREE-INSERT-NONFULL(x.filho[i], k, V)

Se z for um no folha (linha 3), entdo as linhas 4-7 abrem espago nos vetores de chaves e valores para
a insercdo da nova chave k e do novo valor v, respeitando a ordem ndo decrescente das chaves. As



CAPITULO 2. ARVORES B

linhas 8-9 inserem a chave k e o valor v em x, a linha 10 incrementa o nimero chaves presentes no nd
z e a linha 11 grava as alteragdes em disco. Por outro lado, se x for um né interno (linha 12), entdo
as linhas 13-15 encontram o filho x.filho[4] adequado para a insercdo de k. Se esse filho estiver
cheio (linha 17), entdo € realizada uma operacio de divisdo nele (linha 18), a fim de garantir a hiptese
do procedimento B-TREE-INSERT-NONFULL ser chamado apenas em nés ndo completos. As linhas
19-20 decidem, apés a operacao de divisdo, em qual subdrvore a recursdo deverd seguir, e a linha 21
continua recursivamente o procedimento de insercao.

Cada chamada recursiva a B-TREE-INSERT-NONFULL consome tempo O(t), pois os loops do pro-
cedimento sdo executados um nimero de vezes limitado por 2¢. Como B-TREE-INSERT-NONFULL
deve descer até um n6 folha, que estd em uma profundidade h, temos que o consumo de tempo total
para B-TREE-INSERT-NONFULL é O(t - log, n), e o nimero total de acessos ao disco é O(log, n),
pois cada encarnacdo de B-TREE-INSERT-NONFULL realiza uma operagdo DISK—READ, que possui
tempo constante. Mas ¢ é definido de antemio, entio o niimero de acessos ao disco, bem como o
consumo de tempo total, sdo O(Ilgn).

{a) arvore inicial

(b) B inserido

(c) Q inserido

{d) L inserido

(e) F inserido

Figura 2.6: Inser¢do de chaves em uma drvore B, com grau minimo ¢ = 3. Em (a), a drvore B em seu estado
inicial. Em (b), a inser¢do da chave B em um né nido completo ACDE. Em (c), a inser¢do da chave Q em um né
completo RSTUV. Observe que a chave T passou a pertencer ao nd6 GMPX, apds a operagdo de divisdo. Em (d), a
inser¢do da chave L no né ndo completo JK. Finalmente, em (e), a inser¢do de F no né completo ABCDE. Observe
novamente a operagdo de divisdo acontecendo. A chave C passou a pertencer ao né GM. Fonte: CORMEN, Thomas
et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press. (adaptado)
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2.4.4 Eliminando uma chave

Antes de estudarmos o algoritmo que faz a remocao da chave propriamente dita, precisamos entender o
funcionamento de algumas funcgdes auxiliares, que nos ajudardo na remocio de uma chave k, e seu valor
associado v, de uma arvore B T, de tal forma que, ao final do procedimento, as propriedades de uma
arvore B continuem sendo satisfeitas.

O algoritmo ROTATE-LEFT abaixo recebe como parimetros paginas x, y, z € um indice ¢ tal
que x.filho[¢] = ye x.filho[v+ 1] = 2. A finalidade do algoritmo é aumentar em uma
unidade o nimero de chaves em y, e diminuir em uma unidade o nimero de chaves em z, transferindo
adequadamente as chaves entre as paginas, de tal modo que as propriedades de uma arvore B continuem
sendo satisfeitas.

Algorithm 7
1: procedure ROTATE-LEFT(z, y, z, 2)
2: y.chave[y.n + 1] < x.chave[i]
3: y.valor[y.n + 1] < x.valor[i]
4: x.chavel[i] < z.chave[1]
5: x.valor[i] < z.valor[1]
6: yn<4yn+1
7: forj=1tozn-1do
8: z.chave[j] <— z.chave[j + 1]
9: z.valor[j] < z.valor[j + 1]
10: if not z.folha then
11: y.filho[y.n + 1] < z.filho[1]
12: forj=1toz.ndo
13: z filho[j] < z.filho[j + 1]
14 z.n<z.n-1

15 DISK-WRITE(x)
16:  DISK-WRITE(y)
17. DISK-WRITE(z)

As linhas 2-3 do algoritmo ROTATE-LEFT inserem a chave x.chave [¢] e o valor x.valor[i] na
pagina y (note que ndo podemos simplesmente remover uma chave de z e seu valor associado e os inserir
em y, pois isto violaria a propriedade 3 na defini¢do de 4rvore B). Em seguida, as linhas 4-5 alteram o
valor de x.chave [¢] e x.valor[i] para z.chave[l] e z.valor[1], respectivamente, e a linha
6 atualiza o nimero de chaves presentes na pigina y. Em seguida, o loop das linhas 7-9 corrige a posi¢do
das chaves e valores remanescentes na pagina z. Caso tal pagina nao seja do tipo folha (linha 10), entdo a
linha 11 torna z . £i1ho [1] o tltimo filho de y, e em seguida o loop das linhas 12-13 corrige a posi¢ao
dos ponteiros para os filhos de z que restaram. Finalmente, a linha 14 acerta o nimero de elementos
presentes na pagina z, e as linhas 15-17 gravam todas as alteracdes em disco.

Como os loops nas linhas 7-9 e 12-13 sdo executados na ordem de z.n vezes, e tal valor é limi-
tado por 2t — 1 (constante, pois t € definido de antemao), temos que a complexidade de tempo do nosso
algoritmo ROTATE-LEFT é O(1).

A F L 0 U A G L 0 U
B C D E G H I J B C D E F H I J K

Figura 2.7: Operagio de rotagdo a esquerda. O né BCDE recebeu de seu pai AFLOU a chave F; seu pai, por sua vez,
recebeu a chave G do né GHIJK.

Nosso préximo algoritmo a ser analisado, ROTATE-RIGHT, possui funcionamento muito parecido com

10
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o algoritmo anterior. Recebe os mesmos parimetros x, y, 2z € ¢ mencionados anteriormente, tal que
x.filho[7] = ye x.filho[i+ 1] = z. O objetivo desta fun¢do € aumentar em uma unidade
o nimero de chaves em z, e diminuir em uma unidade o ndmero de chaves em y, de tal modo que as
propriedades de uma arvore B continuem sendo satisfeitas.

Algorithm 8
1: procedure ROTATE-RIGHT(x, y, z, %)
2: for j = z.n downto 1 do
3 z.chave[j + 1] < z.chave[j]

z.valor[j + 1] < z.valor[j]

4
5: zn < z.n+ 1

6: z.chave[1] < x.chave[i]
7 z.valor[1] < x.valor[i]

8 x.chave[i] < y.chave[y.n]
9: x.valor[i] < y.valor[y.n]
10: if not z.folha then

11: for j = z.n downto 1 do

12: z.filho[j + 1] < z.filho[j]
13: z.filho[1] < y.filho[y.n + 1]
14: yn<yn-1

15:  DISK-WRITE(x)
16  DISK-WRITE(y)
17: DISK-WRITE(z)

O loop das linhas 2-4 abre espaco para a insercdo de uma nova chave e um novo valor em z, que
obrigatoriamente deverdo estar no inicio dos vetores z .chave e z.valor, respectivamente, para que
as propriedades da drvore B continuem sendo satisfeitas. A linha 5 atualiza o contador de chaves em z, e
as linhas 6-7 atualizam o valor de z.chave[l] e z.valor[1l] para x.chave[¢] e x.valor[%],
respectivamente. Por sua vez, as linhas 8-9 atribuem a x.chave [¢] e x.valor[:¢] o conteido de
y.chave[y.n] ey.valor[y.n], respectivamente, e caso o né z ndo seja do tipo folha (linha 10),
o loop das linhas 11-12 e a linha 13 atualizam a posicdo dos ponteiros adequadamente, abrindo espaco
no inicio do vetor z.filho para a inser¢do do ponteiro y.filho[y.n + 1]. Em seguida, a li-
nha 14 atualiza o niimero de chaves presentes em v, e as linhas 15-17 gravam todas as alteracdes em disco.

Os loops nas linhas 2-4 e 11-12 em ROTATE-RIGHT sdo executados na ordem de z.n vezes,
sendo este valor limitado por 2¢ — 1. Assim sendo, a complexidade de tempo para ROTATE-RIGHT
também é ©(1).

A G L 0 U A F L 0 U
B C D E F H I J K B C D E G H I J

Figura 2.8: Operacdo de rotagdo a direita. O né HIJK recebeu de seu pai AGLOU a chave G; seu pai, por sua vez,
recebeu do né BCDEF a chave F.

Continuando o estudo das funcdes auxiliares, o procedimento CONCATENATE-LEFT abaixo recebe pa-
ginas z,y, zeumindice s talque x . filho[¢] =y,x.filho[i+ 1] =zey.n=z.n=t—1. Tal
funcdo move x.chave [i] e x.valor [¢] para y, movendo para y também todas as chaves e valores
presentes em z, além de ajustar os ponteiros para as paginas filhas, caso seja necessdrio.

11
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Algorithm 9
1: procedure CONCATENATE-LEFT(z, v, 2, %)

2: y.chave[t] <— x.chavel[i]

3: y.valor[t] +— x.valor[i]

4: forj=1tot-1do

5: y.chave[j + t] < z.chave[j]
6: y.valor[j + t] <— z.valor[j]
7: if not z.folha then

8: forj=1totdo

9: y.filho[j + t] < z.filho[j]
10: forj=itox.n-1do

11: x.chave[j] < x.chave[j + 1]
12: x.valor[j] < x.valor[j + 1]
13: forj=i+1tox.ndo

14: x.filho[j] < x.filho[j + 1]
15: X.n < xn-1

16: yn<2t-1

17: DISK-WRITE(x)
18:  DISK-WRITE(y)
19:  DISK-DELETE(z)

As linhas 2-3 do procedimento CONCATENATE-LEFT inserem em y a chave x.chave [7] e o valor
x.valor[¢], e o loop nas linhas 4-6 insere em y todas as chaves e valores presentes em z. Caso z
ndo seja do tipo folha, entdo o loop nas linhas 7-9 move para y os ponteiros para os filhos de z adequa-
damente. Em seguida, o loop nas linhas 10-12 acerta a posi¢@o das chaves e valores em z, ap6s mover
x.chave[¢] de x para y, e o loop das linhas 13-14 atualiza a posicdo dos ponteiros para os filhos.
Por fim, as linhas 15-16 corrigem o nimero de chaves presentes nas paginas x e y, e as linhas 17-19
gravam todas as alteracdes em disco, removendo a pagina z que ndo serd mais usada da memoria secun-
déria usando a fungdo DISK-DELETE (abstraida da mesma maneira que DI SK-READ e DISK-WRITE).

Os loops das linhas 4-6 e 8-9 sdo executados na ordem de t vezes, enquanto os loops das linhas
10-12 e 13-14 sao executados na ordem de x .n vezes. Como x.n é limitado por 2t — 1, e ¢ € definido
de antemdo, temos que a complexidade de tempo do algoritmo CONCATENATE-LEFT é O(1).

A F K 0 U A K 0 U
B C D E G H I J B CDEFGHTIJ]

Figura 2.9: Operagio de concatenagdo 2 esquerda. O né BCDE recebeu a chave F, pertencente ao seu pai AFKOU,
bem como todas as chaves de seu irmdo direito GHIJ.

Também temos a fungdo CONCATENATE-RIGHT, que possui comportamento similar ao observado
em ROTATE-LEFT. A fun¢do ROTATE-RIGHT recebe pdginas z, y, z ¢ um indice ¢ tal que
x.filho[i] =yex.filho[i+ 1] = z. Além disso, também devemos tery.n=z.n=¢t— 1. O
objetivo de tal fungdo € concatenar as paginas y e z a direita, ou seja, gravar em z a chave x. filho 7],
ovalor x.valor [¢] etodas as chaves e valores de y, acertando os ponteiros para os nds filhos, conforme
necessario.

12
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Algorithm 10
1: procedure CONCATENATE-RIGHT(z, v, 2, %)

2: forj=1tot-1do

3: z.chave[j + t] < z.chave[j]
4: z.valor[j + t] < z.valor[j]
5: forj=1tot-1do

6: z.chave[j] < y.chave[j]

7: z.valor[j] < y.valor([j]

8: z.chave|[t] < x.chave]i]

9: z.valor[t] < x.valor[i]

10: if not z.folha then

11: forj=1totdo

12: zfilho[j + t] <— z.filho[j]
13: forj=1totdo

14: z.filho[j] < y.filho[j]
15: forj=itox.n-1do

16: x.chave[j] - x.chave[j + 1]
17: x.valor[j] < x.valor[j + 1]
18: for j=1to x.n do

19: x.filho[j] + x.filho[j + 1]
20: X.n <+ xn-1
21: zn<—2t-1

22: DISK-WRITE(x)
23: DISK-WRITE(z)
24: DISK-DELETE(y)

O loop nas linhas 2-4 desloca em ¢ unidades as chaves e valores ja existentes na pagina z. Em seguida, o
loop nas linhas 5-7 insere em z as t — 1 chaves e os ¢ — 1 valores presentes em y. As linhas 8-9 inserem
em z a chave x.chave [¢] e o valor x.valor[i], e caso o nd z ndo seja do tipo folha, os loops das
linhas 11-12 e 13-14 acertam os ponteiros para os nds filhos. Adiante, o loop das linhas 15-17 atualiza
as chaves e valores em z, considerando-se a remocao de x.chave [%], e as linhas 18-19 ajustam os
ponteiros para os filhos de x. As linhas 20-21 acertam os valores de x.n e z . n ap6s esta sequéncia de
operagdes, e as linhas 22-24 gravam todas as alteracdes na memoria secunddria, incluindo a remogdo do
né y que ndo serd mais usado.

Todos os loops presentes nesta fung¢do sdo executados menos de 2t vezes. Assim sendo, tendo em
vista que ¢ é uma constante definida de antemao, temos que a complexidade de tempo deste algoritmo é
o(1).

A F K O U A K o0ouU

N N

B C D E G H I J B CDEFGHTIJ

Figura 2.10: Operagdo de concatenagdo a direita. O né GHIJ recebeu de seu pai AFKOU a chave F, bem como
todas as chaves de seu irmdo esquerdo BCDE.

Prosseguindo, temos a fungdo DELETE-MINIMUM abaixo, que recebe um né interno x, cujo nimero de
chaves x .n € pelo menos ¢, e remove da subdrvore com raiz em z sua chave minima, retornando o par
(chave, valor) correspondente.
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Algorithm 11
1: procedure DELETE-MINIMUM(z)

2: y < x.filho[1]

3: z < x.filho[2]

4: DISK-READ(y)

5: if y.folha then

6: if yn>t- 1 then

7: min < (y.chave[l], y.valor[1])

8: forj=1toyn-1do

9: y.chave[j] < y.chave[j + 1]

10: y.valor[j] < y.valor[j + 1]

11: y.n<yn-1

12: DISK-WRITE(y)

13: return min

14: else

15: DISK-READ(z)

16: if zn>t- 1 then

17: min < (y.chave[1], y.valor[1])
18: forj=1tot-1do

19: y.chave[j] < y.chave[j + 1]
20: y.valor[j] < y.valor[j + 1]
21: yn<yn-1
22: ROTATE-LEFT(x, y, z, 1)
23: return min
24: else
25: CONCATENATE-LEFT(x, y, z, 1)
26: min < (y.chave[l], y.valor[1])
27: forj=1to2t-2do

28: y.chave[j] < y.chave[j + 1]
29: y.valor[j] < y.valor[j + 1]
30: yn < 2t-2

31: DISK-WRITE(y)

32: return min

33: else

34: if yn>t- 1 then

35: return DELETE-MINIMUM(y)
36: else

37: DISK-READ(z)

38: if zn>t- 1 then

39: ROTATE-LEFT(x, y, z, 1)

40: return DELETE-MINIMUM(y)
41: else

42: CONCATENATE-LEFT(x, y, z, 1)
43: return DELETE-MINIMUM(y)

As linhas 2-3 atribuem a y e z os ponteiros para os filhos x.filho[1l] e x.filho[2], respectiva-
mente, com o objetivo de melhorar a legibilidade no decorrer do cédigo. Como x € um nd interno, temos
que o minimo da subdrvore com raiz em z deve estar necessariamente em y. A depender do tipo de y
(interno ou folha) e do nimero de chaves ali presentes, teremos varios casos a tratar:

* Caso y seja um n6 folha, e o niimero de chaves em y seja maior do que ¢ — 1 (linha 6), entdo as
linhas 7-13 removem o minimo de y e retornam o par (chave, valor) associado.

* Caso y seja um né folha, possua t — 1 chaves e seu irmdo z possua mais do que t — 1 chaves
(linha 16), entdo, ao final da remocdo (linhas 17-21), deverd ser realizada uma operacio do tipo
ROTATE-LEFT (linha 22), para que y continue a conter t — 1 chaves e preserve as propriedades
de uma arvore B. O par (chave, valor) é retornado na linha 23.

* Caso y seja um no folha, possua ¢ — 1 chaves e seu irmdo z também possua ¢ — 1 chaves (linha 24),

14



CAPITULO 2. ARVORES B

entdo devera ser realizada uma operagdo do tipo CONCATENATE-LEFT (linha 25), seguida pela
remoc¢do do minimo em y (linhas 26-30). As alteragdes sdo gravadas em disco (linha 31), e o par
(chave, valor) € retornado na linha 32.

» Caso y seja um né interno e possua pelo menos ¢ chaves (linha 34), entdo DELETE-MINIMUM é
chamado recursivamente no n6 y (linha 35).

* Caso y seja um n6 interno, possua ¢ — 1 chaves e seu irmdo z possua pelo menos t chaves (li-
nha 38), entdo primeiramente deverd ser realizada uma operacdo do tipo ROTATE-LEFT (linha
39), para garantir que y possua ¢ chaves ao final do procedimento. Em seguida, podemos chamar
recursivamente a fun¢do DELETE-MINIMUM no né y (linha 40).

* Caso y seja um nd interno, possua t— 1 chaves e seu irmao z também possua ¢t — 1 chaves (linha 41),
entdo primeiramente devera ser realizada uma operagdo do tipo CONCATENATE-LEFT (linha 42).
Ao final do procedimento, o n6 y conterd 2t — 1 chaves. Em seguida chamamos recursivamente a
fun¢do DELETE-MINIMUM em y (linha 43).

Como ja vimos, os procedimentos ROTATE-LEFT e CONCATENATE-LEFT sdo executados em tempo
O(1). Além disso, cada um dos loops de DELETE-MINIMUM é executado um niimero de vezes da ordem
de t (que é constante; definido de antemao). Portanto, cada chamada recursiva a DELETE-MINIMUM
¢é executada em tempo constante. Como o minimo é removido de um né folha, temos de descer por
toda a drvore, que possui altura h. Logo, a complexidade de tempo de DELETE-MINIMUM € O(h) =
O(log, n) = ©(lgn).

O procedimento DELETE-MAXIMUM, descrito abaixo, recebe um né interno x com pelo menos ¢ chaves,
remove a chave maxima da subarvore com raiz em x e retorna o par (chave, valor) associado.
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Algorithm 12

1: procedure DELETE-MAXIMUM(x)

R A A S

y < x.filho[x.n]
z < x.filho[x.n + 1]
DISK-READ(z)
if z.folha then
if zn>t- 1 then
zn<—zn-1
DISK-WRITE(z)
return (z.chave[z.n + 1], z.valor[z.n + 1])
else
DISK-READ(y)
if yn>t- 1 then
max < (z.chave[z.n], z.valor[z.n])
zn<zn-1
ROTATE-RIGHT(x, y, z, x.n)
return max
else
CONCATENATE-LEFT(x, y, z, x.n)
yn<yn-1
DISK-WRITE(y)
return (y.chave[y.n + 1], y.valor[y.n + 1])

else
if zn>t- 1 then
return DELETE-MAXIMUM(z)
else
DISK-READ(y)
if yn>t- 1 then
ROTATE-RIGHT(x, y, z, X.n)
return DELETE-MAXIMUM(z)
else
CONCATENATE-LEFT(x, y, z, x.n)
return DELETE-MAXIMUM(y)

As linhas 2-3 atribuem a y e z os ponteiros para os filhos x.filho[x.n] e x.filho[x.n+ 1],
respectivamente, a fim de melhorar a legibilidade no cédigo. Como x € um né interno, sabemos que o
méximo da subdrvore com raiz em x deve estar necessariamente em z, pelas propriedades de uma drvore
B. A depender do tipo de z (interno ou folha) e do nimero de chaves ali presentes, teremos varios casos
a tratar:

» Caso 0 n6 z seja do tipo folha e possua pelo menos ¢ chaves (linha 6), entdo simplesmente remo-

vemos 0 maximo de z e o retornamos (linhas 7-9).

* Caso o n6 z seja do tipo folha, possua ¢t — 1 chaves e seu irmdo y possua pelo menos ¢ chaves

(linha 12), entdo removemos o maximo de z (linhas 13-14), em seguida realizamos uma operacdo
ROTATE-RIGHT (linha 15) para deixar z com ¢ — 1 chaves. O par (chave, valor) removido de z é
retornado na linha 16.

Caso o n6 z seja do tipo folha, possua ¢ — 1 chaves e seu irmdo y também possua ¢ — 1 chaves
(linha 17), entdo primeiramente € realizada uma operacdo CONCATENATE-LEFT (linha 18). Em
seguida, o par (chave, valor) associado a0 maximo € removido de y e retornado (linhas 20-21).

Caso o n6 z seja interno e possua pelo menos ¢ chaves (linha 23), entio DELETE-MAXIMUM €
chamado recursivamente em z (linha 24).

Caso o n6 z seja interno, possua ¢ — 1 chaves e seu irméo y possua pelo menos ¢ chaves (linha
27), entdo uma operacgdo do tipo ROTATE-RIGHT ¢ realizada (linha 28). Em seguida, invocamos
recursivamente a funcdo DELETE-MAXIMUM em z (linha 29). A operacio ROTATE-RIGHT €
necessdria para garantirmos a hipétese de chamar a fun¢cdo DELETE-MAXIMUM sobre um né com
pelo menos ¢ filhos.
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» Caso o noé z seja interno e tanto z quanto y possuam ¢ — 1 chaves (linha 30), entdo é realizada uma
operacdo CONCATENATE-LEFT (linha 31), em seguida continuamos com a recursdo, invocando
a fun¢do DELETE-MAXIMUM sobre y (linha 32), que a esta altura possui 2t — 1 chaves.

Como cada chamada recursiva a DELETE-MAXIMUM é executada em tempo ©(1), e precisamos
descer até uma folha para recuperar a chave maxima, temos que a complexidade de tempo de
DELETE-MAXIMUM sobre uma drvore de altura i é O(h).

De posse das fungdes anteriores, estamos prontos para estudar a fun¢gdo B-TREE-DELETE-ON-NODE
abaixo, que recebe uma pagina z, uma chave k e a remove da subarvore com raiz em z, caso tal chave
esteja presente, removendo também seu valor associado. A pagina x, caso seja um né diferente da raiz,
deverd necessariamente possuir pelo menos ¢ chaves, a fim de preservar as propriedades da drvore B ao
final da remog@o. Por outro lado, se x for a raiz da arvore B, entdo necessariamente pelo menos uma das
duas situagdes devera ocorrer:

e z possui ao menos duas chaves.
e z possui ao menos um filho com no minimo ¢ chaves.

Se pelo menos uma destas situagdes ocorrer, entdo garantimos que chamadas futuras a fungdes do tipo
CONCATENATE ou ROTATE envolvendo o né raiz z nao irdo produzir uma arvore B contendo uma raiz
x degenerada, ou seja, sem chaves e possuindo apenas um filho, ou com um filho contendo ¢ — 2 chaves.
O caso problematico, em que a raiz x possui apenas uma chave e seus filhos possuem ambos ¢ — 1 chaves,
serd tratado posteriormente.
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Algorithm 13
1: procedure B-TREE-DELETE-ON-NODE(z, k)
2: 1<+ Xx.n
3 while i > 0 and x.chave[i] > k do
4 i+i-1
5 if i > 0 and x.chave[i] = k then
6: (chave, valor) < (x.chave[i], x.valor[i])
7 if x.folha then
8 while i < x.n do
9: x.chave[i] < x.chave[i + 1]
10: x.valor[i] < x.valor[i + 1]
11: Xn<xn-1
12: return (chave, valor)
13: else
14: y < x.filho[i]
15: z < x.filho[i + 1]
16: DISK-READ(z)
17: if zn>t- 1 then
18: if z.folha then
19: (x.chavel[i], x.valor[i]) < (z.chave[l], z.valor[1])
20: forj=1toz.n-1do
21: z.chave[j] < z.chave[j + 1]
22: z.valor[j] < z.valor[j + 1]
23: zn<+—zn-1
24: else (x.chavel[i], x.valor[i]) <~ DELETE-MINIMUM(z)
25: return (chave, valor)
26: else
27: DISK-READ(y)
28: if yn>t- 1 then
29: if y.folha then
30: (x.chavel[i], x.valor[i]) < (y.chave[y.n], y.valor[y.n])
31 y.n<yn-1
32: else (x.chaveli], x.valor[i]) «+— DELETE-MAXIMUM(y)
33: return (chave, valor)
34: else
35: CONCATENATE-LEFT(x, v, z, 1)
36: return B-TREE-DELETE-ON-NODE(y, k)
37: else
38: if x.folha then return NULL
39: if i = 0 then
40: i—i+1
41: y < x.filho[i]
42: z < x.filho[i + 1]
43: DISK-READ(y)
44; ifyn=t-1 then
45: DISK-READ(z)
46: if z.n > t - 1 then ROTATE-LEFT(x, y, z, 1)
47 else CONCATENATE-LEFT(x, y, z, 1)
48: return B-TREE-DELETE-ON-NODE(y, k)
49: else
50: y < x.filho[i]
51: z <+ x.filho[i + 1]
52: DISK-READ(z)
53: if zn=t- 1 then
54: DISK-READ(y)
55: if yn>t- 1 then ROTATE-RIGHT(x, y, z, i)
56: else CONCATENATE-RIGHT(x, y, z, 1)
57: return B-TREE-DELETE-ON-NODE(z, k)
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As linhas 2-4 procuram a posi¢do adequada para prosseguir com a remog¢ao. Apds o loop da linha 3, uma
das seguintes situacdes estard necessariamente acontecendo:

1. © > 0ex.chave[i] = k. Se esta situacdo ocorrer, entdo devemos tratar os seguintes casos:

¢ Se = for um né folha (linha 7), entdo simplesmente removemos k e seu respectivo valor
associado (linhas 8-11), ja que, se x # T.raiz, é garantido que = possua pelo menos ¢
chaves. Assim sendo, ao final da remogdo, as propriedades da arvore B continuardo sendo
satisfeitas.

* Se z for um né interno (linha 13), entdo devemos substituir a chave k pela sua chave ante-
cessoraem x.filho[¢] = y ou pela sua chave sucessoraem x.filho[i+ 1] = 2. Se 2z
possuir pelo menos ¢ chaves, e for um né folha (linha 18), entdo simplesmente removemos o
sucessor de k£ em z e o substituimos em x, no lugar de k (linhas 19-23).

¢ Se z for um nd interno, z possuir pelo menos ¢ chaves e também for um né interno (linha 24),
entdo chamamos recursivamente o procedimento DELETE-MINIMUM sobre z, € substituimos
k em x, bem como seu valor associado, pelo valor retornado por tal funcéo.

* Se x for um noé interno, z possuir exatamente ¢ — 1 chaves e seu irméo y possuir pelo menos
t chaves e for do tipo folha (linha 29), entdo as linhas 30-31 removem o antecessor de k em y
e substituem k em x pelo antecessor removido.

* Se z for um n6 interno, y também for um né interno e possuir pelo menos ¢ chaves (linha 32),
entdo o procedimento DELETE-MAXIMUM serd invocado em , € o valor retornado substituird
kem x.

* Se x for um nd interno, e se ambos ¥y, z possuirem exatamente ¢ — 1 chaves (linha 34), en-
tao serd realizada uma operacdo do tipo CONCATENATE-LEFT (linha 35) e o procedimento
B-TREE-DELETE-ON-NODE serd chamado recursivamente em y (linha 36), que a esta al-
tura possuird 2¢ — 1 chaves.

2. 7> 0ex.chave[i] < k. Caso x seja um né folha, entdo o algoritmo retorna NULL (linha 38).
Caso contrério, se z for um né interno, entdo a chave procurada, se estiver em algum lugar, estard
no filho z de x, pelas propriedades da 4rvore B.

* Se z possui pelo menos ¢ chaves, entdo o procedimento B-TREE-DELETE-ON-NODE ¢é
chamado recursivamente em z (linha 57).

* Se z possui exatamente ¢ — 1 chaves e seu irmao y possui pelo menos ¢ chaves (linha 55), entdo
serd realizada uma operagdo do tipo ROTATE-LEF T, a fim de garantir que z tenha pelo menos
t chaves, antes de chamarmos a fun¢do B—-TREE-DELETE-ON-NODE recursivamente.

*Se y e z possuem ambos t — 1 chaves (linha 56), uma operacdo do tipo
CONCATENATE-RIGHT sera realizada, e a recursdo continuard em z.

3. 4 = 0. Caso z seja um nd folha, entdo o algoritmo retorna NULL (linha 38). Caso contrério, a
recursdo deverd continuar em y = x.filho[1], ja que a chave k, se estiver presente em algum
lugar, devera estar necessariamente nesta subarvore.

* Se y possui pelo menos ¢ chaves, entdo o procedimento B-TREE-DELETE—-ON-NODE ¢
chamado recursivamente em ¥ (linha 48).

* Se y possui exatamente ¢ — 1 chaves e seu irmdo z = x.filho[2] possui pelo me-
nos t chaves (linha 46), entdo serd realizada uma operagdo do tipo ROTATE-LEFT,
a fim de garantir que y possua pelo menos ¢ chaves. Em seguida, o procedimento
B-TREE-DELETE-ON-NODE € chamado recursivamente em y (linha 48).

* Se y e z possuirem ambos ¢ — 1 chaves (linha 47), entdo serd realizada uma operagdo do
tipo CONCATENATE-LEFT. Em seguida, tendo em vista que o né y agora possui 2¢ — 1
chaves, serd chamado recursivamente o procedimento B-TREE-DELETE-ON-NODE em ¥
(linha 48).

Cada chamada recursiva a B-TREE-DELETE-ON-NODE possui complexidade de tempo ©(1), jd que
os loops while das linhas 3-4 e 8-10 e for das linhas 20-22 sdo executados ndo mais que 2t — 1 ve-
zes. Também temos que uma chamada a B-TREE-DELETE-ON-NODE necessariamente ird descer
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até um né folha, que estd na profundidade h, seja para remover k de um né folha, seja para encon-
trar o sucessor ou predecessor de k em um né interno. Por esse motivo, a complexidade de tempo de
B-TREE-DELETE-ON-NODE é O(h) = O(lgn).

Finalmente, a fungdo B-TREE-DELETE abaixo recebe como argumentos um ponteiro para uma arvore
B T, uma chave k e a remove de 7', caso a mesma esteja presente na arvore. O par (chave, valor) é
retornado em caso de sucesso, € NULL caso contrario.

Algorithm 14
1: procedure B-TREE-DELETE(T, k)

2: X < T.raiz

3 DISK-READ(x)

4 if x.n = 1 and not x.folha then
5: y = x.filho[1]

6: DISK-READ(y)

7 if yn=t-1 then

8 z = x.filho[2]

9 DISK-READ(z)
10: ifzn=t- 1 then
11: CONCATENATE-LEFT(x, y, z, 1)
12: Traiz <y

13: return B-TREE-DELETE-ON-NODE(T.raiz, k)

As linhas 2-3 realizam a leitura da raiz de T do disco. As linhas 4-12 cuidam do caso particular mencio-
nado antes, em que T . raiz € um né folha, contém uma tnica chave e cada um de seus dois filhos possui
t — 1 chaves. Se tal caso ocorrer, entdo € realizada uma operagio CONCATENATE-LEFT, e a nova raiz
de T passard a ser o primeiro filhode T.raiz.
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(a) arvore inicial

(b) F removido

(c) M removido

Figura 2.11: Remogdo de chaves em uma arvore B, cujo grau minimo é ¢ = 3. Em (a), a drvore B em seu estado
inicial. Em (b), a remocdo da chave F em um né folha DEF. Em (c), a remogdo da chave M em um né interno
GCM. A chave M foi substituida pela chave predecessora L. Em (d), a remocdo da chave G no né interno GCM.
Como ambos os filhos deste n6 possuem ¢ — 1 = 2 chaves, é realizada uma operagdo de concatenacio a esquerda,
seguida pela remocdo de G deste novo né. Em (e), a remocéo da chave D no né folha DEJK. Como a raiz possui
uma tnica chave, e seus dois filhos possuem ambos ¢ — 1 = 2 chaves, ¢ realizada uma operag@o de concatenacio a
esquerda, e a nova raiz passa a ser o resultado da concatenagdo. Em seguida, a chave D é removida normalmente do
n6é DEJK. Finalmente, em (f), a remocdo de B no n6 folha AB. Como o nimero de chaves do né AB é 2, primeiro é
realizada uma rotacéo a esquerda, em seguida a chave B é removida. Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction
to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press. (adaptado)

2.5 Usos praticos
Esta estrutura de dados € utilizada em sistemas gerenciadores de bancos de dados, bem como em sistemas

de arquivos, como o NTFS, usado em sistemas baseados em Windows NT. Também ¢é usada em outros
sistemas de arquivos, como o HFS+ da Apple e Ext4 do Linux.
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ARVORES SPLAY

3.1 Introducao

Desenvolvida por Daniel Sleator e Robert Tarjan em 1985, as arvores splay sdo arvores bindrias de busca
autoajustaveis, com a propriedade de manter os elementos requisitados recentemente préximos a raiz,
com o objetivo de reduzir o tempo de busca necessario para futuras requisi¢des aos mesmos elementos.
A base para o funcionamento de tal propriedade é uma opera¢do chamada SPLAY, que traz o elemento
inserido ou acessado recentemente até a raiz da drvore de busca, através do uso sucessivo de rota¢des, de
tal modo que as propriedades de uma arvore bindria de busca continuem sendo satisfeitas.

3.2 Rotacoes

A operacdo SPLAY traz um elemento a raiz da drvore splay, por meio de rotagdes sucessivas. Essas
rotacdes podem ser de diversos tipos, e iremos entender cada uma delas a seguir.

3.2.1 Rotacoes simples do tipo ZIG e ZAG

Na rotag@o do tipo ZIG, se y possui um filho esquerdo x e € a raiz de uma subdrvore, entdo fazemos
apenas uma rotagdo em y para a direita, tornando y o filho direito de x. Na rota¢do do tipo ZAG, se x € a
raiz de uma subdrvore, e y € o seu filho direito, entdo fazemos apenas uma rotacdo em x para a esquerda,
tornando z o filho esquerdo de y.

Figura 3.1: Exemplo de rotagéo simples do tipo ZIG (flecha da esquerda para a direita) e do tipo ZAG (flecha da
direita para a esquerda). Fonte: Wikipédia

3.2.2 Rotacoes duplas do tipo ZIG-ZIG e ZAG-ZAG

Na rotagdo do tipo ZIG-ZIG, se y ndo € a raiz da arvore, e tanto y como x sdo filhos esquerdos de seus
pais, entdo rotacionamos duas vezes para a direita: primeiro em z, depois em y. Na rotacao do tipo ZAG-
ZAG, se y ndo € a raiz da drvore, e tanto y como z sdo filhos direitos de seus pais, entdo rotacionamos
duas vezes para a esquerda: primeiro em x, depois em .
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Figura 3.2: Exemplo de rota¢do dupla do tipo ZIG-ZIG (flecha da esquerda para a direita) e do tipo ZAG-ZAG
(flecha da direita para a esquerda). Fonte: Wikipédia

3.2.3 Rotacoes duplas do tipo ZIG-ZAG e ZAG-ZIG

Na rotagdo do tipo ZIG-ZAG, se y ndo € a raiz da arvore, € filho direito de z e x € filho esquerdo de y,
entdo rotacionamos y para a direita e, em seguida, z para a esquerda.

“°o 0
AA MNAA A

Figura 3.3: Exemplo de rotagdo dupla do tipo ZIG-ZAG. Fonte: Wikipédia

Na rotagdo do tipo ZAG-ZIG, se y ndo € a raiz da arvore, € filho esquerdo de z e x € filho direito de y,
entdo rotacionamos y para a esquerda e, em seguida, z para a direita.

P s

Figura 3.4: Exemplo de rotagdo dupla do tipo ZAG-ZIG. Fonte: Wikipédia

3.3 Operacoes basicas

3.3.1 Criando uma arvore splay

Como arvores splay sdo arvores bindrias com a unica propriedade adicional de manter o elemento aces-
sado recentemente na raiz, para criar uma nova arvore splay, basta criar uma nova arvore de busca bindria
convencional. Esta operacdo estd abstraida pela funcdo BTREE-CREATE. Supde-se que cada né x da
arvore de busca recém criada possua os campos x . pai, que aponta para o pai de z, x . esquerdo, que
aponta para o filho esquerdo de x e x . direito, que aponta para o filho direito de x.
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Algorithm 15

1: procedure SPLAY-CREATE()
2: return BTREE-CREATE()

3.3.2 Realizando uma operacao splay

Antes de estudarmos o algoritmo que implementa a operacao splay, precisamos entender dois algoritmos
auxiliares, que realizam rotagdes a esquerda e a direita, em relacdo a determinado no.

O algoritmo ZIG abaixo recebe como pardmetros uma drvore splay T', um né z e rotaciona x a
direita. O algoritmo assume que x possui o filho esquerdo. A ideia do algoritmo € fazer x descer um
nivel na arvore, pelo caminho a direita, e colocar o filho esquerdo y de x em seu lugar.

Algorithm 16
1: procedure Z1G(T, x)
2: y + x.esquerdo

3 x.esquerdo < y.direito

4 if y.direito # NULL then
5 y.direito.pai < X

6: y.pai < x.pai

7 if x.pai = NULL then

8 Traiz -y

9: else

10: if x = x.pai.esquerdo then
11: X.pai.esquerdo <y
12: else

13: x.pai.direito <y
14: y.direito < x

15: X.pai <y

A linha 2 atribui a y o filho esquerdo de x (ele existe, por hipétese). Em seguida, as linhas 3-5 substituem
1y, o filho esquerdo de x, pelo filho direito de y. A linha 6 define o pai de y como sendo o pai de x. Caso
o nd x ndo tenha pai (linha 7), entdo x inicialmente era a raiz de 7', e tal lugar passard a ser ocupado por
y (linha 8). Caso contrario, as linhas 10-13 substituem x por y adequadamente, alterando o né x.pai.
Por fim, as linhas 14-15 definem x como filho direito de .

O algoritmo ZAG abaixo recebe como pardmetros uma arvore splay T', um n6 z e rotaciona x a esquerda.
O algoritmo assume que x possui o filho direito. Basicamente, o funcionamento do algoritmo € o seguinte:
z desce um nivel na drvore 7', pelo caminho a esquerda, enquanto o filho direito de x, denotado por y,
ocupa o seu lugar. Os ponteiros para os filhos de x e y sdo alterados conforme necessario.
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Algorithm 17
1: procedure ZAG(T, x)

2: y < x.direito

3: x.direito < y.esquerdo

4: if y.esquerdo ## NULL then
5: y.esquerdo.pai < x

6: y.pai < X.pai

7: if x.pai = NULL then

8: T.raiz <y

9: else

10: if x = x.pai.esquerdo then
11: X.pai.esquerdo <y
12: else

13: x.pai.direito <y

14: y.esquerdo < x

15: X.pai <y

A linha 2 atribui a y o filho direito de = (ele existe, por hipétese). Em seguida, as linhas 3-5 substituem
vy, o filho direito de z, pelo filho esquerdo de y. A linha 6 define o pai de y como sendo o pai de x. Caso
o né x ndo tenha pai (linha 7), entdo z inicialmente era a raiz de T, e tal lugar passard a ser ocupado por
y (linha 8). Caso contrdrio, as linhas 10-13 substituem = por y adequadamente, alterando o né x.pai.
Por fim, as linhas 14-15 definem = como filho esquerdo de y.

Finalmente, temos o algoritmo SPLAY abaixo, que recebe uma arvore splay T', um né z e realiza uma
operagdo splay sobre o né z, ou seja, traz x até a raiz de 7.

Algorithm 18

1: procedure SPLAY (T, x)
while x.pai # NULL do
3 if x.pai.pai = NULL then
4 if x.pai.esquerdo = x then
5: ZIG(T, x.pai)
6: else
7
8
9

ZAG(T, x.pai)

else

: if x.pai.esquerdo = x and x.pai.pai.esquerdo = x.pai then
10: ZIG(T, x.pai.pai)
11: ZIG(T, x.pai)
12: else
13: if x.pai.direito = x and x.pai.pai.direito = x.pai then
14: ZAG(T, x.pai.pai)
15: ZAG(T, x.pai)
16: else
17: if x.pai.esquerdo = x and x.pai.pai.direito = x.pai then
18: ZIG(T, x.pai)
19: ZAG(T, x.pai)
20: else
21: ZAG(T, x.pai)
22: ZIG(T, x.pai)

Enquanto x .pai # NULL, o algoritmo trata os seguintes casos:
* Se z é filho esquerdo da raiz (linha 4), entdo € realizada uma rota¢do do tipo ZIG (linha 5).

* Se z é filho direito da raiz (linha 6), entdo € realizada uma rotacao do tipo ZAG (linha 7)
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e Se x ndo € filho da raiz, é filho esquerdo de x.pai e seu pai também ¢ filho esquerdo de
x.pai.pai (linha9), entdo é realizada uma rotacao do tipo ZIG-ZIG (linhas 10-11).

* Se z ndo ¢ filho da raiz, € filho direito de x . pai e seu pai também € filho direito de x .pai.pai
(linha 13), entdo € realizada uma rotacao do tipo ZAG-ZAG (linhas 14-15).

* Se z ndo é filho da raiz, € filho esquerdo de x . pai e seu pai € filho direito de x.pai.pai (linha
17), entdo € realizada uma rotag@o do tipo ZIG-ZAG (linhas 18-19).

* Se x ndo € filho da raiz, é filho direito de x . pai e seu pai € filho esquerdo de x.pai.pai (linha
20), entdo € realizada uma rotac@o do tipo ZAG-ZIG (linhas 21-22).

A alterag@o do ponteiro x . pai € realizada pelas fungdes ZIG e ZAG, de modo que, a cada chamada a tais
fungdes, o nd x sobe um nivel na drvore bindria de busca. O algoritmo termina quando x . pai = NULL,
ou seja, quando x = T. raiz, como queremos.

Figura 3.5: Exemplo de operagdo splay sobre o né 14.
Fonte: https://github.com/nate-browne/CSE12_Redesign/tree/master/images

3.3.3 Pesquisando uma chave

O algoritmo SEARCH recebe como argumentos uma arvore bindria de busca 7', uma chave k e retorna o
nd associado a k caso a busca seja um sucesso, ¢ NULL caso contrario.

Algorithm 19
1: procedure SEARCH(T, k)
2: node < BTREE-SEARCH(T, k)
3 if node # NULL then
4: SPLAY(T, node)
5 return node

A busca de um item em uma arvore de busca bindria esta abstraida pela funcio BTREE-SEARCH (linha
2). Espera-se que tal funcdo retorne o né que contém k& como chave em caso de sucesso, e NULL caso
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contrdrio. Se a busca foi um sucesso (linha 3), entao ¢é realizada uma operacao SPLAY no n6 encontrado,
trazendo-o a raiz da arvore 7T'. Por fim, o resultado da busca é retornado (linha 5).

3.3.4 Inserindo uma chave

O algoritmo INSERT recebe uma arvore bindria de busca 7', uma chave k e um valor v associado a chave
k, e os insere em T'. A inser¢do € abstraida pela funcdo BTREE-INSERT (linha 2). Supde-se que tal
fun¢@o retorna o nd associado a chave k ap6s a insercdo. Se a chave k ja pertencer a arvore 7', entdo seu
valor € atualizado para v. Ao final, uma operacdo SPLAY é realizada no n6 que contém k (linha 2).

Algorithm 20
1: procedure INSERT(T, k, v)
2: node «+— BTREE-INSERT(T, k, v)
3: SPLAY(T, node)

3.3.5 Removendo uma chave

O algoritmo DELETE recebe uma arvore de busca bindria 7', uma chave k e remove k de 7', caso k € T'.
A remocio € abstraida pela funcdo BTREE-DELETE, que recebe os mesmos argumentos e remove k de
uma drvore bindria de busca 7T'. Supde-se que tal funcio retorna o né associado a chave k.

Algorithm 21

1: procedure DELETE(T, k)
2: return BTREE-DELETE(T, k)

3.4 Analise amortizada

Realizaremos a andlise amortizada sobre as operagdes elementares usando o método do potencial, visto
em cursos de andlise de algoritmos. Definimos:

* A fungdo size: s(x) = o nimero de nés na subdrvore com raiz em z, incluindo z
* A fungdo rank: r(z) = 1g s(x)
* A fungido potencial: ®(T') = >, r(x)

O valor de ® tenderd a ser alto para drvores mal equilibradas, e baixo para drvores bem equilibradas.
Para aplicar o método do potencial, primeiro calculamos a mudanga no potencial A®, causada por uma
operagdo de rotagdo. Vamos verificar cada caso separadamente, e iremos denotar por 7’ a fun¢do r apds
a operac¢do de rotacao.

Analisaremos a seguir as rotacdes do tipo ZIG, ZIG-ZIG e ZIG-ZAG. Por simetria, os resultados
obtidos para ZAG, ZAG-ZAG e ZAG-ZIG serdao os mesmos. Além disso, utilizaremos a mesma
simbologia das figuras que estdo na se¢@o sobre rotagdes.

* 7Z1G
AP = (r'(z)+ 7' (y)) — (r(z) + 7(y)) (apenas os nés x e y mudam o rank)
=7"(y) — r(x) (pois 7' (z) = r(y))
<7r'(z) —r(x) (pois 7' (y) < 7'(x))
e 71G-Z1G
AD = (r'(z) +1'(y) +7'(2)) — (r(z) +r(y) + r(z))  (apenas os nés , y € 2 mudam o rank)
=1'(y) +7'(z) —r(x) —r(y) (pois r'(x) = r(2))
<r'(z) +1'(2) — 2r(x) (pois r(z) < r(y) er'(z) > 1r'(y))

27



CAPITULO 3. ARVORES SPLAY

Usando-se o fato da funcdo logaritmo ser concava, temos:

) 1) la) L) oy ()21 2 (S0

(x pois s(x) + §'(2) < §'(x))
Portanto r'(z) < 2r'(z) — r(z) — 2, logo AP < 3(r'(z) — r(x)) — 2.
* ZIG-ZAG

<r'(y) +7'(z) = 2r(x) (pois ' (z) = r(z) e r(z) < r(y))
< 3(r'(x) —r(x)) — 2 (pela concavidade da funcdo logaritmo)

Se ¢; denotar o custo amortizado da ¢-ésima operacdo que possui custo real c¢;, entdo vale que
¢; = ¢; + A®. Para operacdes do tipo ZIG ou ZAG, o custo real é ¢; = 1, pois apenas uma rotagio estd
envolvida. Logo, neste caso, ¢; = 1'(z) — r(z) + 1.

Para os casos ZIG-ZIG, ZIG-ZAG, ZAG-ZAG ou ZAG-ZIG, o custo real por operacdo é ¢; = 2, porque
duas rotagdes estéio envolvidas em cada operagdo destas. Logo o custo amortizado é ¢; = 3(r/(z) —r(x)).

Considerando-se que r;(x) é o rank de = no i-ésimo passo de rotacdo, o custo amortizado de
uma operacao splay sera:

EéZ < 3E(Ti+1($) - rz(x)) +1
= 3(r(raiz) —r(z)) +1 (soma telescGpica)
< 3lgn+1
= O(lgn)

Além disso, como o custo real de acessar um né x, a partir da raiz, ¢ menor ou igual ao custo real de
realizar a operagdo splay em x, temos que o custo amortizado para pesquisar um né x é O(lgn). Também
temos que o custo amortizado para a operagéo de inser¢do é O(lgn), pois tal operagéo envolve o custo
de descer até um né folha (amortizado O(lgn)) adicionado ao custo de realizar uma operagdo splay no
novo né recém inserido (amortizado O(lgn)). Por fim, o custo amortizado de uma operagio de remogéo
€ O(lgn), pois a operagdo de remogdo envolve achar um né z para remocdo (amortizado O(lgn)) e
substitui-lo pelo seu antecessor ou sucessor (envolve encontrar tal nd, portanto custo amortizado O(Ign)).

Desse modo, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1. Qualquer operacdo bdsica sobre uma drvore splay que contém n nds possui tempo
amortizado O(lgn).

O

3.5 Vantagens e desvantagens

Vantagens:

* O desempenho médio de uma arvore splay € tdo eficiente quanto o desempenho médio de outras
arvores.

* A implementacdo de arvores splay é facil.

* O consumo de memodria € pequeno, pois ndo € necessario armazenar nenhum tipo de contador nos
nés da arvore splay.
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Desvantagens:

e A altura de uma arvore splay pode ser linear. Por exemplo, ao acessarmos todos os elementos de
uma arvore splay em ordem nado decrescente.

* O formato da arvore splay muda com o passar do tempo, mesmo quando sdo usadas apenas para
leitura dos dados. Este fato traz uma enorme dificuldade para usos em aplicagdes multi-thread.

* Quando o padrdo de acesso aos dados € totalmente aleatério, a operagdo splay traz um custo
significativo, em relago a outros tipos de arvores.

3.6 Usos praticos

Alguns usos préticos incluem:
* Implementacdo de caches e algoritmos para coleta de lixo.

* Presente em sistemas baseados no Windows NT, na geréncia de memoria virtual, redes e sistema
de arquivos.

* Usada pelo compilador gcc e roteadores.

29



capiTuLo 4

HEAPS BINOMIAIS

4.1 Introducao

Desenvolvida pelo cientista da computag@o francés Jean Vuillemin em 1978, a estrutura de dados heap
binomial € um tipo de heap semelhante ao heap bindrio em varios aspectos, possuindo, assim como o
heap bindrio, tempo logaritmico para as operagdes de inser¢do, remog¢do e busca de minimo ou maximo,
a depender do tipo de heap. Entretanto, os heaps binomiais usam um outro tipo de estrutura em arvore,
denominada arvore binomial. A diferenca mais significativa entre um heap bindrio e um heap binomial é
que este ultimo possui a propriedade de unir rapidamente dois heaps em tempo logaritmico.

4.2 Arvores binomiais

Antes de apresentarmos a definicdo de heaps binomiais, precisamos entender o que é uma arvore bino-
mial. E disso que trata esta secdo.

4.2.1 Definicao
Arvores binomiais sdo definidas do seguinte modo:
* Uma drvore binomial de ordem 0, denotada por By, é um tnico no.

e Uma arvore binomial de ordem k, denotada por By, possui um né raiz e seus filhos, da esquerda
para a direita, sdo raizes de arvores binomiais By_1, Bx_2, ..., By, Byg.

Alternativamente, podemos entender uma arvore binomial By como sendo a unifo de duas arvores
binomiais Bj_1, tal que a raiz de uma delas é o filho mais a esquerda da raiz da outra. Esta manipulagéo
¢é a base da operac¢do de uniio em um heap binomial, como iremos ver mais adiante.

Um n6 de uma drvore binomial, denotado por z, possui os seguintes campos:
* x.pai: ponteiro para o né pai de x; caso o né z seja a raiz, entdo este campo valerd NULL.

* x.filho: ponteiro para o filho mais esquerdo de x; caso x ndo possua filhos, entdo este campo
valerd NULL.

* x.irm&o: ponteiro para o irmdo imediatamente a direita de x; caso x ndo possua irmdos a direita,
entdo este campo valerd NULL.

* x.grau: nimero de filhos que o n6 x contém.
* x.chave: chave associada ao né z.

e x.valor: valor associado a chave x . chave.
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(a) @)
B, By profundidade
0

1
(b) 2
3
4

(c)

Figura 4.1: Representacdes de drvores binomiais. Em (a), uma drvore binomial de ordem 0, e outra drvore binomial
de ordem k, consistindo na jun¢do de duas drvores binomiais de ordens £ — 1. Em (b), mais algumas arvores
binomiais, nas quais todos os seus nds estdo explicitamente representados. Em (c), uma drvore binomial de ordem £,
consistindo em uma raiz que possui raizes de arvores binomiais de ordens k — 1, kK — 2, ..., 1, 0 como filhos, nesta
ordem, da direita para a esquerda. Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The
MIT Press. (adaptado)

4.2.2 Propriedades

Uma drvore binomial By, apresenta as seguintes propriedades:
1. Possui 2* nés
2. Possui altura k
3. Possui exatamente (];) n6s na profundidade 4, parai € {0,1,...,k}

4. A raiz possui grau k, sendo o maior dentre todos os nds. Além disso, se numerarmos os filhos da
raiz da esquerda para a direita, em ordem decrescente e a partir de £ — 1, temos que o ¢-é€simo filho
é raiz de uma subarvore B;.

Demonstracdo. E natural usar recursdo em k para demonstrar as propriedades, ja que as drvores binomi-
ais sdo definidas recursivamente. A base da recursdo de cada propriedade € a drvore B, e a validade das
propriedades sobre B € imediata. Para o passo indutivo, suponhamos que as propriedades sejam vélidas
para By_1.

1. Como By, € a unido de duas arvores By_1, temos que o nimero de nés de By, é ok=1 4 ok—1 — ok

2. Unindo-se duas arvores By_1, a altura aumenta em uma unidade. Como, por hipétese, a altura de
uma arvore By_1 € k — 1, temos que a altura de By, € k.
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3. Alinha ¢ de By contém as linhas ¢ — 1 e ¢ das duas drvores By_1 que a compdem. Logo o nimero
de elementos na linha 7 de By, é, pela relacao de Stifel:

G+ ()= ()

. + . =1 .

1—1 1 7

4. Araiz de Bj,_1 possui, por hipétese, grau k — 1. Assim sendo, a raiz de By, possuird grau k, porque
tal drvore € a unido de duas drvores Bj_1, com a raiz de uma sendo o filho mais a esquerda da
outra. Além disso, por hipétese de indugdo, o ¢-ésimo filho de By_1, da esquerda para a direita,

¢ raiz de uma subdrvore B;. Desse modo, ao acoplarmos duas arvores Bj_1, manteremos esta
propriedade, pois os filhos da nova raiz, da esquerda para a direita, serdo By _1, Bx_2, ..., B1, By.

O

O teorema a seguir segue imediatamente das propriedades 1 e 4.

Teorema 4.2.1. Se n for o niimero de nds de uma drvore binomial, entdo o grau mdximo de qualquer né
élgn.

O
Observagdo: o nome da estrutura é heap binomial por causa da propriedade 3.

4.3 Heaps binomiais

4.3.1 Definicao

Um heap binomial H € definido como sendo uma cole¢ao de arvores binomiais, satisfazendo as seguintes
propriedades:

1. Toda arvore binomial By € H deve satisfazer a propriedade do heap minimo, ou seja, para todo né
T € By, se x ndo é araiz de By, entdo x.chave > x.pai.chave

2. H possuird no maximo uma arvore binomial de ordem k, para todo inteiro ndo negativo k.

Pela primeira propriedade, podemos entender que o valor minimo de uma drvore binomial By, se encontra
naraiz de By,. Pela segunda propriedade, podemos entender que, se H possui n nds no total, entdo existem
no maximo |lgn | + 1 drvores binomiais em H. Para ver o porqué disso, considere a representago bindria
de n, representada por

llgn]

(blign)sOlign|—1,b1gn|—2, - - -, b1, bo) tal que Z b2'=n
i=0

Da representacdo bindria de n, temos que uma arvore binomial B; € H se e somente se b; = 1.

4.3.2 Representacao

Para representarmos um heap binomial H, usaremos uma lista ligada para unir os nés das arvores By,
pertencentes a H, em ordem crescente. Esta lista eventualmente é mencionada como a lista de raizes.
Assim, se 1, € o n6 raiz de uma arvore By, pertencente a H, entdo seu campo xj .pai valerd NULL, e
seu campo x . i rm&o apontard para a raiz da préxima arvore percentente a H (se houver). Além disso,
o heap binomial H conterd um campo H.inicio, que simplesmente apontard para a raiz da drvore
binomial de menor ordem em H, ou valerd NULL caso o heap binomial H esteja vazio.
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Figura 4.2: Representagdes graficas de um heap binomial. Em (a), um heap binomial, contendo trés arvores bino-
miais. O inicio da lista de raizes € indicado pelo ponteiro H. inicio. As flechas indicam as ligacdes entre as raizes
das arvores binomiais. Em (b), o mesmo heap binomial, desta vez sendo explicitado todos os ponteiros associados a
cada né. Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press. (adaptado)

4.4 Operacoes usuais

4.4.1 Criando um heap binomial

A fun¢do BINOMIAL-HEAP-CREATE, ao ser invocada, retorna um heap binomial vazio. A parte de alo-
cacdo de memoria foi abstraida pela funcdo ALLOCATE-MEMORY, que retorna um ponteiro para alguma
posicdo de memoria contendo espaco suficiente para comportar o heap binomial H.

Algorithm 22
1: procedure BINOMIAL-HEAP-CREATE()
2: H + ALLOCATE-MEMORY ()
3: H.inicio + NULL
4: return H

4.4.2 Pesquisando a chave minima

A funcdo BINOMIAL-HEAP-MINIMUM recebe como argumento um heap binomial H e retorna o né
contendo a chave minima de H.
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Algorithm 23
1: procedure BINOMIAL-HEAP-MINIMUM(H)
: y < NULL

X < H.inicio

min < 0o

while x £ NULL do

if x.chave < min then

min < X.chave
y X

R A A R ol

X ¢— X.Irmdo
return y

e

O algoritmo realizard uma busca na lista de raizes, pois pela propriedade do heap minimo, a raiz de cada
drvore pertencente a H é o minimo daquela drvore. Como tal lista possui tamanho maximo |lgn| + 1,
temos que seu tempo de execugdo é O(lgn).

4.4.3 Unindo dois heaps binomiais

Antes de estudarmos o algoritmo que realiza a unido entre dois heaps binomiais, precisamos entender o
funcionamento de algumas funcdes auxiliares.

O algoritmo BINOMIAL-LINK recebe dois nds y e z, que sdo raizes de arvores binomiais de or-
dem £k, e torna y o filho mais a esquerda de z, ajustando os ponteiros adequadamente. Ao final do
processo, z serd raiz de uma drvore binomial de ordem k + 1. Tal algoritmo consome tempo O(1).

Algorithm 24
1: procedure BINOMIAL-LINK(y, 2)
: y.pai <z

2

3: y.irmdo < z.filho
4: zfilho <y

5 z.grau <— z.grau + 1

O algoritmo BINOMIAL-HEAP-MERGE recebe dois heaps binomiais H; e Ho e intercala a lista de raizes
de ambos os heaps, em ordem ndo decrescente, usando o grau das arvores presentes nos heaps. Retorna
uma Unica lista de raizes, contendo no maximo 2 arvores binomiais de ordem k, para todo inteiro nao
negativo k.
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Algorithm 25
1: procedure BINOMIAL-HEAP-MERGE(H1, H»)
2: if H;.inicio = NULL then return Hs.inicio

3 if Hs.inicio = NULL then return H; .inicio

4: p < H;.inicio

5: q < Hs.inicio
6

7

8

9

if p.grau < q.grau then
cabeca<— 1+ p

p < p.irmdo
: else
10: cabeca <14 (q
11: q + q.irmdo
12: while p £ NULL and q # NULL do
13: if p.grau < q.grau then
14: r.irmdo < p
15: p < p.irmdo
16: else
17: r.irmdo < q
18: q + q.irmdo
19: I < r.irmio
20: if p # NULL then r.irmao < p
21: else r.irméo < q
22: return cabeca

Caso algum dos heaps seja vazio (linhas 2-3), entdo o algoritmo simplesmente retorna o inicio da lista
de raizes da outra drvore. Caso contrdrio, o algoritmo decide qual dos dois heaps contém no inicio de
sua lista de raizes a drvore de menor grau (linhas 4-11). Neste ponto do algoritmo, os nés cabega
e r apontam para a raiz da drvore de menor grau em H; U Hy. Em seguida, o loop das linhas 12-19
adicionam a lista de raizes com inicio em cabeca o préximo né raiz com menor grau dentre os restantes,
sucessivamente, até que se tenha atingido o final da lista de raizes de algum heap binomial. Por fim, as
linhas 20-21 adicionam as raizes restantes do outro heap (se houverem) a lista cabeca , e tal lista é
retornada.

Se H; e H» contiverem n1 e ng nds, respectivamente, entdo tais drvores terdo no méximo |lgn; | + 1
e |lgng] + 1 raizes em suas listas de rafzes. Assim sendo, o consumo de tempo médximo do al-
goritmo BINOMIAL-TREE-MERGE é O(lgn; + lgns), pois o loop while consumird no maximo
[lgni| + [lgne| + 2 nés das listas de raizes.

Finalmente, estamos prontos para estudar o algoritmo de unido. O algoritmo BINOMIAL-HEAP-UNION
recebe como parametros dois heaps binomiais H; e H», e retorna um novo heap binomial H = H; U Hs.
A representacdo dos dois heaps binomiais fornecidos como pardmetros sdo perdidas.
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Algorithm 26

1: procedure BINOMIAL-HEAP-UNION(H;, H>)

2: H < MAKE-BINOMIAL-HEAP()

3 H.inicio < BINOMIAL-HEAP-MERGE(H, H2)

4 if H.inicio = NULL then return H

5: anterior-x <— NULL

6 X < H.inicio

7 proximo-x <— Xx.irmao

8 while proximo-x # NULL do

9 if x.grau # proximo-x.grau ou

10: (proximo-x.irmdo # NULL e proximo-x.irmdo.grau = x.grau) then

11: anterior-x <— x > Casos 1 e 2
12: X 4— proximo-x > Casos 1 e 2
13: else

14: if x.chave < proximo-x.chave then

15: X.irmao ¢— proximo-x.irmao > Caso 3
16: BINOMIAL-LINK(proximo-x, X) > Caso 3
17: else

18: if anterior-x = NULL then H.inicio < proximo-x > Caso 4
19: else anterior-x.irmao <— proximo-x > Caso 4
20: BINOMIAL-LINK(x, proximo-x) > Caso 4
21: X 4— proximo-x > Caso 4
22: Pproximo-x <— X.irmao

23 return H

A linha 2 cria um novo heap binomial H, que conterd a unido adequada entre os heaps binomiais H; e Ho.
Em seguida, a lista de raizes dos dois heaps binomiais intercaladas € atribuida a H. inicio (linha 3). Se
a lista de raizes intercalada for vazia (linha 4), entéo o algoritmo retorna o heap binomial H vazio. Caso
contrdrio, sabemos que a lista de raizes intercalada possui pelo menos um elemento. A cada instante,
0s ponteiros x, anterior-x e préximo—x apontardo, respectivamente, para a raiz que esta sendo
examinada, a raiz anterior a raiz sendo examinada e a raiz sucessora a raiz sendo examinada. Inicialmente,
tais ponteiros valerdo, respectivamente: NULL, H.inicio e H.inicio.irmé&o (linhas 5-7). Durante
a execucdo deste procedimento, pode acontecer da lista de raizes de H possuir, temporariamente, até trés
arvores binomiais de ordem £k, para algum k. Vdrios casos deverdo ser tratados durante as iteragdes do
loop while na linha 8:

Caso 1: Se o0 n6 x sendo examinado e seu irmdo proximo—x possuirem graus diferentes (linha 9),
entdo simplesmente avangamos pela lista de raizes, atualizando os ponteiros (linhas 11-12 e 22).

Caso 2: Se 0s nds x, proximo—x € proximo-x.irmdo tiverem o mesmo grau (linha 10),
entdo também avancamos pela lista de raizes, atualizando os ponteiros (linhas 11-12 e 22). Os nés
proximo-x e proximo-x.1irmao serdo unidos na iteragcdo seguinte.

Caso 3: Se 0s nds x e proximo—x tiverem o mesmo grau, e proximo—x e proximo—-x.irmao
tiverem graus diferentes (linha 13), entdo uniremos os nés x € proximo-x. Se x.chave <
proximo-x.chave, entdo proximo—-x se tornard o filho mais esquerdo de x (linhas 15-16).

Caso 4: Caso contrério (linha 17), x se tornara o filho mais esquerdo de proximo—-x. A linha 18
trata 0 caso em que x estd no comeco da lista de raizes, e a linha 19 trata o caso geral. A unido das
arvores € realizada na linha 20, e os ponteiros s@o atualizados nas linhas 21 e 22.

A complexidade de tempo de BINOMIAL-HEAP-UNION é O(lgn), pois, supondo que os heaps Hy ¢ Ho
possuam respectivamente 11 € ne nés, temos que o tempo de execugdo de BINOMIAL-HEAP-MERGE é
proporcional a |lgny | + |lgne| + 2. Além disso, definindo-se n := ny + no, temos que

lgni| + [lgne] +2 < [lgn] + |lgn] +2 = O(gn)
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e portanto o tempo de execucdo de BINOMIAL-HEAP-MERGE é O(lgn). Além disso, o loop while do
procedimento BINOMIAL—-HEAP-UNION é executado ndo mais que |lgnq | + [1g ng | +2 vezes, porque,
a cada iteracdo, ou ¢ realizada uma simples atualizacdo de ponteiros, ou é executada uma operagdo de
unido entre arvores binomiais, que possui tempo de execuc¢do constante. Assim sendo, o consumo total
de tempo do algoritmo BINOMIAL-HEAP-UNION é O(lgn).

H,.inicio —>(18)

(a) H).Inicio

X proximo-x

(b) H.inicio

Caso 3

proximo-x

X
(¢) H.inicio (12) (1) 3
1 @ @&

Caso 2

Figura 4.3:

Operagdo de unido entre dois heaps H; e H>. Em (a), a representacdo dos dois heaps binomiais. Em (b), o resultado
de uma chamada a BINOMIAL-HEAP-MERGE sobre os dois heaps. Em (c), as drvores com raizes 12 e 18 foram
unidas, pois possuiam o mesmo grau. Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The
MIT Press. (adaptado)
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anterior-x = X proximo-x
(d) H.inicio r%
Caso 4

proximo-x

(e) H.inicio ‘;ils;
anterior-x X
(f) Hinicio 12 (3)

Figura 4.4: Em (d), os ponteiros x, anterior—x e proximo—x foram simplesmente atualizados, pois existiam
trés raizes de mesmo grau, em sequéncia (caso 2). Em (e), as drvores com raizes 7 e 3 foram unidas, pois a situagio
se enquadra no caso 4. Em (f), as drvores com raizes 3 e 15 foram unidas, pois a situacéio se enquadra no caso 3.
Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press. (adaptado)
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anterior-x Xy Droximo-x proximo-x.ivmdo anterior-x x proximo-x
? < ? \_‘: ? 'i)\ Caso 1‘
B, B B, B,
anterior-x x proximo-x proximo-x.ivmdo anterior-x ¥ proximo-x
? ? E: 'i; Caso 2
iumdnalie~
B, B, B, B, By By
anterior-x X DrOXIMO-X proximo-x.irmdo anterior-x X DrOXIMo-X
c) - @ @ e . o (B} @
A A = A ﬁ A
S——
B, B, B, ﬁ B, B,
x.chave < proximo-x.chave B,
—r
B}d—]
anterior-x X proXimo-x proximo-x.irmdo anterior-x X PrOXImMo-x
) - —>@) > @) > > .. () > > ..
? < ? *:: Caso 4
sensunrsnsensas] I
B, By B B, B,
x.chave = proximo-x.chave B,
[
BA+]

Figura 4.5: Tlustragdo para os quatro casos possiveis no algoritmo de unido. Em (a), as drvores com raizes em x
e proximo-x possuem graus diferentes, entdo os ponteiros x, anterior-x e proximo-x sdo simplesmente
atualizados (caso 1). Em (b), como as drvores com raizes apontadas por x, proximo-x e proximo-x.irméo
possuem o mesmo grau, entdo simplesmente atualizamos a posicdo dos ponteiros (caso 2). Em (c), temos que as ar-
vores apontadas por x € proximo-x possuem O mesmo grau, enquanto as arvores apontadas por proximo—x
e proximo—-x.irmédo possuem graus diferentes. Logo, realizamos a unido entre as drvores apontadas por x
e proximo-x, e como a chave presente em x é menor ou igual a chave presente em proximo-x, tornamos
proximo-x o filho mais a esquerda de x (caso 3). Em (d), a mesma situagdo descrita no caso (c), mas nesse caso a
chave presente em x € maior do que a chave presente em proximo-x. Neste caso, x se torna o filho mais a esquerda
de proximo-x (caso 4). Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press.
(adaptado)

4.4.4 Inserindo uma chave

O algoritmo BINOMIAL-HEAP-INSERT recebe como argumentos um heap binomial H, um né z com
seus campos x . chave e x . valor previamente preenchidos e insere x em H.

Algorithm 27
1: procedure BINOMIAL-HEAP-INSERT(H, x)
2: H’ + MAKE-BINOMIAL-HEAP()

x.pai <~ NULL

x.filho +— NULL

x.irmao < NULL

x.grau < 0

H’.inicio + x

H + BINOMIAL-HEAP-UNION(H, H’)

® NN hEw

O algoritmo cria um novo heap binomial H’ (linha 2), preenche os demais campos de x adequadamente
(linhas 3-6), e define x como inicio da lista de raizes de H’ (linha 7). Em seguida, o algoritmo realiza
uma opera¢do de unido entre o heap binomial H e o novo heap binomial H’ (linha 8).

Se o heap binomial H possui n elementos, entdo o tempo consumido para realizar a operacdo de
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unido H U H' é O(Ign). Logo, a complexidade de tempo do algoritmo BINOMIAL-HEAP-INSERT
também é O(lgn), porque as demais operagdes sdo realizadas em tempo constante.

4.4.5 Extraindo o né com a chave minima

O algoritmo BINOMIAL-HEAP-EXTRACT-MIN recebe como argumento um heap binomial H, e re-
torna o né x que contém a chave minima, removendo = de H.

Algorithm 28
1: procedure BINOMIAL-HEAP-EXTRACT-MIN(H)
2: if H.inicio = NULL then return NULL

3: min < p < H.inicio

4: min-anterior <— NULL

5: while p.irmdo # NULL do

6: if p.irmao.chave < min.chave then

7: min < p.irmdo

8: min-anterior <— p

9: p < p.irmdo
10: if min-anterior # NULL then
11: min-anterior.irmao <— min-anterior.irm&o.irmao
12: else H.inicio < H.inicio.irmao

13: H’ + MAKE-BINOMIAL-HEAP()
14: anterior <— NULL

15: atual < min.filho

16: while atual = NULL do

17: proximo < atual.irmdo

18: atual.pai <— NULL

19: atual.irmdo < anterior

20: anterior < atual

21: atual < proximo

22: H’.inicio <+ atual

23: H < BINOMIAL-HEAP-UNION(H, H’)
24: return min

Se o heap binomial H estiver vazio (linha 2), entdo o algoritmo simplesmente retorna NULL. Caso
contrario, é realizada uma busca na lista de raizes de H, pois o minimo certamente estd ali (linhas 3-9).
O né que contém a chave minima é armazenado na varidvel min, e seu predecessor é armazenado na
varidvel min-anterior. Se o né que contém a chave minima for a cabeca da lista de raizes de H
(linha 12), entdo a cabeca da lista de raizes € atualizada para o irmao de min (linha 13). De outra forma,
o predecessor de min € unido ao sucessor de min, removendo min da lista de raizes de H (linhas
10-11). Em seguida, é criado um novo heap binomial H’ (linha 13). As linhas 14-21 invertem a lista
ligada contendo os filhos de min, pois as arvores binomiais ali presentes estdo em ordem decrescente,
e define o resultado desta inversdo como sendo o inicio da lista de raizes de H’. Por fim, é realizada
uma operagéo de unido entre os heaps binomiais H e H' (linha 23), e 0 né contendo a chave minima é
retornado (linha 24).

Como a lista de raizes do heap binomial H possui O(lgn) raizes, o loop while da linha 5 é exe-
cutado O(lgn) vezes. Além disso, sabendo-se que o heap binomial H possui 7 nds, temos que 0 maior
grau de uma drvore binomial contida em H € |lgn |, e portanto o nimero de filhos da raiz de tal drvore
binomial também ¢é |1gn|. Desse modo, o loop while na linha 16 é executado O(lgn) vezes, e portanto
o consumo de tempo total do algoritmo BINOMIAL-HEAP-EXTRACT-MIN é O(lgn).
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(@) H.inicio —>(37)
(b) H.inicio —>(37) (10)
@ @3
@,
(¢} H.inicio

) Hinicio —>(23)
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Figura 4.6: Tlustragdo da remogdo do né minimo (1) de um heap binomial. Em (a), o heap binomial H na situagio
inicial. Em (b), o n6 x que contém a chave minima € isolado do heap binomial H. Em (c), os filhos de x constituem
um novo heap binomial H’. Em (d), o novo heap H ¢ o resultado da unido entre os heaps H antigo e H'. Fonte:
CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press. (adaptado)

4.4.6 Decrementando uma chave

O algoritmo BINOMIAL-HEAP-DECREASE-KEY recebe como argumentos um heap binomial I, um
né x € H e diminui a chave associada a x para k. Caso a chave k seja maior que a chave atualmente
associada a z, é langado um erro e o algoritmo termina.

Algorithm 29

10:

1:
2:
3
4:
S:
6
7
8
9

procedure BINOMIAL-HEAP-DECREASE-KEY(H, z, k)

if k > x.chave then error: nova chave é maior que a chave atual

x.chave <+ k
y < X
Z  y.pai
while z # NULL e y.chave < z.chave do
y.chave <+ z.chave
y.valor <+ z.valor
y <z
Z <+ y.pai

A linha 3 realiza a atualiza¢do da chave em x para k. As linhas 4-10 cuidam da manutencido da
propriedade do heap minimo apés a alteragdo da chave, ou seja, enquanto a chave associada ao né «x for
menor que a chave de seu pai, troca-se ambos de posi¢cdo. O procedimento se repete até que a chave
associada a x seja maior que a chave associada ao pai de z.
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O ndmero mdximo de iteragdes do loop while é limitado por |lgn], porque a maior drvore de um
heap binomial que contém n nds possui grau = altura = [lgn]|. Tendo isso em vista, temos que o
consumo de tempo do algoritmo BINOMIAL-HEAP-DECREASE-KEY é O(lgn).

(a) H.inicio—». ﬁ
y
(b) H.inicio—». >
y

(c) H.inicio—». iz
v : i :,/

Figura 4.7: Operagdo DECREASE-KEY realizada no heap binomial H. Em (a), a chave 7, associada ao né y, foi
decrementada. Em (b), o né que contém a chave 7 trocou de lugar com o né que contém a chave 16. Em (c), o n6
que contém a chave 7 trocou de lugar com o né que contém a chave 10. Neste ponto, ndo existirdo mais trocas, pois
a chave 7 é maior que a chave 6. Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT
Press. (adaptado)

-

4.4.7 Eliminando uma chave

O algoritmo BINOMIAL-HEAP-DELETE recebe como argumentos um heap binomial H e um n6 x a
ser removido de H.

Algorithm 30
1: procedure BINOMIAL-HEAP-DELETE(H, x)
2: BINOMIAL-HEAP-DECREASE-KEY(H, x, —00)
3: BINOMIAL-HEAP-EXTRACT-MIN(H)

Primeiramente, € realizada uma operagao do tipo DECREASE-KEY em z, para tornd-lo o minimo de H.
Em seguida, o n6 minimo € extraido de H, usando-se a operagdo EXTRACT-MIN. Sabemos que este nd
¢ x. Como ambas as operagdes sio O(lgn), o consumo de tempo de BINOMIAL-HEAP-DELETE é
O(lgn).

4.5 Usos praticos
Os heaps binomiais sdo utilizados na pratica em algoritmos para escalonamento de processos round-robin,

bem como em algoritmos para filas de prioridades. Também sdo utilizados na geréncia de redes de alta
velocidade.
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CAPITULO B

HEAPS DE FIBONACCI

5.1 Introducao

Desenvolvido pelos pesquisadores Michael Fredman e Robert Tarjan, no ano de 1984, os heaps de Fi-
bonacci foram concebidos para terem um bom tempo de execucdo amortizado para as operagdes usuais
em heaps, com as operagdes INSERT, FIND-MIN, DECREASE-KEY e MERGE possuindo tempos de
execugdo amortizados ©(1) (ao invés do tempo ©(lgn), obtido ao usar heaps binomiais), e as operagdes
EXTRACT-MIN e DELETE-MIN possuindo tempos de execugdo amortizados O(lgn), para um heap de
Fibonacci contendo n nés.

Heaps de Fibonacci sdo muito semelhantes aos heaps binomiais. A principal diferenca entre eles € que
os heaps de Fibonacci sdo uma estrutura de dados mais flexivel, o que permite adiar o0 maximo possivel
a execug¢do de algumas operacgdes, executando-as somente quando forem indispensaveis. Isso viabiliza o
tempo de execugio ©(1) para algumas das opera¢oes em heaps de Fibonacci.

Esse tempo de execucdo otimizado € ttil, teoricamente, para melhorar o tempo de execucgdo assin-
totico de algoritmos importantes, como o algoritmo de Dijkstra. Na prética, porém, ¢ comum o uso de
heaps k-drios (heaps em que cada né possui no maximo k filhos), porque, apesar do tempo de execucdo
de algumas operagdes em heaps de Fibonacci ser ©(1), essa constante oculta € alta, o que impede o uso
deste tipo de estrutura de dados em problemas praticos.

5.2 Heaps de Fibonacci
5.2.1 Definicao

Um heap de Fibonacci H € um conjunto de drvores, cada uma delas ordenada como um heap minimo
(caso o heap de Fibonacci seja um heap minimo), com as raizes dessas drvores dispostas em uma lista
duplamente ligada, denominada a lista de raizes de H.

Os campos presentes em um heap de Fibonacci sdo os seguintes:

* H.min: ponteiro para o né contendo a chave minima do heap de Fibonacci (minimo da lista de
raizes)

* H.n: ndmero de nds presentes no heap de Fibonacci

Cada né6 x presente no heap de Fibonacci conterd os seguintes campos:
* x.chave: chave associada ao né z
e x.valor: valor associado ao né x e a chave x . chave

* x.pai: ponteiro para o nd pai de x; valerd NULL caso x seja a raiz de alguma arvore presente no
heap de Fibonacci H.

43



CAPITULO 5. HEAPS DE FIBONACCI

* x.filho: ponteiro para qualquer um dos nés filhos de = (presente na lista duplamente ligada,
denominada a lista de filhos de ).

* x.esquerdo: ponteiro para o irmdo esquerdo de z; caso x ndo possua irmios, r =
X .esquerdo.

* x.direito: ponteiro para o irmdo direito de z; caso x ndo possua irmios, r = x.direito.
* x.grau: nimero de nds filhos de z.

Dizemos que um né x estd marcado quando o né x perder um de seus filhos, apés x se tornar um filho
de outro né. O campo que indicard se o né x estd marcado € o campo x.marca. Assim sendo, o né
x estd marcado se, e somente se, x .marca = TRUE. Nos recém criados, ou que se tornaram filhos
de outros nds, terdo este campo imediatamente valendo FALSE. A marcagdo de nés é importante, como
veremos em breve, para garantir o limite de tempo assintético exposto anteriormente para a operacao
DECREASE-KEY.

H.omin

(b) 23), 17) (24

[\

& (e -

35

Figura 5.1: (a) Um heap de Fibonacci H, cujo campo H.min aponta para o n6 cuja chave é minima. (b) O mesmo
heap de Fibonacci, explicitando-se os ponteiros e as estruturas de listas duplamente ligadas. Fonte: CORMEN,
Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press. (adaptado)

5.2.2 Funcao potencial

Seja t(H) o niimero de édrvores na lista de raizes do heap de Fibonacci H, e m(H) o nimero de nés
marcados no heap de Fibonacci H. Definimos a fungio potencial ®(H ) como segue:

O(H)=t(H)+2m(H)

Definimos também o potencial de um conjunto de heaps de Fibonacci como sendo a soma dos potenciais
de seus heaps de Fibonacci constituintes.

A fung¢do ®(H) é sempre ndo-negativa, uma vez que o potencial de um heap de Fibonacci vazio
€ 0, enquanto o potencial de qualquer heap de Fibonacci ndo vazio é maior que 0, pois t(H) > 0.
Portanto, podemos obter um custo amortizado para as operagdes, a partir do custo real, usando a funcio
potencial ®, ou seja:

custo amortizado = custo real + AP

5.2.3 Grau maximo

Durante a andlise amortizada das diversas operacdes sobre heaps de Fibonacci, iremos considerar que
existe um limite superior D(n) sobre o grau mdximo de qualquer né em um heap de Fibonacci contendo
n ndés. Em uma secdo futura, mostraremos que D(n) = O(lgn).
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5.3 Operacoes usuais

5.3.1 Criando um novo heap de Fibonacci

O procedimento MAKE-FIB-HEAP abaixo, ao ser invocado, retorna um heap de Fibonacci vazio. O pro-
cedimento pressupde que uma chamada a ALLOCATE-MEMORY cuida da parte de aloca¢do de memoria.
Em seguida, os campos H.min e H.n s@o preenchidos adequadamente, e o novo heap de Fibonacci é
retornado. O consumo de tempo do procedimento MAKE-FIB-HEAP é O(1).

Algorithm 31
1: procedure MAKE-FIB-HEAP()
2: H < ALLOCATE-MEMORY ()
3: H.min + NULL
4: Hn<+ 0
5 return H

5.3.2 Inserindo um novo né

O procedimento FIB-HEAP-INSERT abaixo recebe como argumentos um heap de Fibonacci H, um né
z e o insere em 1. O procedimento supde que os campos x.chave e x.valor foram inicializados
previamente, e que x . chave ndo estd presente no heap de Fibonacci H.

Algorithm 32
1: procedure FIB-HEAP-INSERT(H, x)
2: x.grau < 0
3: x.pai <~ NULL
4: x.filho <~ NULL
5: x.marca <— FALSE
6: if H.min = NULL then
7: x.esquerdo <— x.direito < x
8: H.min < x
9: else
10: H.min.esquerdo.direito < x
11: x.esquerdo <— H.min.esquerdo
12: H.min.esquerdo < x
13: x.direito <— H.min
14: if x.chave < H.min.chave then
15: H.min < x
16: Hn<+ Hn+1

As linhas 2-5 inicializam os demais campos do n6 x adequadamente. Em seguida, a linha 6 verifica se o
heap de Fibonacci estd vazio; caso seja esse o caso, define-se H.min como sendo x (linhas 7-8). Caso
contrdrio (linha 9), as linhas 10-13 inserem x na lista de raizes de H, atualizando os ponteiros conforme
necessdrio. Em seguida, € verificado na linha 14 se a chave associada ao n6 = é menor que a chave
associada ao n6é minimo atual de H. Se for este o caso, entdo o novo né minimo de H passard a ser o
n6 z (linha 15). Por fim, na linha 16, o campo H. n € incrementado, para refletir as alteragdes na estrutura.

O custo real do procedimento FIB-HEAP-INSERT é O(1). O potencial antes do né z ser inse-

rido é t(H) 4+ 2m(H), e o potencial ap6s o né x ser inserido é (¢(H) + 1) + 2m(H). Portanto, a variagdo
de potencial A® vale 1, e o custo amortizado da operacdo FIB-HEAP-INSERT é ©(1) + 1 = O(1).
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(b)

Figura 5.2: (a) Um heap de Fibonacci, antes da inser¢do da chave 21. (b) O mesmo heap de Fibonacci, apés a
insercdo da chave 21. Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press.
(adaptado)

5.3.3 Encontrando o né minimo

O procedimento FIB-HEAP-MIN abaixo simplesmente retorna o né H.min. Possui custo real e amor-
tizado ©(1), pois ndo hd mudanga de potencial.

Algorithm 33
1: procedure FIB-HEAP-MIN(H)
2: return H.min

5.3.4 Extraindo o n6 minimo

O procedimento FIB-HEAP-EXTRACT-MIN abaixo recebe como argumento um heap de Fibonacci H,
remove o né contendo a chave minima de tal heap e o retorna.

Algorithm 34
1: procedure FIB-HEAP-EXTRACT-MIN(H)
2: z < H.min
3 if z 2 NULL then
4 if z.grau # O then
5: for cada filho x de 2z do
6: x.pai <~ NULL
7 esquerdo-antigo <— H.min.esquerdo
8 z.filho.esquerdo.direito <— H.min
9: H.min.esquerdo < z.filho.esquerdo
10: zfilho.esquerdo < esquerdo-antigo
11: esquerdo-antigo.direito <— z.filho
12: if z = z.direito then H.min +— NULL
13: else
14: H.min + z.direito
15: z.direito.esquerdo <— z.esquerdo
16: z.esquerdo.direito <— z.direito
17: CONSOLIDATE(H)
18: Hn<+ Hn-1
19: return z

O algoritmo trata varios casos, a saber:

* Se o heap de Fibonacci H nao estiver vazio (linha 3), € o n6 minimo possuir filhos (linha 4), entao
inserimos todos os filhos do né minimo z na lista de raizes de H adequadamente, acertando os
ponteiros conforme necessario (linhas 5-11). Em seguida, as linhas 13-17 removem z da lista de
raizes de H, defininindo o minimo do heap de Fibonacci H como sendo z .direito, temporari-
amente. A funcdo CONSOLIDATE (que iremos analisar em breve) une, sucessivamente aos pares,
as arvores pertencentes a H de mesmo grau, para que, ao final do procedimento, a lista de raizes
de H possua no maximo uma arvore de cada grau. Isto é necessdrio para encontrarmos 0 novo né
minimo de H.
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* Se o heap de Fibonacci H ndo estiver vazio (linha 3), € 0 n6 minimo z ndo possuir filhos, entao
simplesmente removemos z da lista de raizes adequadamente; as linhas 12-17 cuidam deste caso:
se z for o tnico nd do heap, entdo a linha 12 acerta o ponteiro H.min; e se houverem outras
raizes na lista de raizes, as linhas 13-17 removem o né z da lista de raizes, invocando a fungéo
CONSOLIDATE em seguida.

* Se o heap de Fibonacci estiver vazio, entdo o algoritmo simplesmente retorna z = NULL.

Por fim, o niimero de nds presentes no heap de Fibonacci H € decrementado, e o n6 z € retornado (linhas
18-19).

O procedimento CONSOLIDATE recebe como argumento um heap de Fibonacci H, e une, aos
pares, as raizes das drvores de mesmo grau, até que exista, no maximo, uma raiz de cada grau. Esta
operacdo € necessdria para determinarmos qual serd o novo né minimo, apds a remo¢do do minimo
anterior, pelo procedimento FIB-HEAP-EXTRACT-MIN.

Algorithm 35
1: procedure CONSOLIDATE(H)
2: for i+ 0 to D(H.n) do A[i] + NULL
3 for cada n6 w da lista de raizes de H do
4 X ¢ W
5: d < x.grau

6: while A[d] £ NULL do

7

8

9

y < Ald]
if x.chave > y.chave then trocar x <+ y
: FIB-HEAP-LINK(H, y, x)
10: A[d] «+ NULL
11: d«d+1
12: Ald] + x
13: H.min + NULL
14: fori+ 0 to D(H.n) do

15: if A[i] # NULL then

16: adicionar A[i] a lista de raizes de H

17: if H.min = NULL or A[i].chave < H.min.chave then
18: H.min < A[i]

Primeiramente, a linha 2 inicializa um vetor A contendo D(n) posi¢des. Este vetor, apés a linha 12,
conterd uma drvore de grau ¢ na posigdo A[i], caso a mesma exista, pra todo 0 < i < D(n). Se,
ao final do processo, ndo existir uma drvore de grau ¢, entdo A[¢] = NULL. Em seguida, para cada
raiz w pertencente a lista de raizes de H (linha 3), o loop while da linha 6 procura por outra raiz de
mesmo grau d = w.grau. Caso tal raiz exista (linha 6), entdo a raiz y (raiz que possui a maior chave,
dentre w e A[d]) se torna um filho de x (raiz que possui a menor chave, dentre w e A [d]), usando-se
o procedimento FIB-HEAP-LINK (que serd explicado mais adiante). O loop while se repete, apds o
incremento do valor de d, enquanto A [d] # NULL. Quando A [d] = NULL, o n6 x é gravado na posi¢ao
A[d], e oloop for prossegue para a proxima iteragdo. Quando todas as raizes w de H forem processadas,
o vetor A conterd uma raiz de grau ¢ na posi¢do A [%], caso exista, ou NULL caso contrario. Finalmente,
a linha 13 limpa a lista de raizes de H, e o loop for da linha 14 percorre o vetor 2, inserindo as raizes
ali presentes na lista de raizes de H. Ao final desse loop for, o ponteiro H.min apontard para o novo né
minimo de H.
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H.min H.min

v
> 8009090

Figura 5.3: Funcionamento do procedimento CONSOLIDATE, explicitando o vetor A, bem como 0s ponteiros z ¢
w. Em (a), um heap de Fibonacci H em sua situacdo inicial. Em (b), o né minimo (3) foi removido, e seus filhos
foram inseridos na lista de raizes de H. O ponteiro H.min foi deslocado para a direita, temporariamente. Em (c), a
primeira iteracdo do loop for do algoritmo CONSOLIDATE. Em (d), a segunda iteragdo do mesmo loop. Em (e), a
terceira iteracdo. Em (f), na quarta itera¢do do loop for, na primeira iteracdo do loop while, ocorre a ligagdo entre os
nés 23 e 7. Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press. (adaptado)

0123

Al

20

(h)

®®

Figura 5.4: Em (g), na quarta iteragdo do loop for, na segunda iteracdo do loop while, o né com chave 17 foi ligado
ao n6 com chave 7. Em (h), na quarta iteracdo do loop for, na terceira iteracdo do loop while, o n6é com a chave
24 foi ligado ao n6 com chave 7. Em (i), a quinta iteracdo do loop for. Em (j), a sexta iteracdo do loop for. Fonte:
CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press.
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3
n

)

Figura 5.5: Em (k), a sétima iteragio do loop for. Em (1), a oitava iteragéio do loop for. Em (m), o heap de Fibonacci,
apds sua reconstrugdo a partir do vetor A. Fonte: CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition,
The MIT Press. (adaptado)

O procedimento FIB-HEAP-LINK recebe como argumentos um heap de Fibonacci H e dois nés z e vy,
pertencentes a lista de raizes de H, e torna y um filho de x, removendo y da lista de raizes de H.

Algorithm 36
1: procedure FIB-HEAP-LINK(H, y, x)
2: y.esquerdo.direito < y.direito
3: y.direito.esquerdo < y.esquerdo
4: if x.filho # NULL then
5: y.pai < x
6: y.direito < x.filho
7: y.esquerdo < x.filho.esquerdo
8: x.filho.esquerdo <y
9: x.filho <y
10: else
11: y.esquerdo < y.direito <y
12: y.pai < X
13: x.filho <y
14: X.grau <— x.grau + 1

15: y.marca <— FALSE

As linhas 2-3 removem y da lista de raizes de H. Em seguida, as linhas 4-13 tornam y um filho de z.
Caso x ja possua filhos (linha 4), entdo as linhas 5-9 inserem y na lista de filhos de x. Caso contrério
(linha 10), o procedimento torna y o unico filho de x (linhas 11-13). Por fim, o grau de = € incrementado,
e a marca de y é definida como FALSE (linhas 14-15).

Agora que entendemos o funcionamento de todos os procedimentos, podemos analisar o custo amortizado
de uma chamada a FIB-HEAP-EXTRACT-MIN. O loop for da linha 5 de FIB-HEAP-EXTRACT-MIN,
e os loops for das linhas 2 e 14 de CONSOLIDATE, consomem tempo O(D(n)). Além disso, no mo-
mento em que o loop for de CONSOLIDATE, na linha 3, é executado, temos no maximo t(H)+ D(n) —1
nés na lista de raizes de H, pois antes de executar FIB—HEAP-EXTRACT-MIN, tinhamos ¢(H) nds, e
ao remover o antigo né minimo, decrementamos em uma unidade tal valor, e acrescentamos no maximo
D(n) novos nds na lista de raizes de H. Como, a cada iteragdo do loop while de CONSOLIDATE,
ligamos dois nds da lista de raizes de mesmo grau, temos que o tempo consumido pelo loop for da linha
3 de CONSOLIDATE é proporcional a D(n) + t(H). Logo, o consumo de tempo real para se extrair o
né minimo é O(D(n) + t(H)).

Além disso, o potencial antes de uma chamada a FIB-HEAP-EXTRACT-MIN é ¢(H) + 2m(H), e o
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potencial depois de uma chamada a FIB-HEAP-EXTRACT-MIN é no mdximo (D(n) + 1) + 2m(H),
porque nenhum né foi marcado ou desmarcado durante o processo de extracdo de minimo, e existirdo no
mdximo D(n) + 1 n6s na lista de raizes resultante (pois tal lista conterd, no méximo, uma raiz de cada
grau, e existe o limite superior D(n) para o grau méximo de um né). Portanto, o custo amortizado para
uma opera¢do FIB-HEAP-EXTRACT-MIN é:

custo amortizado = O(D(n) +t(H))+ ((D(n) +1) +2m(H)) — (t(H) + 2m(H))
O(D(n)) + O(t(H)) — t(H)
= 0O(D(n))
Como veremos em breve, D(n) =  O(lgn), e portanto o custo amortizado de

FIB-HEAP-EXTRACT-MIN é O(lgn).

5.3.5 Unindo dois heaps de Fibonacci

O algoritmo FIB-HEAP-UNION recebe dois heaps de Fibonacci H;, 5 e realiza a operacdo de unido
entre os heaps. Um novo heap de Fibonacci contendo todas as arvores presentes em H; U H; é retornado,
e a representacdo antiga dos heaps H; e Hs ¢ destruida.

Algorithm 37
1: procedure FIB-HEAP-UNION(H1, H>)
2: H <+ MAKE-FIB-HEAP()
H.min <+ H;.min
concatenar a lista de raizes de Hy com a lista de raizes de H
if H;.min = NULL or (H;.min # NULL and Hy.min < H;.min) then
H.min + Hs.min
Hn<+ Hi.n+Hs.n
liberar os objetos H; e Hy
return H

R P AN U

A linha 2 cria um novo heap de Fibonacci H, que conterd a unido H; U Hs. Em seguida, as linhas 3-6
concatenam a lista de raizes dos heaps de Fibonacci H; e H», atualizando o ponteiro para o né minimo
desta nova lista de raizes concatenada. Finalmente, o campo H. n, que conta o nimero de nds presentes
no heap H, € inicializado devidamente, as representacdes dos heaps H; e Hs sdo destruidas e o novo
heap de Fibonacci H é retornado (linhas 7-9).

O consumo de tempo real de FIB-HEAP-UNION é O(1), porque a concatenacdo das listas de
raizes pode ser realizada em tempo constante. Além disso, o potencial antes da invocag@o do procedi-
mento é (t(Hy) + 2m(H,)) + (¢(Hz) + 2m(Hs)), e o potencial apés a invocagdo do procedimento é
(t(Hy) + t(H2)) + 2(m(H1) + m(Hz)). Logo, A® = 0, e o custo amortizado de FIB-HEAP-UNION
também é ©(1).

5.3.6 Decrementando uma chave

O procedimento FIB-HEAP-DECREASE-KEY recebe como argumentos um heap de Fibonacci H, um
né x € H e um novo valor de chave k para o né z. A chave de x serd atualizada para k somente se
x.chave > k no momento da invocagdo do procedimento. Caso contrario, serd lancado um erro.
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Algorithm 38
1: procedure FIB-HEAP-DECREASE-KEY(H, z, k)
2: if k > x.chave then error “nova chave é maior que a chave atual”
3: x.chave < k
4: y < X.pai
5: if y # NULL and x.chave < y.chave then
6: CUTH, x, y)
7: CASCADING-CUT(H, y)
8: if x.chave < H.min.chave then
9: H.min < x

A linha 2 verifica se a chave k£ € maior que a chave presente no né x. Se for, entdo o procedimento langa
um erro e termina. Caso contrario, a linha 3 atualiza a chave presente em x para k, e a linha 4 atribui
ay ond pai de z. Sey # NULL, entdo é necessdrio verificar se a alteracdo na chave de x violou as
propriedades de uma arvore ordenada como heap minimo. Caso a chave de x seja menor que a chave de
1, entdo cortamos o né x de y, inserindo-o na lista de raizes de H (linhas 5-7).

Um n6 qualquer serd cortado quando:

* violar a propriedade do heap minimo, como visto acima, ou

* perder dois filhos, desde que se tornou filho de um outro né; tal né estard marcado antes da perda
do segundo filho.

A operagdo de corte é realizada pelo procedimento CUT, que serd analisado em breve. Apds removermos
o filho x de y, pode ser que y precise ser cortado também, por ser um né marcado, ou seja, y estd
perdendo seu segundo filho = desde que se tornou filho de outro né. Essa verificacdo é realizada pelo
procedimento recursivo CASCADING-CUT, que serd analisado em breve. Tal procedimento “sobe” pela
arvore, cortando os nés marcados sucessivamente, até encontrar um né que ndo estd marcado, ou a raiz
da arvore que contém y. Por fim, as linhas 8-9 atualizam, conforme necessario, o ponteiro H.min. Como
z foi o tinico né no heap de Fibonacci que sofreu alteracdo, temos que o novo né minimo € o né minimo
antigo, ou x.

H.min

v
0 BOBE

Figura 5.6: Operagiio DECREASE—-KEY. Em (a), um heap de Fibonacci H, em sua situacdo inicial. Em (b), a chave
46 foi decrementada para 15, portanto o né associado foi cortado. Seu pai, o né 24, foi marcado. Em (c¢), a chave 35
foi decrementada para 5, e seu né associado foi cortado. Seu pai, que ji estava marcado, serd cortado também. Em
(d), corte do né cuja chave é 26. Como seu pai (24) também estd marcado, o corte se propaga até ele. Em (e), corte
do n6 cuja chave € 24. Cmo seu pai (7) ndo estd marcado, a propagacdo dos cortes pela drvore chega ao fim. Fonte:
CORMEN, Thomas et al. Introduction to Algorithms, 2nd edition, The MIT Press. (adaptado)
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O procedimento CUT recebe como argumentos um heap de Fibonacci H e dois nés z e y tais que x € filho
de y. Remove x da lista de filhos de y e o insere na lista de raizes de H.

Algorithm 39
1: procedure CUT(H, x, y)
2 if y.filho = x then
3 if x.direito = x then y.filho <~ NULL
4 else x.esquerdo.direito < x.direito
5: x.direito.esquerdo <— x.esquerdo
6
7
8
9

y.filho + x.direito

else x.esquerdo.direito < x.direito
x.direito.esquerdo <— x.esquerdo

x.direito < H.min

10: x.esquerdo <— H.min.esquerdo
11: H.min.esquerdo.direito < x
12: H.min.esquerdo ¢ x

13: x.pai < NULL
14: x.marca < FALSE
15: y.grau <— y.grau - 1

As linhas 2-8 removem z da lista de filhos de y. Caso z seja o tnico filho de y (linha 3), entdo y. filho
€ definido como NULL. Caso y . f£ilho aponte para o né x, e x possua irmaos (linha 4), entdo as linhas
4-6 removem z da lista de filhos de y, ajustando os ponteiros conforme necessdrio. Caso contrério,
simplesmente removemos x da lista de filhos de y (linhas 7-8). Em seguida, inserimos z na lista de
raizes de H (linhas 9-13), removemos a marca do né x, caso exista (linha 14) e decrementamos o grau
de y (linha 15).

O procedimento CASCADING-CUT recebe um heap de Fibonacci H e um né y, que acabou de
perder um filho. A finalidade deste procedimento € remover todos os nds que estdo marcados re-
cursivamente, até encontrar um né que ndo esteja marcado ou chegar a raiz da arvore que contém

Y.

Algorithm 40
1: procedure CASCADING-CUT(H, y)
2: Z ¢ y.pai
3 if z # NULL then
4 if not y.marca then
5: y.marca <— TRUE
6
7

else CUT(H, vy, z)
CASCADING-CUT(H, z)

A linha 2 define z como o pai de y. Se z # NULL (linha 3), e 0 né y ndo estiver marcado, entdo
marcamos o né y e terminamos (linhas 4-5). Caso o né y ja esteja marcado (linha 6), entdao cortamos tal
nd e chamamos recursivamente para o né z (linhas 6-7). A recursdo termina quando encontrarmos um né
que ndo estd marcado, ou quando z for a raiz da drvore que contém y.

Agora, iremos  analisar o consumo de tempo amortizado do  procedimento
FIB-HEAP-DECREASE-KEY. O consumo de tempo de FIB-HEAP-DECREASE-KEY é ©O(1),
acrescido do consumo de tempo das chamadas recursivas a CASCADING-CUT. Supondo que exista ¢
chamadas recursivas a CASCADING-CUT, e tendo em vista que o consumo de tempo de CUT é O(1),
e que cada encarnagéo da recursio também consome tempo ©O(1), temos que o consumo de tempo das
chamadas recursivas a CASCADING-CUT é ©(c). Portanto, o consumo de tempo real do procedimento

FIB-HEAP-DECREASE-KEY é O(1) + ©(c) = O(c).
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Agora, iremos analisar a variacdo de potencial durante a operacio DECREASE-KEY. O potencial
antes da operacdo é t(H) + 2m(H). O ndmero de nés na lista de raizes de H apés a operacdo é t(H) +c,
pois ¢ — 1 nds foram adicionados pelas chamadas recursivas a CASCADING-CUT (a dltima chamada
recursiva ndo adicionou nenhum né na lista de raizes de H) e além disso o n6é x também foi adicionado a
lista de raizes. O niimero de nés marcados ao final da operac@o é no méximo m(H) — (¢ — 1) + 1, pois
¢ — 1 n6s foram cortados durante as chamadas recursivas, e a tltima chamada recursiva pode ter marcado
um no, ou ndo. Portanto, o custo amortizado € no maximo:

custo amortizado = O(c) + ((t(H)+¢) +2(m(H) — (c—1) + 1)) — (¢(H) + 2m(H))
= O(c)—c+4
= 61

5.3.7 Eliminando um néo

O procedimento F IB-HEAP-DELETE recebe um heap de Fibonacci H, um né = e remove x de H.

Algorithm 41
1: procedure FIB-HEAP-DELETE(H, x)
2: FIB-HEAP-DECREASE-KEY(H, x, —00)
3: FIB-HEAP-EXTRACT-MIN(H)

A linha 2 decrementa a chave de x para um valor —oo, menor que qualquer chave presente em H.
Em seguida, o né x, que agora é o novo né minimo de H, é extraido na linha 3. O custo amortizado
de FIB-HEAP-DECREASE-KEY, como visto anteriormente, ¢ ©(1), enquanto o custo amortizado de
FIB-HEAP-EXTRACT-MIN, conforme iremos ver posteriormente, é O(lgn). Portanto, o custo amorti-
zado de FIB-HEAP-DELETE é ©(1) 4+ O(lgn) = O(lgn).

5.4 Limitando o grau maximo de um né

Nas se¢des anteriores, assumimos que existe um limite superior D(n) para o grau maximo de um né
presente em um heap de Fibonacci H contendo n nds. Antes de demonstrarmos que D(n) = O(lgn),
iremos enunciar alguns lemas, que serdo fundamentais para a demonstracao deste resultado.

Seja a sequéncia de Fibonacci definida recursivamente como segue:

0,sek=0
Fk- = 1, sek=1
Fj._1 + Fj_o, caso contrario

Lema 5.4.1. Para todo k inteiro positivo,

k

Frio=1+ ZFi
i=0

Demonstragdo. Inducgdo em k. Para k = 0,

F=1+F =1

Vamos mostrar que também vale para k > 1. Supondo que vale para k — 1, temos:

k—1 k—1 k
Fra=1+Y F, <= F+Fa=F+1+Y F <+ Fo=1+) F
=0 =0 =0
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O

Lema 5.4.2. Sejam y1, yo, - . ., yr. 0s nos filhos de x, na ordem em que se tornaram filhos de x. Entdo o
graude y; é > 0 e o graude y;, para 2 < i < k, é maior ou igual a i — 2.

Demonstracdo. O graude y; > 0 € trivial. Considere um filho y; qualquer. No momento em que este n6
se tornou filho de x, haviam outros y — 1 filhos. Logo, o grau de y; era igual a 7« — 1 naquele momento.
Acontece que o nd y; pode ter perdido no maximo um filho, pois se tivesse perdido dois filhos, teria sido
cortado. Logo o seu grau serd no minimo 7 — 2. O

Considere a fungdo size(x), que associa a cada né = de grau k o nimero total de nds presentes
na subdrvore com raiz em x.

Lema 54.3. size(z) > Fiio.

Demonstragdo. Seja s o menor valor de size(z), para todo né z de grau k. Sabemos que so = 1,
s1 = 2 e s9 = 3. Também € possivel notar que sy, cresce monotonicamente, conforme & cresce. Devemos
mostrar agora que Si > Fj12, pois a desigualdade size(x) > s é imediata, e a prova serd por indug¢do
forte em k. Para & = 0, temos:

1:SO>F2:1

Agora, supondo que

si 2 Fita
parai € {1,2,...,k — 1}, devemos mostrar que o resultado também vale para k. Temos que sj pode ser
reescrito como
k
Sk =2F ) Serau(u)
i=2

porque contamos uma unidade para o préprio né z, e outra unidade para o filho y; de z. Além do mais,
utilizando-se o Lema 5.4.2, como s cresce monotonicamente conforme k cresce, temos:

grau(y;) >i—-2 = Serau(y;) = Si—2

logo,
k k
Z Sgrau(y;) P Z Si—2
i=2 i=2
usando-se a hipdtese de indugdo, e o Lema 5.4.1, temos que
k k k k k
DsiazY F o= 24 sia > 2+ Fi=14Y F = Fyy
i=2 i=2 i=2 i=2 i=0
logo, s = Fj2, € isso mostra que size(z) = Fiio. O

Lema 5.4.4. Para todo inteiro k > 0, temos que Fj1o > (pk, onde p = (1 + \/5) /2 € o niimero de
ouro.
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Demonstracdo. A prova sera por inducdo forte em k. Para k = 0 e k = 1, temos que:

1 = K

0 =1
2 = F3 (pl

= 1.61803398875...

A\VAAY

Supondo que o resultado vale para k — 2 e k — 1, para k > 2, temos:

Frz¢" 2 Frp2¢e"' = Fpo=F+Fa2e" 2 +0" = (p+1)p"?

Usando o fato que ¢ + 1 = ¢?, finalmente obtemos Fj o > ©F. O

Do exposto acima, podemos finalmente enunciar o seguinte teorema.
Teorema 5.4.5. D(n) = O(lgn).

Demonstragdo. Para qualquer n6 x de grau k, e considerando-se os Lemas 5.4.3 ¢ 5.4.4,
n > size(x) > Fyyo > o = k< log, n

Logo, k = O(lgn), e isso mostra que D(n) = O(lgn). O

A sequéncia de Fibonacci aparece nas andlises feitas anteriormente; por este motivo, a estrutura de dados
leva o nome heaps de Fibonacci.

5.5 Usos teoricos

Heaps de Fibonacci sdo utilizados, teoricamente, para melhorar o tempo de execucdo assintético dos
algoritmos de Prim, Kruskal, Cheriton-Tarjan e Dijkstra.
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TRIES

6.1 Introducao

Desenvolvida pelos pesquisadores Edward Fredkin, Axel Thue e René de la Briandais, em 1960, as tries,
formalmente conhecidas como R-way tries e informalmente conhecidas como arvores de prefixos, sdo um
tipo de drvore R-aria, usadas para representar um conjunto de strings. Inicialmente, foram desenvolvidas
para serem utilizadas no contexto de recuperacio de informacdes (retrieval; é desse termo que surgiu o
nome trie). As tries possuem a interessante propriedade de possuir tempo de busca, inser¢ao e remog¢ao no
pior caso O(]s|), onde |s| é o tamanho da string s que estamos trabalhando. Por outro lado, tal estrutura
consome mais memoria principal, o que pode ndo ser vantajoso em alguns cendrios.

6.2 Definicao

Uma R-way trie T' € uma arvore de busca sobre um alfabeto de R caracteres. Cada n6é de T" possui grau
maéximo igual a R, e cada caminho de 7" codifica um caractere. A sequéncia de caracteres, codificada a
partir da raiz até determinado né x, definem uma string s. A string s estd associada ao né z, podendo
existir um valor v vinculado a ele. Caso exista, dizemos que s é uma chave, e v o valor associado a string
s. A string vazia estd associada ao né raiz de 7'.

Uma trie T' conterd os seguintes campos:
e T.raiz: ponteiro para o né raiz da trie.

e T.R: valor numérico que indica o tamanho do alfabeto que estamos trabalhando.

Além disso, qualquer n6 z € T conterd os seguintes campos:

* x.proximo: vetor contendo R posicdes; cada posicdo corresponde a uma letra do alfabeto, e
x.proximo[7] # NULL se, e somente se, existe uma string s’ associada ao né x . proximo [7].

e x.val: valor associado a string s; esta, por sua vez, associada ao nd z; caso ndo exista valor
associado, valera NULL.
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os caracteres sdo
definidos implicitamente

pelo indice do link | UM—'—'H'LJ&LU-LLLLU-LLL”
Pt |
EINENRNNRRNNARNNRRRNRREN

\ TN
[EYanananaananmannnnannannann|ffsansanannaraannanannannans|| i ananannannasnnnnnnannannns)

cada noé consiste
em um array de
links e um valor

IllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII|

Figura 6.1: Representagio de um n6 da trie. Cada n6 consiste em um vetor, com R posi¢des, € um campo valor,
que armazena o valor associado aquele né (caso exista um).
Fonte: https://www.ime.usp.br/ pf/estruturas-de-dados/aulas/tries.html (adaptado)

os caracteres sio
definidos implicitamente
pelo indice do link

cada no consiste
em um array de
links e um valor

Figura 6.2: Representagiio compacta da mesma estrutura, explicitando os caminhos entre os nés.
Fonte: https://www.ime.usp.br/ pf/estruturas-de-dados/aulas/tries.html (adaptado)

/ link para a trie onde as
chaves come¢am com s

link para a trie onde as
chaves comeg¢am com she

valor associado a she estd
presente no no que contém
o ultimo caractere da chave

chave valor

by 4

sea 2

sells 1

o caractere associado a she 0

cada no é determinado shells 3
pelo link de entrada

the 5

Figura 6.3: Uma trie, contendo algumas chaves e valores associados.
Fonte: https://www.ime.usp.br/ pf/estruturas-de-dados/aulas/tries.html (adaptado)
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6.3 Operacoes usuais

6.3.1 Criando uma frie

O procedimento CREATE abaixo recebe um parametro R, o tamanho do alfabeto que iremos trabalhar e,
ao ser invocado, retorna uma nova trie ', com os seus campos devidamente inicializados.

Algorithm 42
1: procedure CREATE(R)
2: T + ALLOCATE-MEMORY ()
3 T.raiz + ALLOCATE-MEMORY()
4: TR+ R
5 return T

A linha 2 obtém do sistema subjacente uma quantidade de memdria suficiente para armazenar 7. Isso é
abstraido pela funcdo ALLOCATE-MEMORY. Em seguida, a linha 3 atribui a T.raiz um novo né, e a
parte que cuida da alocagdo de memoria de tal né também € abstraida pela funcdo ALLOCATE-MEMORY.
A linha 4 inicializa o campo T . R, e a linha 5 retorna a nova estrutura criada.

O consumo de tempo deste algoritmo é O(R), dado o loop for nas linhas 5-6.

Durante o decorrer deste texto, iremos supor que uma chamada a ALLOCATE-MEMORY ird entre-
gar tanta memoria quanto for necessdria, sempre com os bits valendo zero.

6.3.2 Pesquisando uma chave

O procedimento SEARCH recebe como argumentos uma trie T e uma string k, e retorna o valor associado
a chave k, caso exista. Este procedimento usa o procedimento auxiliar SEARCH-RECURSIVE, que serd
explicado em breve.

Algorithm 43
1: procedure SEARCH(T, k)
2 x <~ SEARCH-RECURSIVE(T.raiz, k, 1)
if x = NULL then return NULL
return x.val

if x = NULL then return NULL
if d = |k| + 1 then return x

¢ < k[d] > d-ésimo caractere da string k
10: return SEARCH-RECURSIVE(x.proximo[c], k, d+1)

3
4
5:
6: procedure SEARCH-RECURSIVE(z, k, d)
7
8
9

A linha 2 da fungdo SEARCH chama o procedimento recursivo SEARCH-RECURSIVE, que recebe
como argumentos um né x, uma chave k£ e um inteiro ndo negativo d, e retorna o né associado a chave
k, se existir. Caso o valor retornado por SEARCH-RECURSIVE seja igual a NULL (linha 3), entdo o
procedimento retorna NULL; caso contrario, a linha 4 retorna o valor associado a chave k.

O procedimento recursivo SEARCH-RECURSIVE recebe como argumentos um né x, uma chave
k e um inteiro d ndo negativo. A recursdo comeca com d = 1, e a cada chamada recursiva, o procedi-
mento tenta descer um nivel na arvore de busca, incrementando o valor de d, a partir do né x. A recursio
acaba quando d = |k| + 1 (linha 8), ou quando a recurséo for chamada passando-se como argumento
x = NULL (linha 7). Se a recursdo ainda ndo chegou ao fim, entdo a linha 9 decide em qual ramo da
arvore a recursdo deve continuar, com base no caractere correspondente na string k. Em seguida, a
recursdo continua a partir daquele ramo (linha 10), e caso ndo exista um né associado aquela posi¢do no
array x . proximo, a préxima chamada recursiva ird retornar NULL.
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buscas bem sucedidas buscas mal sucedidas

get("shells™) . get("shell™) .

O—C——(—=)
()

3 retorna o valor no \

no correspondente .
L o valor no no correspondente
ao ultimo caractere e .
ao 1ltimo caractere da busca é

da chave null, entdo retorne null
get("she") . get("shore™)
(&)o
a pesquisa pode /
lerminar en um no ndo existe link para
interno

‘o' entdo retorne null

Figura 6.4: Buscas em uma trie, explorando-se casos bem sucedidos e mal sucedidos.
Fonte: https://www.ime.usp.br/ pf/estruturas-de-dados/aulas/tries.html (adaptado)

6.3.3 Inserindo uma chave

O procedimento INSERT recebe como pardmetros uma frie T', uma chave k£ e um valor v associado a
chave k e os inserem na trie T'. Este procedimento usa o procedimento auxiliar INSERT-RECURSIVE,
que serd explicado em breve.

Algorithm 44
1: procedure INSERT(T, k, v)
2: T.raiz +— INSERT-RECURSIVE(T.raiz, k, v, 1)

3:
4. procedure INSERT-RECURSIVE(z, &, v, d)
5: if x = NULL then x + ALLOCATE-MEMORY ()
6: if d = |k| + 1 then
7: x.val « v
8: return x
9: ¢ « k[d]
10: x.proximo[c] <— INSERT-RECURSIVE(x.proximol[c], k, v, d+1)
11: return x

A funcdo INSERT simplesmente atribui a T. raiz o valor retornado por INSERT-RECURSIVE. Este
ultimo recebe como argumentos um né x, uma chave k, um valor v associado a chave k£ e um inteiro
ndo negativo d, inicialmente valendo 1, que serd incrementado sucessivamente a cada passo da recursao.
A ideia do procedimento é ir criando nds, conforme necessdrio e recursivamente, até que d = |k| + 1.
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Neste momento, a recursdo associa ao nd x o valor v, € a recursao termina.

A linha 5 cuida do caso em que um né no caminho que leva até k£ ndo existe. O procedimento
cria 0 no, e as linhas 9-11 continuam a recursdo no ramo apropriado, a depender do caractere k[d]. Caso
d = |k| + 1, entdo associamos v ao né z (linhas 6-8) e o retornamos na linha 11.

chave valor . chave valor
raig
she 0 O o by 4 ()
e o valor que estd no @
no corresponde ao
0 altimo caractere o ‘
(e)o
sells 1 O
(s)
© the 5 ()
um né para cada -~ o e
caractere da chave 0
O
(1 @)s
sea
sea 6

a chave é uma
sequéncia de
caracteres, da
raiz até o valor

shells 3 0 né correspondente ao iltimo
caractere da chave jd existe,

entdo redefinimos o seu valor

(-0

shore 7

02020205

os nds correspondentes aos
caracteres no final da chave
ndo existem, entio os criamos
e definimos o valor do filtimo

\

Figura 6.5: Inser¢io de chaves numa frie, em diferentes cendrios.
Fonte: https://www.ime.usp.br/ pf/estruturas-de-dados/aulas/tries.html (adaptado)

6.3.4 Removendo uma chave

O procedimento DELETE recebe como argumentos uma trie T, uma chave k e remove o valor associado
achave k de T, caso exista. Este procedimento usa o procedimento auxiliar DELETE-RECURSIVE, que

serd explicado em breve.
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Algorithm 45

1: procedure DELETE(T, k)
2: T.raiz < DELETE-RECURSIVE(T, T.raiz, k, 1)

procedure DELETE-RECURSIVE(T, z, k, d)
if x = NULL then return NULL
if d = |k| + 1 then x.val <~ NULL
else ¢ + k[d]
x.proximo[c] <~ DELETE-RECURSIVE(x.proximo[c], k, d+1)
if x.val # NULL then return x
10: forc=1to T.R do
11: if x.proximo[c] # NULL then return x

12: return NULL

R AN

O procedimento DELETE simplesmente atribui a T . rai z o valor retornado pelo procedimento recursivo
DELETE-RECURSIVE. Este ultimo recebe como argumentos a mesma #rie 7', um né x, uma chave k e
um inteiro ndo negativo d.

Se uma chave k ndo estd associada a nenhum né x € 7T, entdo o procedimento ndo faz nada.
Agora, se uma chave k estd associada a um né z € T que € interno, entdo simplesmente atribuimos a
x.val ovalor NULL. Agora, se x for um n6 folha, entdo precisamos remover o né x da trie T', bem como
remover também todos os seus ancestrais que possuirem o campo val valendo NULL, até encontrarmos
o primeiro ancestral com campo val diferente de NULL. Isto se faz necessdrio para manter a arvore
otimizada, ou seja, com a quantidade de nds estritamente necessdrios. Caso ndo houvesse a remocao
de nds, a drvore ficaria com nés “indteis”, o que compromete o uso eficiente de memoria e processamento.

A cada chamada recursiva a DELETE-RECURSIVE, o valor de d, que inicialmente vale 1, é in-
crementado, até que o mesmo atinja o valor |k| + 1, ou até que = valha NULL. Caso d = |k| + 1 (linha
6), entdo atribuimos a x .val o valor NULL, e em seguida verificamos se existe alguma outra chave no
sentido descendente (linhas 10-11). Caso exista pelo menos um ponteiro x . proximo [¢] diferente de
NULL, entdo isso significa que existem outras chaves que compartilham o mesmo caminho, entdo nao
removemos o né x. Caso contrdrio, significa que ndo hd mais nada “para baixo” na arvore, e neste caso é
seguro remover o n6 x. Por outro lado, se durante a recursio, atingirmos algum né x = NULL, entdo isso
significa que a chave k ndo pode estar em 7', pois nesse momento d < |k| 4+ 1. Nesse caso, simplesmente
retornamos NULL.

A cada passo da recursdo, atualizamos o ponteiro x.proximo [¢] (linha 8), onde ¢ = k[d] é o
caractere associado ao nivel da recursao atual.

delete("shells");
¢ 7
© QL
O,
(® o
0 define valor O
o c?no nuil O I

e 3 valor diferente d_e algum link diferente
aull, em’r ne o link de null, reforne o link
3 para o né .
valor e links null, para ¢ no
remova o 0o (retorne
null)

Figura 6.6: Funcionamento do algoritmo DELETE para a remogdo da chave shells de uma frie.
Fonte: https://www.ime.usp.br/ pf/estruturas-de-dados/aulas/tries.html (adaptado)
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6.4 Operacoes especiais

6.4.1 Obtendo todas as chaves com determinado prefixo

O procedimento KEYS-WITH-PREF IX recebe como argumentos uma frie T', um prefixo p e retorna uma
fila ¢ com todas as chaves presentes em 1" que contém o prefixo p. Este procedimento usa o procedimento
recursivo auxiliar COLLECT, que serd explicado em breve.

Algorithm 46
1: procedure KEYS-WITH-PREFIX(T), p)

2: q < ALLOCATE-MEMORY()

3: COLLECT(T, SEARCH-RECURSIVE(T.raiz, p, 1), p, q)
4: return q

5:

6: procedure COLLECT(T, =z, s, q)

7: if x = NULL then return

8: if x.val # NULL then q.enqueue(s)

9: forc=1to T.R do

10: COLLECT(T, x.proximo|c], s+c, q)

A linha 2 do procedimento KEYS-WITH-PREFIX aloca espaco para uma nova fila gq. Os detalhes
operacionais foram abstraidos pelo procedimento ALLOCATE-MEMORY. Em seguida, a linha 3 invoca o
procedimento recursivo COLLECT, que coletard as chaves que possuem o prefixo p, e finalmente a linha
4 retorna a fila q.

O procedimento COLLECT recebe como argumentos uma frie 7, um né x, uma string s e uma
fila q. A string s estd associada ao n6 z, caso x ndo seja NULL. Em determinado ponto da recursdo, se
for NULL, entdo o procedimento simplesmente retorna (linha 7); caso contrdrio, se x . val for diferente
de NULL, entdo inserimos a string s, associada ao né z, na fila (linha 8), e em seguida continuamos a
recursdo, buscando por filhos do n6 = que sejam chaves de T (linhas 9-10). A string associada ao n6
x.proximo[c] é s+ ¢, onde s € a string associada ao n6 = e s + ¢ € a concatenagdo da string s com o
caractere c. Desse modo, a linha 10 continua a recursio no filho x.proximo [¢] de z, tomando como
argumentos a mesma trie ', oné x .proximo[c], a string s 4 c associada a0 nd x.proximo[c] e a
mesma fila q.

Ao final de todas as chamadas recursivas, a fila ¢ terd todas as chaves presentes em 7' que pos-
suam p como prefixo.
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keysWithPrefix("");

chave q

b
by by
s
se
sea sea
sel
sell
sells sells
sh
she
shell
shells
sho
shor
shore shore
t
th
the the

Figura 6.7: Uma chamada a KEYS-WITH-PREF IX, sobre uma trie T' e tomando-se como argumento a string vazia,
ird retornar todas as chaves presentes em 7'. A figura mostra como é realizada a busca em profundidade sobre 7', € o
estado da fila ¢ em cada etapa.

Fonte: https://www.ime.usp.br/ pf/estruturas-de-dados/aulas/tries.html (adaptado)

keysWithPrefix("sh");
chave q

sh
she she
shel
shell
shells shells
sho
shor
shore shore

encontre a subfrie

contendo as chaves que
comegam com "sh" colete as chaves

desta subtrie

Figura 6.8: Uma chamada a KEYS-WITH-PREF IX, sobre uma trie T' e tomando-se como argumento a string sh.
Primeiro, localiza-se o né x associado a string sh; em seguida, coleta-se todas as chaves presentes na subdrvore com
raiz em x. A figura mostra o estado da fila ¢ em cada etapa.

Fonte: https://www.ime.usp.br/ pf/estruturas-de-dados/aulas/tries.html (adaptado)

6.4.2 Obtendo o maior prefixo presente numa frie, dada uma string

O procedimento LONGEST-PREF IX~-OF recebe uma trie T', uma string s e retorna o maior prefixo de s
que € chave de 7.

Algorithm 47
1: procedure LONGEST-PREFIX-OF(T, s)
2: max < -1
3 X < T.raiz
4 d«0
5: while x £ NULL do
6: if x.val # NULL then max <+ d
7 if d = |s| then break
8 X < x.proximo[s[d]]
9: d«d+1
10: if max = -1 then return NULL
11: else return s.substring(0, max)
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A linha 2 atribui a max o valor —1, provisoriamente. Esta varidvel ird guardar o maior indice tal que a
substring s[0, max] é chave de T'. O loop while (linha 5) ird buscar o maior prefixo de s que é chave de T,
enquanto x, que é o n6 atualmente sendo examinado, for diferente de NULL, e enquanto d < |s|. Caso, ao
final do loop while, este valor continue valendo —1, entdo simplesmente retornamos NULL (linha 10), ja
que ndo existe nenhum prefixo de s, nem mesmo a string vazia, que seja chave de 7. Caso contrério, ao
final do procedimento, é retornada a substring s[0, max], podendo ser inclusive a string vazia, associada
araizdeT.

"she" "shell" "shellsort" "shelters"
O
O O
©! (s)
0 o a busca termina e 9
em unt né cujo o m a busca
0 0 valor € null. termina em
@

retorna she o (©o um link null,
. (tiltima chave wetor
a busca termina em 0 caminito) Q) 0 ~— reforna she
5 cujo valor (iltima chave
unt né cujo valor (
¢ diferente de null . ® gﬂ‘;’ ’::;f;;’f’:ﬂ’:g[ ne caminio)
retorna she e A
g r'gta{':m shells
(ultima chave no
caminho)

Figura 6.9: Diversos usos do procedimento LONGEST-PREF IX-OF, tomando-se diferentes strings como argu-
mento. Fonte: https://www.ime.usp.br/ pf/estruturas-de-dados/aulas/tries.html (adaptado)

6.4.3 Obtendo todas as chaves que verificam determinado padrao

O procedimento KEYS-THAT-MATCH recebe como argumentos uma trie T', um padrado p e retorna todas
as chaves de T" que verificam o padrio p. Este padrdo é composto por caracteres do alfabeto, juntamente
com um caractere especial, chamado curinga. Toda vez que este caractere especial for encontrado em p,

ele tentard “encaixar’” qualquer outro caractere do alfabeto em seu lugar. Por exemplo, a string abacate
verifica o padrdo axaxaxe, quando o caractere = € considerado como sendo o caractere curinga.

Algorithm 48

1: procedure KEYS-THAT-MATCH(T, p)
2: q < ALLOCATE-MEMORY()

3: KEYS-THAT-MATCH-RECURSIVE(T, T.raiz, p, q, 1, “ ™)

4: return q

5:

6: procedure KEYS-THAT-MATCH-RECURSIVE(T, z, p, q, d, s)

7: if x = NULL then return

8: if d = |p| + 1 then

9: if x.val # NULL then q.enqueue(s)
10: return
11: if p[d] = CURINGA then
12: forc=1toT.Rdo

13: KEYS-THAT-MATCH-RECURSIVE(T, x.proximo[c], p, q, d+1, s+c)
14: else ¢ < p[d]
15: KEYS-THAT-MATCH-RECURSIVE(T, x.proximo[c], p, q, d+1, s+c)

A linha 2 do procedimento KEYS-THAT-MATCH cria uma nova fila ¢, que conterd todas
as chaves que verificam o padrdio p. Em seguida, na linha 3, o procedimento recursivo

KEYS-THAT-MATCH-RECURSIVE € invocado; € ele quem ird inserir as chaves que verificam o
padrio p na fila q. Por fim, tal fila € retornada na linha 4.

O procedimento KEYS—-THAT-MATCH-RECURSIVE recebe como argumentos uma frie 1, um
né z, o padrdo p, a fila ¢ onde os resultados serdo guardados, um contador d que controlard o nivel
maximo que a recursdo ird atingir e uma string s, associada ao né x (quando z # NULL). O procedi-
mento, inicialmente, é invocado tomando-se como argumentos x = T.raiz, d = 1 e s a string vazia.
Em determinada chamada recursiva, o procedimento verifica se x+ = NULL (linha 7). Se for, entdo o
procedimento simplesmente retorna. Caso contrdrio, o procedimento verifica se d = |p| + 1. Se isso
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acontecer, e x.val # NULL, entdo insere-se a string s, de tamanho |p|, na fila ¢. Por outro lado, se
x.val = NULL, entdo o procedimento retorna. Agora, se nenhum dos casos anteriores ocorreu, entao
a recursdo devera continuar “descendo” pela frie, e é verificado se o caractere p[d] associado ao nivel da
recursdo atual é o caractere curinga (linha 11). Se for, entéo a recursdo continuard em cada um dos filhos
do n6 z (linhas 12-13). Se ndo for, entdo a recursdo deve continuar apenas no filho adequado (linhas
14-15). Ao final de todas as chamadas recursivas, a fila ¢ conterd todas as chaves que verificam o padrao

D.

6.5 Usos praticos

As tries sdo utilizadas na pratica nos seguintes contextos:
* Ordenacdo lexicografica de um conjunto de strings.
* Implementacio de uma arvore de sufixos, utilizada para indexar todos os sufixos de um texto.
» Utilizacdo em motores de busca, no recurso autocompletar.

* Presente em mecanismos de roteamento para a internet, para armazenar prefixos de enderecos IP.
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CONCLUSAO

Nos capitulos anteriores, vimos algumas estruturas de dados avancadas e algumas de suas aplicagdes.
Comecamos estudando a estrutura de dados arvore B: um pouco de sua histéria, seus procedimentos
elementares e finalizamos o capitulo entendendo que sua aplicacio se d4 em diversos ramos, desde im-
plementacdo de sistemas gerenciadores de banco de dados a implementacdo de sistemas de arquivos
eficientes para sistemas operacionais. Depois continuamos, estudando as drvores splay, e entendemos
que essa estrutura € usada, entre outras coisas, para implementar caches. Em seguida, estudamos os he-
aps binomiais, e vimos que essa estrutura € importante, por exemplo, na implementagéo eficientemente
do algoritmo round-robin, presente em varios sistemas operacionais, usado no controle eficiente de pro-
cessos. Logo apds, vimos os heaps de Fibonacci, de interesse majoritariamente tedrico, cujo objetivo é
melhorar o tempo de execugdo assintético de vdrios algoritmos valiosos em ciéncia da computagdo. Por
fim, vimos as tries, que sdo utilizadas para o processamento eficiente de strings.

Nossos estudos nos mostram que o uso de estruturas de dados avancadas é necessario a medida que
os problemas se tornam mais especificos. Assim sendo, é importante que os programadores e cientistas
da computacdo conhegam uma grande variedade dessas estruturas, ndo se limitando as estruturas ensina-
das usualmente nos cursos de ciéncia da computacdo, para obter a maior performance possivel em seus
sistemas computacionais.

Algumas outras estruturas, que nao foram abordadas neste trabalho, e que certamente merecem bas-
tante atencgdo, sdo: skip lists (estrutura de dados probabilistica; € considerada como sendo uma das mais
importantes estruturas de dados em ciéncia da computagdo), arvores R (usadas para indexar informacao
multidimensional), e drvores AVL (objetivam minimizar o nimero de comparagdes no pior caso de uma
busca cuja chave € equiprovdvel).
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