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Introducao Raizes da unidade

» Jean-Baptiste Joseph Fourier foi um matematico e fisico francés que viveu
entre 1768 e 1830. Séries e a transformadas de Fourier s3o resultados de seu
trabalho no estudo de transferéncia de calor.

» Polinbmios sao usados em varios contextos para representar objetos e modelar
fendmenos. Aqui serdao usados para abordar a transformada rapida de Fourier.

» Operacoes em polinbmios s3o importantes. A multiplicacdo de dois polinomios
se feita de maneira classica consome tempo O(n?). A transformada réapida de
Fourier é um algoritmo proposto por Cooley e Tukey que resolve este problema
e muito outros.

Polinomios

Um polinbmio é uma expressao formada por coeficientes e variaveis envolvendo
somente as operacoes de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e exponenciacao
das variaveis por inteiros nao negativos. Neste texto trataremos de polinomios
com apenas uma variavel. Isto €, um polindbmio é uma funcdo da forma
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A(X) =80 T aX + X"+ ...+ Ap-1X Figura 2: Circulo unitario do plano complexo e as raizes oitavas da unidade.
O grau de um polinomio é o maior expoente de suas variaveis. Os valores ay As n raizes complexas da unidade s3o definidas por w,’,f — @27ik/n
sao os coeficientes do polinbmio, em geral sao valores reais. para k =0,1,...,n— 1. A raizw, = e?™'/" & dita principal enésima raiz

16 da unidade.

A raizes da unidade também podem ser obtidas em um corpo finito Z;‘; para p
primo.
12 Os algoritmos da transformada de Fourier se baseiam fortemente nas
propriedades das raizes da unidade.

Transformada discreta de Fourier

A transformada de Fourier de n valores é dita discreta se os valores sao
igualmente espacados. Queremos calcular o polinémio A(Xx) nas n raizes
n-ésimas da unidade wg, w,l,,, .o ,wg_l.

O vetor y = (A(w?), A(wl), ..., A(w"™1)) é dito DFT (Discrete Fourier
Transform) do polindmio A(x). O algoritmo para calcular o DFT é de divisdo
e conquista. Na divisdo, separa o polinémio A(x) em

Al(x) = ag + apx + agx® + -+ - + a, x>,
A[I](X) = a1 + azx + 35X2 + -4 E)n_lx”/z_1

Figura 1: Grafico do polindmio A(x) = x* + 0.5x3 — 2x%2 + x — 3.
e combina a resposta desses polinomios menores com

A(x) = Al(x?) + xAlll(x?)
Representacao de polindomios

> Comp visto acima, um polinémio A(x) pode ser determinado por seus T
coeficientes ay. Isto é, um vetor a = {(ag, a1,...,n — 1) determina o
polinomio ag + a1 x + ax?+ ...+ a,_1x"L. O vetor a é dito vetor de Estamos interessados em calcular o seguinte produto de matrizes

coeficientes de A(x). 5 -1 _ _ _
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» Podemos determinar unicamente os coeficientes de A(x) a partir da lista de
pontos { (X0, ¥0), (X1, Y1)+« -5 (Xn—1, ¥n—1) } tal que yx = A(xx) para
k=0,1,...,n—1ex; # x;. Esta é a representacdo por pontos
(point-value) de um polindmio.

. Essa € a matriz de Vandermonde V' e tem como inversa sua conjugada
Operacoes . .
complexa V. Logo, para recuperar os coeficientes do vetor de um DFT basta

Existem pelo menos trés operacoes elementares envolvendo polinémios. Sao computar o mesmo algoritmo usando os pontos w

elas: valoracao, adicao e multiplicacdo. A primeira associa a um polinomio e
um valor tipicamente real ou complexo, um outro valor real ou complexo. As Multiplicacao rapida de polindomios
outras duas associam dois polinomios a um terceiro polinomio. A tabela a

seguir resume o consumo de tempo dos algoritmos padrdes para realizar cada Ao calcular o DFT de um polinbmio A(x) obtemos sua representacdo por
operacao. pontos. Sendo assim, podemos computar o produto de dois polinomios neste

. formato em tempo linear. Deste modo, para multiplicar dois polinomios no
Representacao . e
= — formato de coeficientes basta tomar o DFT de ambos, multiplica-los na
Operacao | coeficientes pontos . .
~ 9 representacdo por pontos e voltar para o formato de coeficientes usando o
Valoragéo O(n) O(n%)

Adfickis o(n)  O(n) IR
Multiplicacido| O(n?)  O(n)

Informacoes

A monografia esta disponivel com muito mais detalhes em
https://linux.ime.usp.br/~1lgbitencourt/mac0499/

luis.bitencourt.almeida@usp.br


https://linux.ime.usp.br/~lgbitencourt/mac0499/

