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Resumo

k-trees sao estruturas que generalizam arvores para grafos ciclicos mantendo
seu aspecto recursivo. H& interesse consideravel em desenvolver ferramentas
eficientes para manipular essa classe de grafos, porque muitos problemas NP-

dificeis sao resolvidos em tempo polinomial em k-trees e subgrafos de k-trees.

Este trabalho de conclusao de curso consiste num estudo sobre amostragem
uniforme de k-trees e seu uso no aprendizado da estrutura de redes bayesianas
com treewidth limitado. Foi implementado um algoritmo para codificar e
decodificar k-trees de forma bijetiva em tempo linear. O trabalho mostra
como aprender grafos aciclicos dirigidos cujo grafo moral é um subgrafo das k-
trees geradas. Experimentos comparam esse método para aprender estruturas

com o estado da arte.

Palavras-chave: k-trees, codificacao de grafos, amostragem uniforme, redes

bayesianas, aprendizado de estrutura, treewidth limitado



Abstract

k-trees are a generalization of trees to cyclical graphs that maintain their
recursive aspect. There is considerable interest in developing efficient tools
to manipulate this class of graphs because many NP-hard problems can be

solved in polynomial time on k-trees and partial k-trees.

This work is a study about uniform sampling of k-trees and its use to learn
Bayesian networks with bounded treewidth. We have implemented algo-
rithms for bijective linear time coding and decoding of k-trees. This work
shows how to learn directed acyclic graphs whose moral graph is a subgraph of
the generated k-trees. Experiments compare this method of structure learn-

ing with the state of the art.

Keywords: k-trees, graph coding, uniform sampling, Bayesian networks,

structure learning, bounded treewidth
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Capitulo 1

Introducao

Em teoria dos grafos, k-trees sao consideradas uma generalizacao de arvores.
Ha interesse consideravel em desenvolver ferramentas eficientes para mani-
pular essa classe de grafos, porque todo grafo com treewidth k é um subgrafo
de uma k-tree e muitos problemas NP-completos podem ser resolvidos em
tempo polinomial quando restritos a grafos com treewidth limitado.

Alguns exemplos sao [1]:

Encontrar o tamanho méaximo dos seus conjuntos independentes;

Computar o tamanho minimo dos seus conjuntos dominantes;

Calcular seu nimero cromatico; e

Determinar se ele tem um ciclo hamiltoniano.

Ha muitas razoes para estudar a geragao de k-trees de forma aleatoria,
como por exemplo para testar a eficacia de algoritmos aproximados. O pro-
blema que desperta nosso interesse na geracao de k-trees é o aprendizado de

redes bayesianas.
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Uma rede bayesiana ¢ um modelo probabilistico usado para raciocinar e
tomar decisoes em situacgoes com incerteza através de técnicas de inteligéncia
artificial e aprendizagem computacional. Ela representa de forma concisa
uma distribuigao de probabilidade multivariada sobre os vértices de um DAG
(grafo aciclico dirigido), que representam varidveis aleatérias. As arestas do
DAG correspondem, intuitivamente, a influéncia de uma variavel sobre outra.

Segundo Koller e Friedman [§], inferéncia em redes bayesianas é NP-dificil;
porém, se seu DAG possui treewidth limitado, a inferéncia pode ser realizada
em tempo polinomial no tamanho do grafo. Dai a importancia de aprender
redes bayesianas que tenham treew:idth limitado.

O aprendizado de redes bayesianas pode ser visto como o problema de en-
contrar um DAG que otimize algum valor que caracterize a performance dessa
estrutura. Uma técnica simples consiste em gerar DAGs aleatoriamente. Isso
garante que o espago de busca é bem coberto e nos permite adicionalmente
obter informagoes estatisticas sobre o espaco de busca, como por exemplo
score médio e variancia.

Gerar um DAG aleatoriamente e calcular seu treewidth é um problema
dificil. Porém, Nie et al. [I1] sugere um método aproximado para aprender
redes bayesianas com treewidth limitado que é baseado em amostrar k-trees
e encontrar DAGs cujo grafo moral é um subgrafo dessas k-trees.

A partir dessa motivacao, este trabalho de conclusao de curso consistiu em
estudar os conceitos de teoria dos grafos relacionados a k-trees e implementar
um algoritmo para gerar k-trees de forma uniforme que possa ser usado no
aprendizado de redes bayesianas.

Estudamos e implementamos o algoritmo desenvolvido por Caminiti et al.
[] para codificar e decodificar k-trees. Com base nele, amostramos k-trees

uniformemente e usamos as k-trees amostradas para aprender a estrutura de
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redes bayesianas usando o algoritmo de Nie et al. [11].

1.1 Cdbdigo desenvolvido

As implementagoes deste trabalho foram realizadas na linguagem Goﬂ Go é
uma linguagem de cédigo aberto criada em 2007 e apoiada pelo Google. Ela
¢ compilada e usa tipagem estatica como o C, mas possui recursos avan¢ados
como garbage collection e bom suporte a programacao concorrente.

Escolhemos Go porque ela oferece um bom balanco entre a agilidade de
escrita de codigo e a eficiéncia computacional; tem sistemas de pacotes (go
get), testes (go test) e documentagio (GoDod?) padronizados facilitando
que os codigos sejam testados e reutilizados; e ajuda a gerar codigo limpo e
padronizado: indentagao, espagamento e outros detalhes de estilo sao auto-
matizados pela ferramenta gofmt, que vem com ela.

Todo o codigo desenvolvido neste trabalho estd num repositério piblico
no GitHubﬂ cujo endereco é https://github.com/tmadeira/tcc/.

A documentacao de todas as estruturas e fungoes declaradas no codigo
esta disponivel em https://godoc.org/github.com/tmadeira/tcc.

Para baixar o codigo, rodar os testes e instalar os utilitarios, recomenda-se

usar as ferramentas da linguagem Go:

export ${GOPATH:=SHOME/go}
mkdir -p $GOPATH
go get github.com/tmadeira/tcc/...

go test -v github.com/tmadeira/tcc/...

v »r »nr »n

go install github.com/tmadeira/tcc/examples/...

L The Go Programming Language: https://golang.org/
2GoDoc: https://godoc.org/
3@itHub: https://github.com/


https://github.com/tmadeira/tcc/
https://godoc.org/github.com/tmadeira/tcc
https://golang.org/
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1.2 Organizacao da monografia

No capitulo 2] apresentamos definigoes fundamentais de teoria dos grafos que
o leitor deve conhecer para compreender o trabalho.

No capitulo [3| apresentamos o problema de codificar k-trees, discutimos
os algoritmos lineares para codificar e decodificar k-trees propostos no artigo
“Bigective Linear Time Coding and Decoding for k-Trees” [4], explicamos
como eles foram implementados neste trabalho para gerar k-trees aleatérias
uniformemente e apresentamos o resultado que obtivemos através de experi-
mentos.

No capitulo [4] explicamos como as k-trees que geramos no capitulo
podem ser usadas para aprender redes bayesianas a partir do arcabouco de-
senvolvido no artigo “Advances in Learning Bayesian Networks of Bounded
Treewidth” [11] e apresentamos os resultados obtidos.

No capitulo [5 apresentamos conclusoes e apontamos possiveis desdobra-

mentos do trabalho.



Capitulo 2

Fundamentos

Neste capitulo, apresentamos defini¢oes fundamentais de teoria dos grafos que
o leitor deve conhecer para compreender o trabalho. Mais detalhes podem ser
encontrados no livro de Bondy e Murty [3], que foi utilizado como referéncia.

Outras definigoes mais especificas, como as utilizadas para construir o
algoritmo para codificar e decodificar k-trees, estao localizadas nos capitulos
subsequentes. A definicao formal de rede bayesiana é deixada para o capitulo
[

Assumimos que o leitor conhece nocoes basicas de conjuntos e que esta
familiarizado com teoria de probabilidades discretas [§], necessaria para com-

preender redes bayesianas.

Um grafo ¢ um par ordenado G = (V, E). Os elementos de V' sao chama-
dos de vértices de G. Os elementos de £ sao chamados de arestas de G e
consistem em pares (ndo-ordenados) de vértices distintof]. Dados u,v € V,

se (u,v) € E dizemos que u e v sdo adjacentes em G.

LA rigor, por causa da palavra “distintos”, essa é a definicdo do que a literatura costuma
chamar de grafo simples. Tal definigao é utilizada porque neste trabalho nao temos interesse
em grafos que possuam arestas (u,v) com u = v.
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Figura 2.1: (a) Representacao do grafo G = (Vg, Eg) com Vg = {1,2,3,4}
e Bq = {(1,3),(1,4),(2,3),(3,4)}. (b) Representagdo do grafo dirigido
D = (Vp,Ep) com Vp = {1,2,3,4} e Ep = {(1,3),(1,4),(2,3)}. (c) Re-
presentacao do Ky, o grafo completo com 4 vértices.

A figura (a) mostra como costuma ser representado um grafo. Os
vértices sao representados pelos circulos e as arestas sao representadas pela
ligacao entre eles. Se (u,v) € E, hd uma linha ligando os vértices u e v.

Dado um grafo G = (V, E), o nimero de arestas que incide num deter-
minado vértice v € V' é chamado de grau do vértice v.

H4 diferentes estruturas de dados que podem ser usadas para representar
um grafo na memoria do computador. Uma das mais comuns, que usamos
nas implementacoes deste trabalho, ¢ a lista de adjacéncias. Suponha, sem
perda de generalidade, que os vértices de um grafo G sejam representados
por inteiros de 0 a |[V|— 1. Entao, a representacao desse grafo consiste em um
vetor de listas Ad 7. A lista Adj[1i] contém os vértices adjacentes ao vértice

de rétulo ¢ (para todo ¢ € [0, |V])).

Um grafo G = (V, E) ¢é dito dirigido se E consiste em pares ordenados
de vértices. Se (a,b) € E, dizemos que a aponta para b, que hd uma aresta
de a para b ou que b é filho de a.

A figura (b) mostra como costuma ser representado um grafo dirigido.
Como o conjunto de arestas consiste em pares ordenados, elas sao represen-

tadas por setas. Se (u,v) € E, entdo a seta aponta de u para v.
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Um grafo G = (V, E) é dito completo se (u,v) € E para todo u,v €
V,u # v. Um grafo completo com n vértices é geralmente denotado K.

Na figura [2.1)(c), a representagao de um grafo completo com 4 vértices.

Um grafo F' = (Vp, EF) é chamado de subgrafo de G = (Vg, Eg) se
Ve CVge Erp C Eg.

Dado um grafo G = (V, E) e um subconjunto V' de V', o subgrafo de G
induzido por V', G' = (V' E’), é o grafo formado pelos vértices V' C V e

arestas que s6 contém elementos de V', ou seja, ' = {(u,v) € E | u,v € V'}.

Seja G = (V, E) um grafo. Um k-clique (também chamado de clique
de tamanho k) é um subconjunto dos vértices, C' C V| tal que (u,v) €

E Y u,v € C,u+# v (ou seja, tal que o subgrafo induzido por C' é completo).

Dado um grafo G = (V, E), um caminho em G é um subgrafo de G
cujos vértices podem ser arranjados numa sequéncia linear de forma que dois
vértices sao adjacentes se eles sao consecutivos na sequéncia e nao-adjacentes
caso contrario. Se u,v € V pertencem a um caminho P, dizemos que eles

estao conectados pelo caminho P.

Dado um grafo G = (V, E) e dois vértices (u,v) € V, a distancia entre

u e v é o nimero de arestas num menor caminho que os conecte.

Dado um grafo G = (V, E), um ciclo em G é um caminho formado por

vértices x1, -+ ,xr € V onde 11 = .

Um grafo G = (V, E) é chamado de DAG (do inglés directed acyclic
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Figura 2.2: (a) Um grafo G com um ciclo. (b) Um grafo cordal G construido
por meio da cordalizacao de G. (¢) Um grafo cordal Gy construido por meio
da cordalizacao de G.

graph: grafo dirigido aciclico) se ele é dirigido e nao possui ciclos.

Dizemos que um ciclo tem uma corda se dois vértices no ciclo sao conec-
tados por uma aresta que nao estda no ciclo. Um grafo cordal ¢ um grafo
no qual todos os ciclos com pelo menos 4 vértices tém uma corda. Qualquer
grafo pode ser transformado num grafo cordal adicionando-se arestas num
processo chamado de cordalizacao.

A figura mostra um grafo e dois grafos cordais que podem ser obtidos

por meio da sua cordalizacgao.

O grafo moral de um DAG G = (V, E) é um grafo nao-dirigido obtido
conectando-se todo par de vértices com um filho em comum e retirando-se a
direcao das arestas.

Dado um grafo G = (V, E), seu treewidth ¢ um inteiro definido da

seguinte forma [11]:

e Se (G é um grafo cordal, entao seu treewidth é o tamanho do seu maior

clique menos 1.

e Se GG é um grafo nao-dirigido arbitrario, entao seu treewidth é o minimo

entre os treewidth de todas as suas cordalizagoes.
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(a)

Figura 2.3: (a) Um grafo aciclico dirigido G. (b) Grafo moral G’ de G, obtido
conectando-se todo par de vértices com um filho em comum e retirando-
se a diregao das arestas. (c) Um dos grafos cordais obtidos por meio da
cordalizacao de G'. O treewidth dos trés grafos mostrados na figura é 2.

e Se G é um DAG, entao seu treewidth é o treewidth do seu grafo moral.

A figura mostra um grafo aciclico dirigido G, seu grafo moral G’ e
uma cordalizacao G” de G'. Pela definicao acima, o treewidth de G, de G’ e

de G" é igual e vale 2.

Dado um grafo G = (V, E), dizemos que ele é uma arvore se cada dois
vértices u,v € V sao conectados por exatamente um caminho.

Dada uma arvore 7" = (V, E), os vértices em V que tem grau 1 sao
chamados de folhas.

Dada uma arvore T' = (V, E), as vezes é conveniente destacar um vértice
r € V e chama-lo de raiz da arvore T'. Chamamos o par formado pela arvore

T e pela raiz r € V' de arvore enraizada.

Definicao 1 (k-tree). [7] Uma k-tree é definida da seguinte forma recur-

siva:

1. Um grafo completo com k vértices é uma k-tree.



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS 10

(1) (DA(2) TR
o R
) ® )/ W (4)
(1) (5) (5)
(a) (b) (c)

Figura 2.4: (a) Uma 1-tree (ou seja, uma arvore comum) com 4 vértices.
(b) Uma 2-tree com 5 vértices. (c) Uma 3-tree com 5 vértices.

2. Se T}, = (V,E) é uma k-tree, K C V é um k-clique e v ¢ V, entdo
T, = (VU{v}, EU{(v,z) | z € K}) é uma k-tree.

Na figura [2.4(a), um exemplo de k-tree com k = 1 (ou seja, uma arvore
comum) e n = 4 vértices rotulados com inteiros em [1,4]; na figura 2.4b),
um exemplo de k-tree com k = 2 e n = 5 vértices rotulados com inteiros
em [1,5]; na figura 2.4(c), um exemplo de k-tree com k =3 e n = 5 vértices

rotulados em [1, 5].

Uma k-tree enraizada [4] é uma k-tree com um k-clique destacado R =
{r1,79,- -+ , 11} que é chamado de raiz da k-tree enraizada.

Na figura[2.5(a), um exemplo de uma k-tree com k = 3 e n = 11 vértices
rotulados com inteiros em [1, 11]. Na figura[2.5(b), a mesma k-tree, dessa vez
enraizada no 3-clique R = {2, 3,9}.

Um subgrafo de uma k-tree é chamado de partial k-tree. Um grafo é

uma partial k-tree se e s6 se ele tem treewidth menor ou igual a k [2].
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Figura 2.5: (a) Uma 3-tree T3 com 11 vértices. (b) A mesma 3-tree (13)
enraizada no 3-clique {2, 3,9}.



Capitulo 3

Geracao uniforme de k-trees

O problema de gerar k-trees estd intimamente relacionado ao problema de
codifica-las e decodifica-las. De fato, se ha uma codificagao bijetiva que asso-
cia k-trees a strings, basta gerar strings uniformemente aleatorias para gerar
k-trees uniformemente aleatorias.

Neste capitulo, apresentamos o problema de codificar k-trees, discutimos
a solucao linear para codificar e decodificar k-trees de forma bijetiva proposta
por Caminiti et al. [4], explicamos como ela foi implementada neste trabalho

para gerar k-trees aleatorias e mostramos os resultados obtidos.

3.1 Codificando arvores e k-trees

k-trees [7] sao consideradas uma generalizagao de arvores. H4 interesse con-
sideravel em desenvolver ferramentas eficientes para manipular essa classe de
grafos, porque todo grafo com treewidth k é um subgrafo de uma k-tree e
muitos problemas NP-completos podem ser resolvidos em tempo polinomial
quando restritos a grafos com trecwidth limitado, como destacado no capitulo

[l deste trabalho.

12



CAPITULO 3. GERACAO UNIFORME DE K-TREES 13

O problema de codificar arvores ja foi amplamente estudado na literatura.

Como destaca Caminiti et al. [4]:

Codificar arvores rotuladas por meio de strings de rétulos de
vértices é uma alternativa interessante a representacao usual de
estruturas de dados de arvore na memoria e tem muitas aplicacoes
préticas (por exemplo, algoritmos evolucionérios sobre arvores,
geracao aleatoria de arvores, compressao de dados e computacao
do volume de floresta de grafos). Diversos cédigos bijetivos dife-
rentes que realizam associacoes entre arvores rotuladas e strings
de rétulos foram introduzidas. De um ponto de vista algoritmico,
o problema foi cuidadosamente investigado e algoritmos 6timos

de codificacao e decodificagao desses codigos sao conhecidos.

Em 1889, Cayley [5] demonstrou que para um conjunto de n vértices dis-
tintos existem n" 2 drvores possiveis. Desde 14, foram criados vérios cédigos
para associar strings e arvores.

Um dos mais conhecidos é o c6digo de Priifer [13], que surgiu em 1918 e é
bijetivo, associando cada arvore (rotulada) de n vértices a uma lista distinta
de comprimento n — 2 no alfabeto dos rétulos da arvore.

Codificar uma arvore usando o codigo de Priifer é trivial: basta remo-
ver iterativamente as folhas da arvore até que apenas dois vértices sobrem,
escolhendo sempre a folha de menor rétulo. Quando uma folha é removida,
adiciona-se ao codigo o rotulo do seu vizinho.

A figura [3.1] exemplifica a codificagdo de Priifer mostrando uma &arvore

cujo o codigo resultante do algoritmo é {4,4,4,5}.

Ha estudos sobre a codificacao de k-trees ha pelo menos quatro décadas.

Em 1970, Rényi e Rényi apresentaram uma codificagdo redundante (ou seja,
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Figura 3.1: A arvore rotulada equivalente ao cédigo de Priifer {4,4,4,5}.

nao bijetiva) para um subconjunto de k-trees rotuladas que chamamos de

k-trees de Rényi e que sao definidas como segue:

Definicao 2 (k-tree de Rényi). [14] Uma k-tree de Rényi Ry é uma k-tree
enraizada com n vértices rotulados em [1,n] e raiz R={n—k+ 1,n —k +

2, ,nh.

Entretanto apenas em 2008 surgiu um codigo bijetivo para k-trees com
algoritmos lineares de codificacao e decodificagao. Foram esses algoritmos,

propostos por Caminiti et al. [4], que implementamos neste trabalho.

3.2 A solucao de Caminiti et al.

O artigo “Bijective Linear Time Coding and Decoding for k-Trees” [4] apre-
senta um cédigo bijetivo para k-trees rotuladas, juntamente a algoritmos
lineares para realizar a codificagao e a decodificagao.

O cédigo é formado por uma permutacao de tamanho k& e uma genera-
lizagao do Dandelion Code [15], que consiste em n — k — 2 pares (onde n
¢ o numero de vértices) definidos no conjunto {(0,¢)} U ([1,n — k] x [1,k]).
Portanto, dizemos que a codificagao das k-trees associa elementos em 7"

(conjunto das k-trees com n vértices) com elementos em:
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ap = (M) x 0. Uit - 1 xRy

Caminiti et al. [4] mostra que a estrutura dessas strings que o Dandelion

Code gera é essencial para garantir a bijetividade.

Os algoritmos consistem em uma série de transformacoes. Para compre-
endé-los, é necessario definir esqueleto de uma k-tree enraizada e arvore ca-

racteristica:

Definigao 3 (esqueleto de uma k-tree enraizada). [4] O esqueleto de
uma k-tree enraizada T} com raiz R, denotado por S(Ty, R), é definido da

seguinte forma recursiva:

1. Se T} é apenas o k-clique R, seu esqueleto é uma arvore com um tnico

vértice R.

2. Dada uma k-tree enraizada T} com raiz R, obtida por T} enraizada em
R através da adicao de um novo vértice v conectado a um k-clique K
(ver defini¢ao[l]), seu esqueleto S(Tk, R) é obtido adicionando a S(T}, R)
um novo vértice X = {v} U K e uma nova aresta (X,Y), onde Y é o
vértice de S(T}, R) que contém K com uma distancia minima da raiz.

Chamamos Y de pai de X.

Definicao 4 (arvore caracteristica). [4] A drvore caracteristica T'(Ty, R)
de uma k-tree enraizada Tj, com raiz R é obtida rotulando os vértices e arestas

de S(Tk, R) da seguinte forma:

1. O vértice R é rotulado 0 e cada vértice {v} U K é rotulado v;
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{9,10,11}

\
{3 {8u {2}u
{9,10,11} ‘ ‘ {9,10,11} ‘ ‘ {9,10,11}

{53u {6}u {4}u
{8,9,10} {8,9,11} ‘ ‘{2,10,11}
N
1
{57 879}
[
(51U
{1,5,8}

(b)

Figura 3.2: (a) Uma 3-tree de Rényi R3 com 11 vértices e raiz {9,10,11}.
(b) O esqueleto de R3. (c) A arvore caracteristica de Rj.

2. Cada aresta do vértice {v} U K ao seu pai {v'} U K’ é rotulada com o
indice do vértice em K’ (visualizando-o como um conjunto ordenado)

que nao aparece em K. Quando o pai é R a aresta é rotulada ¢.

Note que a existéncia de um tnico vértice em K’ \ K é garantida pela
definicao |3l De fato, v’ precisa aparecer em K, caso contrario K’ = K e o pai
de {v'} UK’ contém K. Isso contradiz o fato de que cada vértice em S(T}, R)

¢ ligado a distancia minima da raiz.

A figura mostra uma k-tree de Rényi com 11 vértices, seu esqueleto e
sua arvore caracteristica. O Dandelion Code generalizado correspondente a
essa arvore é [(0,¢),(2,0),(8,2),(8,1),(1,2),(5,2)]. A forma como codifica-
mos e decodificamos arvores caracteristicas usando esse codigo sera vista a

seguir, nos algoritmos de codificagao e decodificacao.

3.2.1 Codificacao

O algoritmo para codificar uma k-tree rotulada consiste em cinco passos e

tem complexidade O(nk). Aqui apresentamos esse algoritmo indicando onde
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cada um dos passos pode ser encontrado na nossa implementacao.

ALGORITMO DE CODIFICAGCAO

Entrada: uma k-tree T;, com n vértices

Saida: um cddigo (@, S) em A}
1. Identificar @), o k-clique adjacente a folha de maior rétulo Iy, de Tj;

2. Através de um processo de re-rotulacao ¢ (computado a partir de @) e

detalhado a seguir), transformar Ty numa k-tree de Rényi Ry;
3. Gerar a arvore caracteristica 1" para Ry;
4. Computar o Dandelion Code generalizado S para T

5. Remover da string obtida S o par correspondente a ¢(ly).

O algoritmo retorna o par (@, S) computado durante esse processo.

Na nossa implementagao, uma k-tree (estrutura definida no pacote ktree)
é representada através de uma lista de adjacéncias (Adj) e um inteiro k (K).
O algoritmo de codificacao é implementado pela fun¢gao CodingAlgorithm

do pacote codec. A seguir, detalhamos os cinco passos.

Passo 1. Primeiramente precisamos encontrar [, a folha de T}, com maior
rotulo. Uma folha em uma k-tree consiste em um vértice de grau k, portanto
basta iterar na lista de adjacéncias em ordem decrescente nos rétulos até
encontrar um vértice com grau k. Isso foi implementado na funcao FindLm,
localizada no pacote ktree.

Encontrado [y, atribuimos a @ a lista Adj[ly] (ver funcdo GetQ do

pacote ktree).
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2%, 0311 3510 QQQQQ@

Figura 3.3: Representacao grafica da funcao ¢ computada para a 3-tree mos-
trada na figura [2.5

Passo 2. Queremos transformar 7 numa k-tree de Rényi enraizada em Q).
Para isso, precisamos definir uma permutacao que associe os vértices de () a
{n—k+1,n—k+2,--- ,n}. A fungao de permutagao, que chamamos de ¢,

¢ definida da seguinte forma:

1. Se ¢; é o i-ésimo menor vértice em @), fazemos ¢(q;) =n — k + i
2. Paracadaq € QU {n—k+1,--- n}, fazemos ¢(q) = ¢;

3. O restante dos valores sao usados para fechar os ciclos de permutagao,
ou seja, paracadaqg € {n—k+1,--- ,n}\ Q, fazemos ¢(q) = i tal que

(i) = q e j é maximizado.

Essa computacao é implementada pela funcdo ComputePhi no pacote
ktree.

Usamos a funcao ¢ para re-rotular os vértices de T}, obtendo a k-tree de
Rényi R;. A implementacao desse processo foi realizada na funcao Relabel
do pacote ktree.

A figura mostra uma representacao grafica da funcao ¢ usada para
re-rotular a 3-tree mostrada na figura com @ = {2,3,9} produzindo a
k-tree de Rényi mostrada na figura [3.2fa).

Passo 3. As definigoes |3| e 4| sugerem algoritmos triviais para gerar a arvore
caracteristica 1" para a k-tree de Rényi R obtida no passo anterior por meio

do seu esqueleto (o processo visto na figura .
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Para garantir tempo linear, no entanto, o artigo de Caminiti et al. [4] su-
gere evitar a construcao explicita do esqueleto S(Ry) e construir os conjuntos
de vértices e arestas de T' separadamente.

Para computar o conjunto de vértices, identifica-se cliques maximais em
R através da poda sucessiva das k-folhas de Rj. Esse processo pode ser
visto na funcao pruneRk do pacote characteristic. Para cada vértice
v podado, essa fun¢do guarda uma lista K, C Adj(v) dos exatamente k
vértices adjacentes a v que ainda nao foram podados.

Ao fim desse processo, que tem complexidade O(nk), a k-tree de Rényi é
reduzida apenas a suaraiz R={n—k+1,--- ,n}.

A partir das listas K; (i € V) e da ordem em que os vértices foram
podados, constréi-se o conjunto das arestas num processo de complexidade
O(nk) detalhado no programa 7 do artigo [4] cuja implementacao encontra-se
na funcao addEdges do pacote characteristic.

Na nossa implementacao, as arestas sao representadas por duas listas
(vetores), p(v) e (v). Elas indicam para cada v € V(T'), respectivamente, o

pai de v na arvore e o rétulo da aresta (p(v),v).

Passo /. A ideia do Dandelion Code é enraizar a arvore T no vértice 0
e transforma-la para garantir a existéncia da aresta (0,z). Por meio dessa
transformagao, o vetor de pais da arvore (transformada) vai conter duas in-
formagoes intteis (os pais de 0 e ), cuja eliminacao leva a uma representagao
da arvore com n — 2 rétulos.

Escolhemos © = ¢(q) onde ¢ = min{v ¢ Q} e, enquanto p(z) # 0,
fazemos sucessivas trocas p(z) <> p(w), l(z) <> l(w) escolhendo w como o
vértice de maior rétulo no caminho entre 0 e x.

A implementacao desse processo pode ser vista na funcao Code do pacote

dandelion.
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Ao final, o cédigo S é dado por uma lista ordenada de pares (p(v), [(v)) Vv €
V(T)\ {0, z}.

Passo 5. Como [, foi escolhida como a folha de maior rétulo adjacente a @),
ela ndo é g (porque § = min{v € Q} e n > k+2). A prova formal desse fato
pode ser encontrada no Lema 1 do artigo [4]. Além disso, ¢(lyr) ndo estava
no caminho de 0 a x = ¢(¢) em T (porque é uma folha).

Como I é adjacente a @, ¢(lnr) é adjacente a 0. Portanto (p(¢lar), l(olr)) =
(0, ) pode ser removido da lista S de forma que o tamanho do c6digo passe
a ser n — k — 2. Isso é crucial para o cédigo ser bijetivo.

O algoritmo retorna o par (@, S).

3.2.2 Decodificacao

O algoritmo para decodificar um par (Q,S) € A} em uma k-tree rotulada
T, com n vértices consiste numa sequéncia de transformacoes inversas as
transformacoes usadas no algoritmo de codificagao. Aqui apresentamos esse
algoritmo, de complexidade O(nk), indicando onde cada um dos passos pode

ser encontrado na nossa implementacao.

ALGORITMO DE DECODIFICACAO
Entrada: um cédigo (@, S) em A}

Saida: uma k-tree T}, com n vértices
1. Computar ¢, g, = e Iy (definidos como no algoritmo de codificac¢ao);

2. Inserir o par (0, ¢) correspondente a [y em S e decodificar S para obter

a arvore caracteristica T';
3. Reconstruir a k-tree de Rényi Ry a partir de T

4. Aplicar ¢! a Ry, para obter T}.
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O algoritmo de decodificacao é implementado pela funcdao DecodingAlgorithm

do pacote codec. A seguir, detalhamos os quatro passos.

Passo 1. Para computar ¢, q, x e [y, os procedimentos sao exatamente os

mesmos usados no algoritmo de codificacao.

Passo 2. Como ja computamos ¢ e [p; no passo anterior, inserimos o par
(0, ) na posigao ¢(lyr) do vetor S.

O procedimento para decodificar o Dandelion Code numa arvore carac-
teristica, implementado na fun¢ao Decode do pacote dandelion, consiste

eIl

1. Construir o grafo a partir do cddigo S, gerando vetores p (de pais) e

(de rétulos das arestas (p(v),v));

2. Identificar todos os ciclos do grafo e guardar num vetor m, para cada

ciclo, o vértice com maior rotulo;

3. Ordenar o vetor m em ordem crescente e iterar nele fazendo trocas

p(z) <> p(my), l(x) <> l(m;) (parai=1,---,|m|).
A arvore caracteristica T' é dada pelo par (p,[) resultante desse processo.

Passo 3. A reconstrucao da k-tree de Rényi Ry, a partir de T' foi implemen-
tada na fungdo RenyiKtreeFrom do pacote characteristic.

O processo consiste em inicializar Ry com o k-clique {n —k+1,--- ;n}e
percorrer 7' na ordem da busca em largura (a partir dos filhos do vértice de
rétulo 0) para inserir vértices em Ry.

O programa 8 do artigo de Caminiti et al. [4] detalha esse passo.

Passo 4. Para transformar a k-tree de Rényi Ry, na k-tree rotulada T}, basta
aplicar o inverso da permutacao ¢. Esse processo foi implementado na fungao

TkFrom do pacote ktree.
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3.3 Geracao uniforme

Como comentamos no inicio deste capitulo, se temos uma codificagao bijetiva
que associa k-trees a strings, basta gerar strings aleatorias para gerar k-trees
aleatorias.

Para gerar k-trees aleatérias de forma uniforme, usamos o cédigo de Ca-
miniti et al. [4] e o algoritmo linear para decodificar uma string em uma
k-tree rotulada que apresentamos na secao (3.2

As strings que estamos interessados em gerar sao elementos do conjunto:

ap= () @0 U - 1 Ly

A funcao que implementamos para gerar tais strings é randomCode, que
recebe n e k como parametros e pertence ao pacote generator.
Primeiramente, ela sorteia () em ([1]’:]) (e inicializa um Dandelion Code
vazio):
C := &codec.Code{
rand.Perm(n) [:k],
&dandelion.DandelionCode{
make ([]int, n-k-2),
make ([]int, n-k-2),
}y

sort.Ints (C.Q)

Depois, ela gera S sorteando n—k—2 pares em {(0,¢) }U([1,n—k] x[1, k]).
Para gerar um par nesse intervalo de forma uniforme, gera-se um inteiro r
no intervalo [0, (n — k)k 4+ 1). Se r = 0, entao o par é (0,¢). Caso contrério,

o par é dado por (14 =2, (r —1) mod k):



CAPITULO 3. GERACAO UNIFORME DE K-TREES 23

1 for i := 0; 1 < n-k-2; i++ {
2 r := rand.Intn((n-k)*k + 1)
3 if r == 0 {

4 C.S.P[1i] = 0

5 C.S.L[1] = characteristic.E
6 } else {

7 r——

8 C.S.P[i] =1 + r/k

9 C.S.L[i] =1 % k
10 }
11 }

Decodificamos o codigo usando o algoritmo de decodificagao apresentado
na secao para transformar essa string (@, S) € A} em uma k-tree rotu-
lada.

3.4 Utilitarios

Para exemplificar como se usa a biblioteca desenvolvida nas se¢oes anteriores,
foram desenvolvidos trés utilitarios que se encontram no pacote examples:
code—-ktree, decode—ktree e generate-ktree.

Eles permitem codificar/decodificar k-trees e gerar k-trees aleatérias.
3.4.1 code-ktree
O utilitario code-ktree serve para codificar k-trees usando o algoritmo da
subsecao Sua entrada deve ser dada no formatdT}

1||n k
2 (|m
Jx_1 y_1

LA leitura da entrada despreza espacos e quebras de linha.
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X_m y_m
Onde:
e n é o numero de vértices;
e k é o parametro k da k-tree;
e m é 0 nimero de arestas;

e x i y_i corresponde a i-ésima aresta (0 < x_i, y_i <n).

Um exemplo de entrada equivalente a k-tree da figura (a) é:

11 3

27

0104068607
1214151718191 10
2324272829210
38310 4 6

4 7

5758

6 7

7 8

8 9 8 10

A saida desse utilitario é um par (@, .S) no formato de entrada esperado

pelo utilitario decode—ktree, que sera descrito a seguir.

3.4.2 decode-ktree

O utilitario decode-ktree serve para decodificar um cédigo (@, S) numa
k-tree usando o algoritmo da subsecao Sua entrada deve ser dada no

formato:
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p_1l 1_1

p_s 1_s
Onde:
e k é o tamanho de Q);
e Q_i corresponde ao i-ésimo valor em @;

e s é o tamanho do Generalized Dandelion Code, |S|;

p-i 1_i corresponde ao i-ésimo valor em S.

Um exemplo de entrada equivalente ao cédigo gerado pela k-tree da figura

2.5(a) ¢

U B 0 0 N O O
DN RN O

A saida desse utilitario é uma k-tree no formato de entrada esperado pelo

utilitario code—-ktree.
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3.4.3 generate-ktree

O utilitario generate-ktree serve para gerar uma k-tree aleatoria usando
o algoritmo desenvolvido na se¢ao [3.3]

Sua entrada deve ser dada no formato:

1“n k

© 00 N O Ot = W N

—_ = =
N = O

Sua saida é uma k-tree com n vértices no formato de entrada esperado

pelo utilitario code-ktree.

3.5 Testes, experimentos e resultados

3.5.1 Testes unitarios e cobertura

Como escrevemos na introdugao deste trabalho, um dos motivos pelos quais
escolhemos a linguagem Go para a implementagao foi a facilidade para es-
crever testes.

Todos os pacotes desenvolvidos neste trabalho possuem testes unitarios

que podem ser executados usando o utilitario go test:

$ go get github.com/tmadeira/tcc/...

$ go test -v github.com/tmadeira/tcc/...

== RUN TestTreeFrom
——— PASS: TestTreeFrom (0.00s)
=== RUN TestRenyiKtreeFrom

——— PASS: TestRenyiKtreeFrom (0.00s)

ok github.com/tmadeira/tcc/characteristic 0.002s
=== RUN TestCodingAlgorithm

——— PASS: TestCodingAlgorithm (0.00s)

=== RUN TestDecodingAlgorithm

—-—— PASS: TestDecodingAlgorithm (0.00s)
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PASS

ok github.com/tmadeira/tcc/codec 0.017s
=== RUN TestCodeFig2C

—-—— PASS: TestCodeFig2C (0.00s)

=== RUN TestDecodeFig2C

—-—— PASS: TestDecodeFig2C (0.00s)

=== RUN TestDecodeFig3

——— PASS: TestDecodeFig3 (0.00s)

PASS

ok github.com/tmadeira/tcc/dandelion 0.002s
=== RUN TestRandomKtree

——— PASS: TestRandomKtree (0.03s)

PASS

ok github.com/tmadeira/tcc/generator 0.029s
=== RUN TestGetQ

——— PASS: TestGetQ (0.00s)

=== RUN TestComputePhi

——— PASS: TestComputePhi (0.00s)

=== RUN TestRelabel

——— PASS: TestRelabel (0.00s)

=== RUN TestRkFrom

——— PASS: TestRkFrom (0.00s)

=== RUN TestTkFrom

——— PASS: TestTkFrom (0.00s)

ok github.com/tmadeira/tcc/ktree 0.002s

27

Com efeito, 96% das linhas do c6digo sao cobertas por testes, como mostra

o relatério da ferramenta Coverallds.

2Esse relatério pode ser visto em: https://coveralls.io/github/tmadeira/

tcc?branch=master


https://coveralls.io/github/tmadeira/tcc?branch=master
https://coveralls.io/github/tmadeira/tcc?branch=master
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Figura 3.4: Representacao das trés 1-trees rotuladas distintas com n = 3
vértices.

3.5.2 Experimentos e resultados
Corretude e uniformidade

Para mostrar que nossa implementacao gera k-trees aleatorias corretamente e
uniformemente, realizamos dezenas de milhares de testes com n e k pequenos.
Escrevemos um pequeno script em Bash para nos auxiliar nesse experi-

mento. Ele usa o utilitdrio generate—ktree para gerar 10000 k-trees com
parametros (n, k) constantes e imprime quantas vezes cada k-tree diferente
foi gerada:
i=0
while [ $i -1t 10000 ]; do

echo $N $K | generate-ktree | xargs echo

i=$((i+1))

done | sort | unig -c

Com n =3 ek =1, existem 3 k-trees rotuladas distintas, como mostra a
figura [3.4]
Ao executar o script com N=3 K=1 esperamos portanto que as trés 1-

trees aparecam com uma frequéncia similar. O resultado que obtivemos foi:

3320 312010 2
3345 31 2 011 2
3335 31 20212

O primeiro inteiro que aparece em cada linha é a quantidade de vezes

que a k-tree apareceu e o restante é a k-tree gerada no formato de saida do
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Figura 3.5: Representacao das seis 2-trees rotuladas distintas com n = 4
vértices.

utilitdrio generate-ktree (sem quebras de linha).

Como a frequéncia de cada uma das 3 k-trees com n = 3 e k = 1 esta
similar, o experimento mostra que o algoritmo gera k-trees aleatorias de
forma uniforme.

Testes com outros pares (n, k) também mostram frequéncias similares,
comprovando a uniformidade. Por exemplo, existem 6 2-trees com n = 4

vértices, como pode-se ver na figura (3.5l Rodando o script com N=4 K=2

obtivemos:

1703 4 250102031213
1627 4 250102031223
1573 4 250102031323
1709 4 2 50102121323
1717 4 250103121323
1671 4 250203121323

E com N=5 K=3 obtivemos:

970 53 901 0203041213142 324
1023 53 90102030412131142334
1009 53 9010203041213114243414
1014 53 901 0203041213223 243414

994 53 901 02030412142 324731414
1019 53 9010203041314 23243414
1008 53 9010203121314223243414
1000 53 9010204121314232434

97 53 901 0304121314232 4314

98553 90203041213 142324314



Capitulo 4

Aprendizado de redes

bayesianas

Neste capitulo apresentamos o problema de aprender redes bayesianas e des-
crevemos um método desenvolvido por Nie et al. [I1] para resolvé-lo que é
baseado na amostragem de k-trees. Mostramos como a geragao uniforme de
k-trees desenvolvida no capitulo (3| foi utilizada nesse processo e comparamos

os resultados obtidos com os resultados de outros trabalhos.

4.1 Motivacao

Redes bayesianas sao modelos probabilisticos graficos que representam distri-
buigoes de probabilidade conjunta e sao usados para raciocinar em situagoes
com incerteza.

Formalmente [I1], seja N = {1,--- ,n} eseja X = {X; :7 € N} um con-
junto de variaveis aleatorias X; tomando valores em conjuntos finitos X;. Uma
rede bayesiana é uma tripla (X, G, 6), onde G = (V, E) é um DAG (que

chamamos de estrutura da rede bayesiana) cujos vértices correspondem a

30
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0o 01 ag | a
0,510, 0,510,5

o | ™
agp, Op 0,9 O,].
49,01 | 0,703
ai, Og 0,5 0,5
ai, 01 0,1 0,9
o [,
ap | 0,8 [ 0,2
a; | 0,210,8
Co C1
no | 0,9 0,1
ny | 0,110,9

Figura 4.1: Exemplo de rede bayesiana com distribuicoes de probabilidade
condicional.

varidveis em X e 0 = {0;(z;, x,)} é um conjunto de parametros numéricos es-
pecificando valores de probabilidade condicional 0;(z;, z,,) = P(z;|%,) para
todo vértice ¢ € V, valor z; € X; e atribuicao x,, para os pais m; de X; (em
G).

Um exemplo de rede bayesiana é mostrado na figura[4.1] As arestas codi-
ficam nossa intuicao sobre a forma como o mundo funciona: as performances
do aluno e do supervisor sao determinadas independentemente; a nota do
TCC (trabalho de conclusao de curso) depende desses dois fatores; a média
ponderada do aluno depende apenas da sua performance no curso; a carta
de recomendacao escrita pelo supervisor sobre o aluno depende da nota do

TCC.
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Redes bayesianas sao geralmente usadas para fazer inferéncias como com-
putar a probabilidade de alguma variavel depois que alguma evidéncia é ob-
servada. Por exemplo, uma rede bayesiana pode representar as relacoes de
probabilidade entre doencas e sintomas. Observados alguns sintomas, a rede
pode ser usada para computar a probabilidade da presenca das doengas.

Para dar um exemplo mais concreto, com a rede bayesiana mostrada na
figura pode-se modificar a crenca sobre a performance do aluno ou do

supervisor com base na nota do TCC.

Aprender uma rede bayesiana se refere ao processo de inferir a estrutura
(ou seja, o DAG) dela a partir de dados. Como mostra Chickering [6], este é
um problema NP-completo.

O aprendizado de redes bayesianas costuma servir para realizar inferéncias
em situagoes com incerteza. O artigo de Nie et al. [II] mostra que tais in-
feréncias sao NP-dificeis até mesmo aproximadamente e todos os algoritmos
conhecidos (exatos e comprovadamente bons) tém uma complexidade de pior
caso exponencial no treewidth.

Além disso, resultados empiricos sugerem que limitar o treewidth pode
melhorar a performance dos modelos e ha evidéncias de que limitar a tre-
ewidth da estrutura de uma rede bayesiana nao causa perdas significativas
na expressividade do modelo para conjuntos de dados reais (também visto
em [11]).

Por isso, estamos interessados em fixar k e aprender redes bayesianas cuja

estrutura tem treewidth limitado a k.

A fim de identificar o “melhor” DAG para um determinado conjunto

de dados, vamos supor que hé uma fungao de score s(G) que atribui uma
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pontuacao para cada DAG G em tempo constante. Segundo [10], as fungoes
de score costumam poder ser escritas como a soma de funcoes de score locais,

ou seja,

s(G) = si(Xn)-

ieN
Para cada variavel, sua pontuagao sé depende do seu conjunto de pais.

Ou seja, nosso problema é encontrar G* tal que

G* = arg masti(Xm),
G€Onk jen

onde G, ¢ o conjunto de todos os DAGs de treewidth nao maiores que k.

Mesmo esse problema é NP-dificil, como mostram Korhonen e Parviainen
[9]. Entretanto, o artigo [I1] mostra um método aproximado para aprender
redes bayesianas com treecwidth limitado que é baseado em amostrar k-trees
e encontrar DAGs cujo grafo moral é um subgrafo dessas k-trees.

Tal método funciona com dominios grandes e treewidth alto. No artigo
é mostrado empiricamente que ele tem um desempenho muito bom numa

colecao de conjuntos de dados publicos.

4.2 Aprendizado por amostragem de k-trees

A ideia para aprender um DAG por meio da amostragem de k-trees baseia-
se em, para cada k-tree T} amostrada, construir uma ordem parcial ¢ dos
vértices e fazer com que o DAG G seja consistente com ela e com Tj,.

Como explica [I1], ‘o restringe as ordenagoes topoldgicas validas para os
vértices de G” de forma que garante que ele nao tenha ciclos. Por outro lado,

fazer com que G seja subgrafo de T), garante que seu treewidth nao exceda k.
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Construimos a ordem parcial o a partir do enraizamento da k-tree num
k-clique qualquer. Primeiro, sorteamos uniformemente a ordem dos vértices
do k-clique raiz. A partir dele, visitamos os vértices da arvore na ordem da
busca em largura. Cada vértice que visitamos ¢ inserido num lugar aleatério
da ordem, que ¢é definido de forma uniforme. Determinado esse lugar, seleci-
onamos os melhores pais para ele dentre os vértices adjacentes predecessores
ja visitados e atualizamos os melhores pais dos vértices adjacentes.

O passo 3 do algoritmo de decodificacao de Dandelion Code em k-tree
apresentado na subse¢ao[3.2.2| percorre a drvore exatamente como gostarfamos
para construir uma k-tree de Rényi a partir de uma arvore caracteristica, o
que sugere que construamos o DAG diretamente a partir da arvore carac-
teristica.

O algoritmo de aprendizado fica como segue:

ALGORITMO PARA APRENDER ESTRUTURA
Entrada: ntimero de variaveis n, a treewidth desejada k e uma funcao de

score s; para cada i € [0,n)

Saida: um DAG Gmelhor

1. Inicializar G™°!'°" como um grafo vazio com s(G™hor) = —oo.

2. Repetir até atingir um determinado nimero de iteragoes:

(a) Gerar (Q,S5) € A} conforme segao

(b) Decodificar (@, S) na arvore caracteristica 7" usando o algoritmo

da subsecao |3.2.2

(c) Determinar uniformemente uma ordem pros vértices do k-clique
raiz (ou seja, os vértices correspondentes a ¢~!(v) para os vértices

ve{n—k+1,n—k+2, -+ ,n} correspondentes a raiz da k-tree
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de Rényi) e usar a fungao de score para calcular os melhores pais

para cada um deles entre os vértices que os precedem;

(d) Percorrer T' como no passo 3 do algoritmo a partir dos
vértices ligados ao k-clique raiz: para cada v, é sorteado um lugar
para ele em o e selecionado seu melhor conjunto de pais dentre os
vértices predecessores (em o) adjacentes ja visitados, assim como
sao atualizados os melhores pais dos vértices sucessores (em o)

adjacentes ja visitados;

(e) Se <Zie[o,n> 5i(Xno )> = 5(G) > s(G™or) atualiza G™ehor = @

4.3 Experimentos e resultados

O algoritmo descrito na secao foi implementado por Joao de Santana
Brito Juniorﬂ e seu cddigo, que faz uso da biblioteca para gerar k-trees que
foi desenvolvida no capitulo 3] estd disponivel em https://github.com/
britojr/bn.

Usamos essa implementacao para testar o aprendizado por amostragem
uniforme de k-trees com cinco conjuntos de dados reais contendo de 64 a

1556 varidveis. A tabela [4.]] descreve as caracteristicas de cada um deles.

Dataset n N
kdd 64 234954
tretail 135 29387
crb2 889 9100
bbc 1058 2225
ad 1556 3279

Tabela 4.1: Caracteristicas dos conjuntos de dados utilizados; n é o ntimero
de variaveis e N é o nimero de instancias.

'Aluno de mestrado orientado pelo Prof. Dr. Denis Deratani Maud. E-mail: [joa-
ojr@ime.usp.br
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Rodamos cada experimento 30 vezes num computador com processador

Intel Core 15 2.6GHz e SGB RAM.

A tabela mostra a média dos scores normalizados obtidos nos nossos
experimentos e os compara com os resultados obtidos no artigo de Perez e
Maud [12] para o Acyclic Selection Order-Based Search (ASOBS) com Best

First-Based initialization heuristic (BFT), uma abordagem de aprendizado

que tem resultados comparaveis ao estado da arte para dominios grandes.

k=4 k=10 Perez e Maua
Dataset  Max. Média Max. Média Max. Média
kdd 0,0755 0,0691 £+ 0,0022 0,1037 0,1007 £+ 0,0016 0,1468 0,1447 + 0,0007
tretail 0,0188 0,0156 £+ 0,0019 0,0289 0,0249 + 0,0017 0,0447 0,0444 + 0,0002
crb2 0,0203 0,0171 +£0,0011 0,0439 0,0333 £+ 0,0028 0,1617 0,1598 + 0,0010
bbc 0,0059 0,0054 + 0,0002 0,0128 0,0102 £ 0,0005 0,0777 0,0770 £+ 0,0004
ad 0,0448 0,0400 £+ 0,0023 0,0905 0,0781 £+ 0,0045 0,7114 0,7089 + 0,0013

Tabela 4.2: Performance do aprendizado de redes bayesianas por amostragem
de k-trees e comparagao dele com os resultados obtidos por Perez e Maua.

Embora a primeira vista a comparagao pareca ruim para o método por
amostragem de k-trees, é preciso observar que o método desenvolvido neste
trabalho aprende redes trataveis (i.e., com treewidth limitado) enquanto o
ASOBS nao limita esse parametro.

A diferenga de score normalizado entre k = 4 e k = 10 indica que quanto
mais aumentamos o treewidth mais préximos chegamos ao resultado de Perez
e Maua. Nas redes com menos variaveis, nos aproximamos mais rapido desse
valor, como mostra o resultado com o conjunto de dados kdd.

A diferenca entre a média e o valor maximo fornece uma ideia da difi-
culdade do problema. Quando média e maximo sao préximos, pode-se supor
que o problema ¢é facil no sentido de que gerar arbitrariamente uma k-tree e
encontrar um DAG compativel gera uma solucao razoavel. Esse nao parece

ser o caso dos nossos experimentos com o conjunto de dados ad, no qual o
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maximo estda bem distante da média até mesmo quando o desvio padrao é

levado em conta.



Capitulo 5

Conclusao

O principal produto deste trabalho de conclusao de curso é a biblioteca im-
plementada em Go para codificacao e geracao uniforme de k-trees em tempo
linear desenvolvida no capitulo [3| Os experimentos realizados no capitulo
mostram como essa biblioteca pode ser usada na pratica no aprendizado da
estrutura de redes bayesianas com treewidth limitado a partir da amostragem
de k-trees. O método usado é eficiente e funciona com grandes dominios e
limite alto de treewidth.

Aprendizagem computacional é uma area muito contemporanea e fértil,
cuja aplicagdo é cada vez mais difundida. Muitos dos conceitos estudados
aqui sao recentes e ainda pouco explorados. De fato, os dois principais ar-
tigos usados para embasar a codificacao de k-trees (Caminiti et al., [4]) e o
aprendizado de redes bayesianas por meio da amostragem de k-trees (Nie et
al., [11]) foram publicados em 2010 e 2014, respectivamente. O segundo res-
salta, na sua conclusao, que simultaneamente ao seu desenvolvimento foram
publicados independentemente outros trabalhos intimamente relacionados.

Uma extensao interessante deste trabalho seria estudar a geragao de

DAGs de treewidth limitado de maneira uniforme. A geracao uniforme de

38
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k-trees nao resolve esse problema, porque mais de um DAG pode ser gerado
a partir da mesma k-tree e um DAG ¢é a partial k-tree de mais de uma k-tree.
Até onde sabemos, nao ha trabalhos publicados nessa direcao.

Vale ainda ressaltar que se por um lado o artigo [I1] diz que “amostra-
gem uniforme € uma propriedade desejada, jd que garante uma boa cobertura
do espaco e € superior a outras op¢oes se nao hd informacdo prévia sobre o
espago de busca”, ha outras amostragens que podem ser testadas e compa-
radas em trabalhos futuros.

Com efeito, o artigo [I0], de 2015, diz que “amostragem uniforme gera
cada amostra independentemente e ignora totalmente amostras anteriores, o
que faz com que seja possivel que ela gere exatamente a mesma amostra duas
vezes, ou ao menos amostras que sao muito parecidas uma com a outra”.
Ele define e sugere que se use uma Distance Preferable Sampling que des-
carte amostras que sejam muito parecidas as geradas anteriormente durante
o processo de geracao.

Por fim, a linguagem escolhida para fazer as implementacoes, Go, se mos-
trou bastante satisfatoria. Embora nova, ela é bastante madura e acreditamos
que suas convengoes (destacadas no capitulo |1]) facilitem o reaproveitamento

futuro do cédigo desenvolvido.
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