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1 Introducao

O assunto abordado no Trabalho de Conclusao de Curso se enquadra na
area de Otimizacao Combinatoéria e diz respeito ao Problema da Bisseccao
Minima. Para definir o problema precisamente, seguem primeiro algumas
definicoes.

Seja G = (V, E) um grafo e B e W conjuntos de vértices de G, dize-
mos que (B,W) é um corte de Gse BU W = V(G)e BN W = .
Denotamos o nimero de arestas no corte (B, W) por largura do corte ou
por eq(B,W). O corte (B,W) é uma bissecgao se |B| = |W| quando |V|
é par, ou se ||B| — |W|| = 1 quando |V é impar.

O Problema da Bissec¢ao Minima consiste em, dado um grafo, encontrar
uma bisseccao no grafo de largura minima.

Sabe-se que o problema da bissec¢ao ¢ NP-dificil [3| e a melhor aproxima-
¢ao conhecida para o caso geral do problema tem razao O(lgn) [6], onde n
é o nimero de vértices do grafo. Por outro lado, sabe-se que, para arvores e
grafos que de uma certa maneira se assemelham a arvores, ha um algoritmo
polinomial de programacao dinamica para encontrar uma bisseccao minima,
proposto por Jansen, Karpinski, Lingas e Seidel [4].

Fernandes, Schmidt e Taraz tém interesse em entender a estrutura dos
grafos cuja bisseccdo minima tem largura grande, de modo a desenvolver
bons algoritmos de aproximacao para o problema ou identificar melhor as
classes de grafos onde o problema torna-se especialmente dificil. Para tanto,
eles tém feito estudos de certas questoes em arvores, em grafos que tém uma
estrutura semelhante as arvores, e também em grafos planares |1, 2|, para os
quais a complexidade do problema encontra-se em aberto.

Varios outros resultados sao conhecidos para o Problema da Bisseccao
Minima, porém este trabalho de conclusao de curso se concentrou no estudo
do problema em Aarvores.



2 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho foi o estudo, implementacao e anéalise de
um algoritmo recente, proposto por Fernandes, Schmidt e Taraz [1], para
encontrar uma bisseccao aproximadamente minima em &arvores de grau li-
mitado, denotaremos esse algoritmo por FST. A vantagem deste algoritmo
sobre o algoritmo de Jansen et al. [4], que encontra uma bissec¢ao de largura
minima, é que este tem um consumo de tempo linear, enquanto que o segundo
tem um consumo de tempo cibico no nimero de vértices da arvore. Imple-
mentamos também o algoritmo de Jansen et al., para fins de comparagao da
largura das bissec¢des produzidas pelo algoritmo FST.

Como ja mencionado, o algoritmo de Jansen et al. baseia-se em programa-
cao dinamica. Ja o algoritmo de Fernandes et al., para atingir um consumo
linear, utiliza técnicas bem conhecidas de percursos de arvore, como busca
em profundidade, bem como um rastreamento de informagoes mais cuida-
doso que permite que o processamento todo seja executado em tempo linear.
E um algoritmo mais refinado, dividido na implementacdo de uma série de
etapas menores.

Uma vez implementados os dois algoritmos, foi feita uma andlise da sua
performance em &rvores binéarias geradas aleatoriamente, e em arvores terna-
rias. Obtivemos instancias reais de um problema relacionado e as utilizamos
também no estudo experimental do algoritmo implementado.



3 Meétodo

O estudo do algoritmo de Fernandes et al. seguiu um roteiro de como a
implementacao foi feita, conforme a proposta do TCC. A linguagem escolhida
para a implementacgao foi C e os algoritmos implementados foram colocados
na pagina do gitHub. O roteiro consistiu em uma divisao da implementagao
do algoritmo em véarias etapas, que permitiu um melhor acompanhamento do
trabalho desenvolvido, e uma organizacao da forma de estudo. O algoritmo
encontra-se descrito em um documento longo |7] juntamente com a sua analise
tedrica. KEste documento serviu como base para o entendimento de cada
etapa, e de como a implementacao de cada etapa deveria ser feita para que
a implementacao obtida fosse de fato linear.

Reunioes frequentes foram feitas junto a supervisora para apresentar as
etapas ja implementadas, bem como para tirar davidas sobre as proximas
etapas ou detalhes da implementagdao. Em maio e junho, Tina Schmidt, uma
das autoras do algoritmo que foi implementado, visitou o IME, e a parte da
implementacao que estava pronta foi apresentada a ela, e algumas discussoes
foram feitas e em especial, a Tina conseguiu um conjunto de instancias reais
com [5] para usarmos em nossos experimentos.

Em paralelo ao estudo e desenvolvimento da implementacao, foram estu-
dados também dois artigos da literatura. Sao eles o artigo de Garey, Johnson
e Stockmeyer [3], que contém a prova de que o problema é NP-dificil, e o ar-
tigo de Jansen et al., que apresenta o algoritmo de programacao dinamica
para o problema em &arvores. Apoés a implementacao do algoritmo de Fer-
nandes et al., foi feita a implementacao do algoritmo de Jansen et al. e a
comparacao dos dois.



4 Definicoes

4.1 Conjunto [n]

Denotemos por {1,2,... n} o conjunto [n] .

4.2 Conjunto de vértices e arestas

Para um grafo G, denotamos seu conjunto de vértices por V(&) e seu conjunto
de arestas por E(G).

4.3 Grau de vértices

Em um grafo GG, o ntmero de arestas que incidem em um determinado vér-
tice v & chamado de grau de v e serd representado por graug(v). O grau
maximo, que é o grau de um vértice de maior grau em G, seré representado

por A(G).

4.4 Caminhos em arvores

Um caminho em uma arvore 7', de comprimento p, é uma sequéncia de vér-
tices vg, V1, . . ., Up—1,Vp Onde vi_1, Vi, € uma aresta para todo k = 1,2,...,p.
Como existe um tnico caminho que conecta quaisquer dois vértices vy e v,
em 7', chamaremos tal caminho em 7" de vy,v,-caminho.

4.5 Distancias entre vértices

A distancia entre dois vértices a e b de T' é representada por dist(a,b), e é
igual ao comprimento do a,b-caminho em T



5 Caminho maximo em arvores

5.1 Algoritmo que encontra um caminho méaximo

Um caminho maximo em uma arvore 7" é um caminho em 7' de compri-
mento mAaximo.

Encontrar um caminho méximo em uma arvore 1" = (V| F) é uma tarefa
computacionalmente simples que pode ser realizada em tempo O(n), sendo n
o nimero de vértices de T', ou seja, n = |V|. Primeiramente escolhe-se um
vértice arbitrario v € V e encontra-se um vértice yo mais distante de v.
Depois, repetimos o mesmo processo a partir de yg, encontrando um vértice xg
mais distante de yy. Para encontrar um vértice mais distante de algum vértice
dado, basta usar uma busca em largura. Feito isso, temos um caminho
méximo em 7: o tnico caminho que liga xy a yq.

5.2 Prova de funcionalidade do algoritmo

Lema 1. O xg,yo-caminho é um caminho mdzimo em T.

Demonstracao. Suponhamos que exista um outro caminho mais longo que
0 Xg,Yo-caminho e sejam x e y 0s seus extremos.

e Caso 1: O x,y-caminho e o xzg,yp-caminho nao possuem vértices em
comum.

Existe um a,b-caminho, de comprimento ¢ > 1, que conecta os dois
caminhos, possuindo assim apenas o vértice a no x,y-caminho e apenas
o vértice b no xg,yo-caminho.




Portanto, temos que dist(z,y) = dist(x,a) +  dist(a,y)
e dist(xg,yo) = dist(xo,b) + dist(b,yo).

Como o z,y-caminho é maximo, dist(z,y) > dist(xo,y), e isso implica
que dist(x,a) > dist(xg,b) + c.

Como xzy ¢é um vértice mais distante de o, te-
mos que  dist(zo,Yo) > dist(z,yo), que implica
que  dist(xo,b) > dist(x,a) + c. Logo temos

que dist(z,a) > dist(x,a) + 2¢, uma contradigao, visto que ¢ > 1.

Caso 2: O z,y-caminho e o0 xg,y-caminho possuem vértices em comum.

A intersecdo entre esses dois caminhos é um a,b-caminho de com-
primento ¢ > 0. Podemos assumir, sem perda de generalidade,
que dist(z,a) < dist(xz,b) e que dist(xg,a) < dist(xo,b), como na
figura abaixo. (Do contrério troque a por b e possivelmente x por y.)

()
&0 0@
()

Como x9 ¢ um vértice mais distante de gy, temos
que dist(zg,a) > dist(x,a). Por outro lado, como z é um vér-
tice mais distante de y, temos também que dist(z,a) > dist(xg,a), e,
portanto, dist(zg,a) = dist(x,a). Similarmente, como y é um vértice
mais distante de z, vale que dist(y,b) > dist(yo, b).

Agora consideremos o vértice v que foi escolhido arbitrariamente no
inicio do algoritmo, e seja v’ o vértice mais proximo de v no xg,yo-
caminho. Se v' # b, entdo, como yy € um vértice mais distante de v,

dist(v',yo) > dist(v',y) = dist(v',b) + dist(b,y)
> dist(v',b) + dist(b,yo) > dist(v', o),

o que implica que dist(v, o) = dist(v',y) assim
como dist(b,y) = dist(b,yo). Ou seja, dist(x,y) = dist(xg,yo). Resta
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analisar o caso em que v" = b (é um caso especial, dado que pode-se ter
arestas em comum entre v,v’-caminho e o y,b-caminho). Como y é um
vértice mais distante de z, temos que dist(v', y9) < dist(v',y). Como
¢ um vértice mais distante de 1o, temos que dist(xg,v") > dist(y,v’).

Finalmente, como gy, ¢ um vértice mais distante de v, vale
que dist(yo,v") > dist(zg,v").

Dessas trés desigualdades, concluimos
que dist(yo,v") = dist(y,v) = dist(xg,v") = dist(z,v’), onde a
tltima igualdade vale pois jA mostramos que dist(xg,a) = dist(z,a).

Assim sendo dist(xg,y0) = dist(z,y), completando a prova.

5.3 DiAmetro de um Grafo

Dizemos que o didmetro de um grafo conexo G é o comprimento de um
caminho méximo de G. Em outras palavras, o diametro pode ser definido
como:

diam(G) = max{dist(z,y) : xz,y € V(G)}.

Seja G um grafo nao necessariamente conexo, o didAmetro relativo de GG
¢ a razao entre o nimero de vértices de um caminho méaximo e o nimero
total de vértices de G. Este pode também ser representado por

Z (diam(G") + 1)

G’ componente conexa de G

V(G)]

diam™(G) =

Nota-se que para todo grafo G com V(G) # 0, temos
que 0 < diam*(G) < 1, pois haverd no minimo um vértice de G no
caminho méximo, e no méximo, todos os vértices de G.
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6 Lemas de cortes aproximados

Em [7], sdo apresentados trés lemas e seus respectivos algoritmos, que, dada
uma floresta G e um inteiro 0 < m < n, onde n é o nimero de vértices de G,
produzem cortes com algumas propriedades.

Abaixo reproduzimos os trés resultados de |7| que atestam as propriedades
dos cortes produzidos por estes algoritmos:

6.1 Lema do corte aproximado simples para arvores

Lema 2. Para toda drvore T com n wvértices e todo m € [n], erxiste um
corte (B,W) em T tal que % <|B| < meep(B,W)< A(T). Um corte

que salisfaz esses requisitos pode ser computado em tempo O(n).

Seja T uma Aarvore e r um vértice de 7. Assumiremos que a fun-
¢do CALCULA NUMERO_DE DESCENDENTES(T,r) devolve um ve-
tor que associa cada vértice de T" ao niimero de descendentes desse vértice
na arvore T, enraizada em r. Nota-se que essa func¢ao pode ser executada
usando uma busca em profundidade e toma tempo O(n).

Segue o algoritmo que encontra um corte com as propriedades descritas
no lema.

11



Algorithm 1: Computa corte aproximado em uma arvore

input : arvore T'= (V, E) com n vértices, m € [n] e uma raiz r
output: Um corte (B, W) tal que % <|B| < m

1 B« ()
2 if m = n then
3 ‘ B+ V;
4 else
5 d < CALCULA NUMERO_DE DESCENDENTES(T, r);
6 VT
7 while eziste descendente u de v com d[u] > m do
8 \ vV u;
9 end
10 if eziste descendente u de v com d[u] > % then
11 B+ T,
// T, & a sub-arvore enraizada em u
12 else
13 for cada filho u de v do
14 if |B +T,| < m then
15 ‘ B <+ BU Ty;
16 else
17 ‘ break;
18 end
19 end
20 end
21 end

22 return (B,V \ B)

Anailise do Algoritmo

Suponha que T = (V,E). E facil ver que se m = n, entdo os valo-
res B= V e W = () satisfazem as condig¢oes do lema, dado que eg(B, W)
sera 0. Isso pode ser computado em tempo O(n).

Caso contrario, é necessario escolher uma raiz arbitraria r para T e cal-
cular o ntiimero de vértices das sub-arvores enraizadas em cada um dos nos,
que é o numero de descendentes do n6. Isso serve para que saibamos a quan-
tidade de vértices das sub-arvores sem que precisemos percorrer todos os nos
das sub-arvores a cada consulta.

Feito isso, temos que v é o vértice analisado no momento e Vi, V5, ..., V}
sao as sub-arvores enraizadas nos k filhos de v. Se algum V; satisfi-
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m
zer o < |Vi] < m, podemos retornar a sub-arvore |V;| como sendo o

conjunto B, satisfazendo o Lema 2, dado que o corte serd 1. Caso contréario,
se |V;| > m para algum ¢, assumimos que v agora é a raiz de V; e aplicamos
novamente esse processo em v.

Nota-se que esse procedimento ird parar em algum momento, dado que a
arvore é finita, e ele parard quando encontrar uma sub-arvore que satisfaca
o Lema 2 (e essa sub-arvore serd o conjunto B) ou quando chegarmos numa

m

situagdo em que |V;| < — para todos os k filhos de v. Nesse ultimo caso,

sabemos que |[V1U VLU ...U Vi| > m, pois a sub-arvore enraizada em v possui
. ’ . 2 m

mais que m vértices. Sabemos também que |V;| < - bara todos os k filhos

de v. Com isso, percorremos os V; em ordem, e adicionamos V; ao conjunto B,
parando antes que |B| > m. Issonos dard ep (B, V\B) < graur(v) < A(T),

m
o que satisfaz o lema. Dado que |V;| < 5 para todo j, sabemos que

m

existe um 7 tal que 5} < ViU V,U ---U V| < m, pois a uniao das

sub-arvores enraizadas em v possui mais que m vértices e, para todo ¢ que
m

satisfaca |[V1U VoU - U V| < 5 temos que |[ViU VoU -+ U VU Vi | < m.

6.2 Lema do corte aproximado simples para florestas

Lema 3 ([7, Lemma 2|). Para toda floresta G com n vértices e todo m € [n],
existe um corte (B,W) em G tal que % <|B| < meeg(B,W)< A(G).

Um corte que satisfaz esses requisitos pode ser computado em tempo O(n).

Agora examinaremos como computar o corte descrito pelo lema. Nota-se
que essa ¢ uma adaptacao do algoritmo anterior, trocando arvore por floresta.

13



Algorithm 2: Computa corte aproximado simples em uma floresta

input : floresta G = (V, E) com n vértices e m € [n]
output: corte (B, W) tal que % <|B| < m

B« 0;

Sejam Vi, Vs, ..., V) 0os conjuntos de vértices das componentes conexas
de G,

3 fori=1—kdo

4 if |Vi| +|B| < m then
5 ‘ B+ BU V;

6 end
7
8

N e

else if |B| < m then
(B',W') « Algoritmol(G[Vi],|V;|,m — | B]);

, — | B
// Devolve o corte (B',W') em G[V;] com m — |B|

<|B|< m—|B|

(usando o Lema 2)

9 B+ BU B’
10 break;

11 end

12 end

13 return (B,V \ B);

Anailise do Algoritmo
Temos que Ty,Ts,...,T; sao as arvores de G. Primeiro percorre-
mos as arvores na ordem que compoem. Seja ¢ o maior inteiro tal

¢
que s = Z|V(ﬂ)| < m. Colocamos Ti,Ts,...,T, no conjunto B.
i=1

Caso s = m, temos |B| = m com eq(B,V \ B) = 0, o que satisfaz o

lema. Caso contrario, ao encontrar um corte (B’,W’) em T, que satis-
m—s
5 < |B'| < m—scomer, (B, W') < A(Ty41), e acrescentar B’ ao

+ s

faca

< |B| < mcom eq(B,W) = A(Tis1) < A(G).

Logo, depois de acrescentar B’ em B, teremos o corte (B, V \ B) que satisfaz
o lema, e podemos fazer isso utilizando o Lema 2.

Nota-se que, como a linha 2 pode ser feita usando uma busca em pro-
fundidade e as demais linhas envolvem verificar o tamanho das componentes
(que ja foi calculado na linha 2) e uma chamada ao Algoritmo 1, entao essa
operacao pode ser feita em tempo O(n), dado que todas as operagoes citadas
sao executadas em tempo linear.

. m
conjunto B, teremos
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6.3 Lema do corte aproximado
Lema 4 (|7, Lemma 3|). Para toda floresta G com n vértices, todo m € [n]
e todo ¢ € [0,1), existe um corte (B,W) em G tal que em < |B| < m

2
eeq(B, W) < [1 _CJ A(G). Um corte que satisfaz esses requisitos pode ser

2
computado em tempo O([l ¢ —‘n)
—c

Algorithm 3: Computa corte aproximado em uma floresta

1
input : floresta G = (V, E) com n vértices, m € [n], ¢ € (5, 1)
output: Um corte (B, W) tal que em < |B| < m
1
1if c < 5 then

2 (B, W) < Algoritmo 2(G,n,m) ;
// Devolve o corte (B,W) em G com %< Bl < m (usando o Lema
3)
3 B + B’;
4 else
5 B+ 0;
6 while |B| < ¢m do
7 (B, W') < Algoritmo2(G[V \ B],n — |B|,m — |B|) ;
// Devolve o corte (B',WW') em G[V \ B] com
m—2|B| <|B’| < m —|B| (usando o Lema 3)
8 B+ BU B
9 end
10 end

11 return (B,V \ B)

Analise do Algoritmo
Sabemos que se ¢ < 2 podemos aplicar o Algoritmo 2, dado que o resul-
tado nos dard um conjunto B’ tal que |B’| > % >cmeeq(B,W) < A(G).

Caso contrario, temos que B = (). Executaremos o Algoritmo 2, referente

ao Lema 3 diversas vezes para encontrar um corte (B', W’) em G[V \ B] tal
—|B
que mTH < |B'| < m — |B|, acrescentando o conjunto B’ a B em

cada uma das chamadas ao Lema 3. Fazemos isso até que |B| > c¢m seja

15



satisfeito. Nota-se que em algum momento |B| > ¢m ird ocorrer, pois a cada
vez que executamos o Algoritmo 2, acrescentamos pelo menos um vértice
em B, e |B| > m nunca ird ocorrer, pois o conjunto B’ obtido no Lema 3 é
tal que |B'| < m—|B]|. Logo, serdo adicionados no maximo m — | B| vértices
em B.

Verificaremos agora se o consumo de tempo e a largura do corte devolvido
pelo Algoritmo 3 satisfazem o que foi proposto no Lema 4.

Caso ¢ < 3 executamos o Algoritmo 2 uma nica vez, portanto o tempo
2c

¢ O(n), que equivale a O([1 Wn) Em relagdo a largura do corte, sera
devolvido o corte do Algoritmo 2 sem nenhuma modificagao, entao, sabe-

se que eq(B,W) < A(G). Provaremos agora que A(G) < [12_60-‘A(G).
2c

Como 0 < ¢ < 1, temos que 0 < 1 —ce 0 < 2¢, implicando em 0 < ] ,
—c
2c

—C

assim sendo, 1 < h W Portanto, como A(G) > 0, entdo temos

2c
que A(G) < [1 -‘A(G), satisfazendo assim as propriedades do Lema 4.
Caso contrario, ¢ > —. Como em todas as vezes que executamos
a linha 7 do Algoritmo 3, vale que |B| < ¢m, entdo também é valido
que m — |B| > (1 —= ¢)m. E como m — |B| ¢ o valor do m que pas-
saremos para o Algoritmo 2, sabemos que o conjunto B do corte devol-
: . m — |B :
vido terd mais que # vértices. Portanto, executaremos o Algo-
cm
ritmo 2 no méaximo [—W = { W vezes, dando, no total, um
(1 —-c)m l1—c
2

2
tempo O( {1 _C

cular o largura maxima do corte devolvido. Sabemos que o Algoritmo 2 seré

2c
chamado [1—W vezes, e para cada uma das vezes ele devolve um corte

-‘n) Usaremos essa mesma linha de pensamento para cal-
c

cuja largura maxima ¢ A(G), portanto, a largura méxima do corte devolvido

¢ {126 ]A(G).

—C
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7 Rotulacao dos vértices da arvore

Mais adiante, iremos nos referir a vértices com uma caracteristica especifica,
e para isso precisamos atribuir um rétulo numérico x € [n] distinto para
cada um dos vértices da arvore, onde n é o niimero de vértices da arvore T'.
Denotaremos o rotulo de um vértice v por rot(v).

Primeiramente, usaremos o método mencionado na secao 5 paracalcular
0 vp-vg-caminho, de comprimento p, que ¢ maximo em 7. Para todo vér-
tice v € V(vp-vg-caminho), teremos uma arvore T, € G\ E(vp-vg-caminho)
de modo que v € T,.

Dessa forma, teremos sub-arvores enraizadas nos vértices do caminho
méximo, como o mostrado na figura abaixo.

Temos que cada vértice contido no vg-v,-caminho receberd uma rotulagao
de forma que:

o rot(v;) > rot(v;) para todoi < je

o rot(vi—1) < v < rot(v;) para todo vértice v’ contido na sub-arvore
enraizada em v;.

7.1 Descricao do algoritmo de rotulacao

Essa rotulacao pode ser obtida facilmente manipulando a lista de adjacéncia
e em seguida, usando uma busca em profundidade. Ambas as agoes sao exe-
cutadas em tempo linear, entdo pode-se rotular uma arvore em tempo O(n).

Para cada vértice v; contido no v;-v,-caminho, percorremos a sua lista
de adjacéncia e quando encontrarmos o vértice v;_1, colocamos ele no inicio
da lista. Dessa forma, quando aplicamos uma busca em profundidade nessa
arvore, usando o v, como raiz, a busca descerd primeiro pelos vértices do
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caminho maximo e atribuird a rotulagao somente quando terminar de ver
todos os vértices filhos, garantindo assim que para todo r € {1,...,p},
temos que rot(T,,) < rot(v;) e rot(v;) > rot(vi_1).

i

7.2 Mapeamento dos rétulos de vértices

Vamos definir agora as fun¢des que mapeiam um vértice em outro, utili-
zando a rotulagdo como base. Chamaremos de map;, a fungao que de-
volve 0 m-ésimo proximo vértice e, de map,, a funcao inversa da primeira,
sendo assim ela devolve o m-ésimo vértice anterior. Dessa forma, pode-
mos ver que, seja v um vértice, map; (rot(v)) = (rot(v) + m) mod n
e map,, (rot(v)) = (rot(v) — m) mod n.

Para facilitar, identificaremos os vértices pelos seus rotulos. Sendo
assim, temos que para um vértice v, map}(v) = (v + m) modn
e map, (v) = (v — m) mod n como uma simplificagdo das fungdes enunci-
adas anteriormente.

Nota-se que para todo m € [n], caso n > 2, se existe um v tal que v € wvp-
vi-caminho e map;: (v) € wvg-vg-caminho, entdo existe um corte (B, W) € T,
tal que B = {v+1,0+2,..., v+m},com |B| = meep(B,W) < 2 < A(T).
Isso pode ser visto na figura abaixo.

m vértices

Caso contrario, n < 2. E facil ver que todos os vértices da arvore
estardo no caminho maximo, portanto, para qualquer m € [n], teremos um
conjunto B tal que |B|=meep(B,W) < |E(T)|= n—1= A(T) <2,
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7.3 Lema do corte em arvores de caminho longo

Futuramente usaremos os resultados do lema abaixo na prova de um dos
teoremas.

Lema 5 (|7, Lemma 5|). Para toda drvore T com n vértices, diam*(T") >

SI\DI»—

e para todo m € |[n], existe um corte (B,W) em T com |B| =
e er(B,W) < 2. Um corte que satisfaz esses requisitos pode ser compu-
tado em tempo O(n).

Podemos ver que a funcao mapj (x) é injetora, dado que numa soma,
elementos distintos do dominio tem imagens distintas.

Uma arvore com a propriedade diam*(T") > 5 é uma arvore cujo caminho

maximo contém mais que a metade dos vértices da arvore, o que nos leva ao

fato de que existem mais vértices no caminho maximo do que fora dele.
Como o mostrado anteriormente, se um vértice v mapeia um vértice v’

e ambos estdo no caminho maximo, entdo existe um corte (B,W) em T

1
com ep(B,W) < 2. Dado que diam*(T) > 3 © usando o fato de

que map;’ () ¢ uma func¢ao injetora e que existem mais vértices no caminho
méximo do que fora dele, temos que pelo menos um vértice do caminho mé-
ximo ir4 mapear outro vértice do caminho maximo. Isso ocorre porque todos
os vértices mapeiam algum outro vértice, e ndo temos um nimero suficiente
de vértices fora do caminho maximo para serem mapeados por todos os vérti-
ces do caminho méximo, entao algum vértice do caminho méximo vai acabar
mapeando outro do caminho maximo, e assim, obtemos um corte (B, W),
com er(B,W) < 2, como o descrito na subse¢ao anterior.

Um algoritmo que encontra corte desse tipo, em arvores com essa propri-
edade, ir& percorrer os vértices do caminho maximo e verificar se algum deles
mapeia um vértice do caminho maximo. Isso pode ser feito em tempo O(n)
se for mantido um vetor binario que indica se cada um dos vértices esta ou
nao no caminho méaximo.
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8 Algoritmo da dobra do didmetro

8.1 Teorema da dobra do diAmetro

Teorema 1 (|7, Theorem 4]). Para toda drvore T com n > 3 vértices e
todo m € [n|, o conjunto de vértices de T pode ser particionado em trés
partes B, W e S tal que vale um dos sequintes itens:

1. |Bl=m,S=0, eer(B,W) <2, ou

3

_ 2-A(T)

2. Bl <m < |B]+S], com 0 < [S] < 5, er(B,W,S) < diam*(T)’

2
e diam*(T'[S]) > 2diam*(T).

Uma particao (B,W,S) que satisfaz 1 ou 2 pode ser computada em
n

tempo O(W*(T)

8.2 Algortimo da dobra do diAmetro

Algorithm 4: Insercao do n6 n na arvore binéria de busca

input : arvore T com n vértices e m € [n]
output:
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9 Algoritmo FST para bisseccao

9.1 Teorema do corte exato

Lema 6. Para toda drvore T com n > 2 vértices e toda aresta e = {vy, va}
em T, tal que vy,vy € V e graur(vy) = graur(ve) = 1, temos que A(T) =
A(T Ue).

Demonstra¢ao. Como n > 2 vértices, entdo temos que A(7) > 2. Sabemos
que ao adicionar e em 7T, o grau de vy e v9 passara a ser 2, e os demais vértices
nao terao o grau alterado.

Seja v um vértice de T tal que graur(v) = A(T) < 2, dado
que graur(vy) = graur(vy) = 1 sabe-se que v # vy e v # vy, 0 que leva
a graurye(v) = graup(v) = A(T).

Dessa forma, temos que

A(T U e) = max{graurye(vy), graupue(v) }
= max{2, graury.(v)}
= graupye(v)
= graur(v)
= A(T)

Teorema 2 (Teorema do corte exato |7, Theorem 6|). Para todo i € N,

toda drvore T com n vértices e diam*(T) > 50 € todo m € [n], existe um
corte (B,W) em T com |B| =m e ep(B,W) <4-2"- A(T). Um corte que
n

satisfaz esses requisitos pode ser computado em tempo O(

G T

Demonstracao. Utilizaremos indugdo para provar o Teorema 2 (nao levare-
mos em conta o tempo de execugao agora).
Primeiramente, temos que diam*(T") < 1, como o mostrado na se¢ao 5.3.
Sendo assim, sabe-se que © > 1, logo ¢« = 1 sera a base utilizada na inducao.
Caso base, i = 1. Para todo n < 2, sabe-se que |E(T)| = A(T), e
nesse caso, ep(B,W) < |E(T)| = A(T) < 4-2'- A(T). Paran > 2 te-

mos que diam*(T) >

<
1
2 logo, podemos utilizar o Lema 5 para obter um
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corte (B, W) com ep(B,W) < 2 < 4-2". A(T). Portanto, esse teorema é
valido para i = 1.

Caso © > 2. Provaremos que esse teorema vale para ¢, assumindo que ele
¢é véalido para ¢ — 1. De modo semelhante ao caso anterior, para n < 2, temos
que ep(B,W) < |E(T)| = A(T) < 2-2°- A(T). Porém, se n > 2, podemos
utilizar o Teorema 1, que nos devolveré cortes do tipo 1 ou 2.

e Se for do tipo 1, teremos |B| =m e er(B,W) <2 <2-20- A(T).

e Se for do tipo 2, podemos obter um corte (B', W', S’) tal que |B'| =m

ou |B'| <m < |B'|+]|S'| com ep(B', W', S") < % < 2:20.A(T).
Se |B'| = m, temos entdo as propriedades do corte desse teorema.

Caso contrario, |B'| < m < |B'| +]5'|, o que nos leva a 0 < m — |B’|
|S’|. Pelas propriedades do Teorema 1, sabemos que diam*(T[S’])
2 - diam*(T) > % Como 0 < m — |B'| < |5 e diam*(T[5"])
L podemos usar o Teorema 2 em T'[S] com m valendo m — |B'| e i

2i—1 ’
valendo 7 — 1.

IV IA

V

Porém, existem casos onde o conjunto S’ retornado pelo Teorema 1
nao é conexo, pois, de acordo com o Algoritmo 4, S’ pode se dividir em
duas componentes, uma no comeco e outra no fim do caminho maximo,
como o mostrado na figura abaixo.

@xz Qx@

Como o Teorema 2 se trata de arvores, precisamos tornar S’ conexo de
forma a nao alterar o A(7). Sabemos que se adicionarmos uma aresta e
em T, que liga o primeiro ao tiltimo vértice do caminho maximo, en-
tao S’ serd conexo. Diremos que 7" =T Ue.

S S

Nota-se também que em ambas as componentes de S’, temos que o
caminho méaximo de cada uma é a intersecao entre o caminho maximo
de T' e a componente. Logo, se adicionando e, teremos um caminho mé-
ximo em S’ e preservaremos, em parte, o caminho maximo de 7. Além
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disso, de acordo com o Lema 6, teremos que A(T) = A(T”), ja que e co-
nectard dois vértices extremos do caminho maximo, que possuem grau
um. Podemos, entdo, passar a arvore T'[S’] para o Teorema 2, sem nos
preocupar com a modificacao do grau maximo.

Como assumimos que o Teorema 2 vale para ¢ — 1, entao existe um
corte (B”,W”") tal que |B"| = m — |B'| e epig(B",W") < 4.21.
A(T'[S]) <4-271 A(T).

Dessa forma, sabemos que existe um corte (B, W) tal que B = B'UB”
e W=V(T)\ B, sendo que |B|=|B'|+m— |B|=me
er(B,W) < er(B' W', S") + erig(B", W")
<220 A(T)+4-271 A(T)
<22 A(T)+4-271 A(T)
<4-2"-A(T)

provando assim que o Teorema 2 é valido para i partindo do pressuposto
de que ele vale para ¢ — 1. Logo, temos que o Teorema 2 é valido para

todo i € N.
]
9.2 Algoritmo do corte exato
Seja T = (V,E) uma arvore e v;,v, € V. Assumimos que a funcdo

COMPUTA _CAMINHO MAXIMO(T) devolve um vetor contendo os vér-
tices do caminho maximo, de acordo com a ordem que aparecem no caminho,
isso pode ser feito em tempo O(n), como o descrito na sec¢ao 5.

Segue o algoritmo que encontra um corte que satisfaz as propriedades do
Teorema 2.
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Algorithm 5: Computa corte exato em uma arvore

input: arvore T' = (V, FE) com n vértices e m € [n]

outp : corte (B, W) tal que |B| =m

B+ 0;

S'—V;

raiz <— um vértice arbitrario de T

while |B| < m do
P« COMPUTA_CAMINHO MAXIMO(T[S'));
(B, W' S"), raiz] «+ Algoritmod(T'[S], |S'|, m — |B|, P, raiz);
B+ BUB';

end

return (B,V \ B);

© 00 N o oA W N =

Anailise do Algoritmo

No algoritmo, temos que transformar o conjunto de vértices S’ em um
grafo. Poderiamos fazer isso verificando todas as arestas que ligam dois vér-
tices de S’ e colocar no grafo, mas podemos fazer isso no Algoritmo 4 de
forma mais eficiente. Sabemos que no Algoritmo 4, analisamos os vértices
de S" que se ligam a vértices de V(T') \ S’. Portanto, podemos usar uma
marcacdo para indicar que as arestas que ligam S e V(T) \ S estdo inati-
vas, tornando S’ uma componente conexa isolada. Isso pode ser feito em
tempo O(1). O Algoritmo 4 também devolvera algum vértice de S’ que sera
usado como raiz na proxima interacao do Algoritmo 4.

Acrescentar a aresta e, como o descrito no Teorema 2 também pode ser
feito de forma mais simples no Algoritmo 4, que assim como
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10 Complexidade do problema da bisseccao

Nesta secao veremos duas reducoes que provam que o problema da bisseccao
minima é NP-Completo, assumindo que o problema Max Sat2 é NP-completo.

Primeiramente, vamos definir alguns problemas para facilitar a compre-
ensao das reducoes.

Problema 1 (Max Sat2 - Satisfatibilidade méxima com no méaximo duas
literais por clausula [3|). Dadas p cldusulas na forma disjuntiva distintas,
com no mazrimo duas literais cada, e um inteiro k < p, encontrar valores para
cada uma das literais, de forma que k ou mais varidveis sejam verdadeiras.

Problema 2 (Simple Max Cut - Corte Maximo Simples ). Dado um
grafo G(V, E), onde cada uma das arestas tem peso 1, e um inteiro posi-
tivo W < |E|, encontrar um corte (T, F) em T tal que eq(T, F) > W.

10.1 Reducao Max Sat2 para SimpleMaxCut

Temos um problema Max Sat2 e precisamos transformar a sua solugao na so-
lugdo do problema Simple Max Cut. Para isso vamos definir alguns conceitos
referentes ao problema Max Sat2:

e p = numero de clausulas
e n = namero de varidveis

Primeiramente, vamos definir essa reducao para depois explicar o porqué
ela funciona. A redugdo consiste em criar um grafo G = (V, E), de acordo
com uma entrada para o problema Max Sat2. Segue o conjunto de vértices
e arestas de GG, respectivamente.

V={x;:1<i<n}
{z;:1<i<n}
{T;: 0 <j <3p}
{F;:0<j<3p}
{tij:1<i<n,0<j<3p}
{fij :1<1<n,0<5 < 3p}

CcC C Cccc
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Ey={{T;,F;}:0<i<3p,0<j<3p} U
Htij, fis} :1<i<n,0<5 < 3p}
H{zi, fis} 1 <i<n,0< 5 < 3p} U
{7, ti;} 1 <i<n,0<5<3p}

-

E para cada uma das p clausulas da forma C; = (a; V b;), temos também
as arestas a seguir.

Ey ={{a;,bi} : 1 <i < p,a; # bi} U
Hai, Foia} 1 <i <p} U
{H{bi, Fai} 1 1 <i < p}
Dessa forma, temos o grafo G = (V, E'), com E = E; U E,. Segue abaixo

um exemplo de como ficaria G sendo gerado por uma clausula do tipo (z; V
T3). As arestas de Fy estao representadas pela cor vermelha.
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Se encontrarmos um corte (T, F) em G tal que eq(T, F) > |Ai| + 2 - k,
entao teremos que, para todo vértice do tipo z;, se x; € T, a variavel que
ele representa serd verdadeira, ja se x; € F, a variavel que ele representa
serd falsa. Tendo que as variaveis possuem os valores conforme o que foi dito
anteriormente, k£ ou mais clausulas serao verdadeiras.

Explicacao:

Mostraremos agora que para todas as entradas do problema Max Sat2,
existe uma solucao da sua reducao para o problema Simple Max Cut. Para
isso, vamos supor que ja temos um conjunto de valores para as variaveis do
problema Max Sat2 de forma que k& ou mais clausulas sejam verdadeiras.

Sabemos que existem no maximo 2p arestas do tipo {z;, F;} ou {7, F;}.
Dado que 2p < 3p+1, que as fungoes f(i) =2-i—1e g(i) = 2-7 tém imagem
impar e par, respectivamente, e ambas sao injetoras, portanto, temos que
cada F; se liga a apenas um vértice do tipo x; ou ;.

Definiremos agora os vértices contidos nos subconjuntos 7" e F' de G.
Suponhamos que para todo i € [0,3p], T; € T e F; € F eparatodo j € [1,n]e
k € [0,3p], x; pertence ao mesmo subconjunto que ¢, e ambos ndo pertencem
ao mesmo subconjunto que 7; e que fj;. Assim sendo, temos que todas as
arestas de E estao no corte (7, F'). Suponhamos também que se a variavel x;
é verdadeira, entao, o vértice x; estd em 7', e se mantermos as propriedades
que foram citadas anteriormente, isso nao afetara o fato de todas as arestas
de E; estarem no corte (7, F'). Portanto, assumiremos inicialmente que essa
¢ a disposicao dos vértices nos subconjuntos 7' e F'.

Temos que, em uma clausula C; = (a;,b;), ou apenas uma das literais é
satisfeita, ambas sao ou nenhuma delas é.

1. Se apenas uma das literais é satisfeita, temos que, das arestas formadas
pela clausula C;, duas estao no corte (7, F) e uma esté fora.

2. Se as duas literais sao satisfeitas, também teremos duas arestas no
corte (T, F') e uma fora.

3. Ja no caso de nenhuma literal ser satisfeita, nenhuma dessas arestas da
clausula estara no corte (T, F').

Podemos ver isso de forma mais clara na imagem a seguir.
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© vértice de F — aresta € (T, F)
O vértice de T aresta & (T, F)

Sabe-se que temos 2k ou mais arestas de E; que estao no corte (T, F),
pois, para cada uma das k clausulas verdadeiras, teremos duas arestas de E;
no corte, como o mostrado anteriormente.

Se houvesse alguma aresta duplicada (duas arestas que ligam os mesmos
vértices), teriamos um problema na contagem de arestas dentro e fora do
corte. Isso poderia ocorrer no caso de duas clausulas serem idénticas, C; =
C; = (a;,b;). Isso faria com que houvesse uma aresta duplicada entre os
vértices a; e b;, mas isso nao acontece, dado que no enunciado é assumido
que as clausulas sao distintas. Também nao ha o problema de dois vértices
estarem em clausulas diferentes, dado que para cada clausula, os vértices
se ligam a um F; diferente. E mesmo se repetirmos as variaveis na mesma
clausula, cada elemento da clausula se ligard a um F; diferente.

Mostramos que existe uma solucao, em Simple Max Cut, para todas as
entradas do problema MaxSat2 reduzidas para Simple Max Cut, de forma
que a solucao do Simple Max Cut leva a uma solucao de Max Sat2. Agora
mostraremos que qualquer solugao obtida em uma reducgao para Simple Max
Cut levara a uma solucao de Max Sat2.

10.2 Reducao SimpleMaxCut para Bisseccao

11 Algoritmo de Jansen 11
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12 Geracao de arvores binarias aleatoérias

Nesta secao falaremos sobre o gerador de arvores binarias aleatorias, um dos
tipos de arvores que foi utilizado nos testes do algoritmo FST.

As arvores bindarias aleatOrias sdao arvores com um ntmero pré-definido
de vértices, que sao construidas aleatoriamente e onde cada né possui no
méximo dois filhos.

O gerador recebe um inteiro n e cria um vetor permutado aleatoriamente
com valores de 0 a n — 1. Depois, constréi uma arvore binaria de busca
e vai inserindo os noés de acordo com a ordem dada pelo vetor. Isso leva
tempo O(n?), dado que a inser¢ao na arvore binaria de busca leva tempo
linear para cada um dos n nos.

Segue abaixo o algoritmo do gerador.

Algorithm 6: Insercao do né n na arvore binéaria de busca
input : raiz r da arvore e né n
output:

1 if n.chave > r.chave then

2 if r.right = NULL then
3 ‘ r.right < n;

4 else

5 | Algoritmo 6(r.right, n);
6 end

7 else

8 if r.left = NULL then

9 ‘ r.left < n;

10 else

11 ‘ Algoritmo 6(r.left, n);
12 end

13 end
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Algorithm 7: Gerador de arvores binarias aleatorias

I S =T S - TR VI

input : inteiro n
output: raiz da arvore binaria aleatoria gerada

// Aleatoriza vetor
fori=0—-n—1do
| ofi] i
end
fori=n—1—1do
indice <~ RANDOM(0...7);
v[indice] <> v[il;
end

// Insercgdo dos elementos do vetor na arvore bindria de busca

8 raiz.chave < v|0];
9 fori=1—-n—-1do

10
11
12
13

new no.chave < vlil;
Algoritmo 6(raiz, no);
end

return raiz;

Nota-se que numa arvore desse tipo, em grande parte dos casos, a maioria

dos noés estara presente no caminho mais longo. O que favorece um pouco o
algoritmo FST.

13 Experimentos computacionais 13

13.1 Arvores Binarias Aleatorias

13.2 Arvores Balanceadas

13.3 Arvores de Caminho Longo
14 Conclusoes 14
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