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Resumo

Este trabalho de conclusao de curso consistiu no estudo e imple-
mentagao de um algoritmo linear que, dado uma arvore, produz uma
bissecgao de largura controlada. Em especial, para arvores de grau
limitado por uma constante, o algoritmo é uma aproximagao para o
problema da bisseccao minima. Este algoritmo faz parte da tese de
doutorado de Tina Janne Schmidt, da Technische Universitdt Miin-
chen. O trabalho inclui a analise da corregao e de consumo de tempo
do algoritmo, que envolve uma série de resultados, bem como um es-
tudo experimental do algoritmo. Para esse estudo, foi implementado
também o algoritmo de Jansen, Karpinski, Lingas e Seidel, que pro-
duz uma bisseccao minima, especializado para arvores. Além disso, o
trabalho inclui ainda resultados de complexidade computacional para

o problema da bissec¢ao minima.
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Parte 1
Parte Objetiva



1 Introducao

O assunto abordado neste trabalho de conclusao de curso (TCC) se enquadra
na area de Otimizacao Combinatoria e diz respeito ao Problema da Bissec¢ao
Minima. Para definir o problema precisamente, seguem primeiro algumas
definicoes.

Seja G = (V, E) um grafo e B e W conjuntos de vértices de G. Dizemos
que (B,W) é um corte de Gse BUW =V e BNW = (). Dizemos também
que uma aresta e de GG esta no corte (B,W) se e tem uma ponta em B e
outra em W. Denotamos o niimero de arestas no corte (B, W) por largura
do corte ou por eg(B,W). O corte (B, W) ¢ uma bissecgao se |B| = |W|
quando |V é par, ou se ||B| — |W|| = 1 quando |V| é impar.

O Problema da Bissec¢ao Minima consiste em, dado um grafo, encontrar
uma bisseccao no grafo de largura minima.

Sabe-se que o Problema da Bissecgao Minima é NP-dificil [5] e a melhor
aproximagao conhecida para o caso geral do problema tem razao O(lgn) [9],
onde n é o numero de vértices do grafo. Por outro lado, sabe-se que, para
arvores e para grafos que se assemelham a arvores, ha um algoritmo polino-
mial para encontrar uma bissec¢ao minima, proposto por Jansen, Karpinski,
Lingas e Seidel [6].

Um melhor entendimento da estrutura dos grafos cuja bissec¢ao minima
tem largura grande pode ajudar no desenvolvimento de bons algoritmos de
aproximagcao para o problema ou ajudar na identificagao de classes de grafos
onde o problema torna-se especialmente dificil. Para tanto, certas questoes
tém sido estudadas em arvores, em grafos que tém uma estrutura semelhante
as arvores, e também em grafos planares [3, 4], para os quais a complexidade
do problema encontra-se em aberto.

Vérios outros resultados sao conhecidos para o Problema da Bissecgao

Minima, porém este TCC se concentrou no estudo do problema em arvores.

1.1 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é o estudo, implementagao e analise de

um algoritmo recente, proposto por Fernandes, Schmidt e Taraz [3], para
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encontrar uma bissec¢ao aproximadamente minima em arvores de grau limi-
tado. Denotaremos esse algoritmo por FST.

A vantagem do algoritmo FST sobre o algoritmo de Jansen et al. [6], que
encontra uma bissec¢ao de largura minima, é que este tem um consumo de
tempo linear, enquanto que o segundo tem um consumo de tempo ctbico
no nimero de vértices da arvore. Implementamos também o algoritmo de
Jansen et al., para fins de comparacao da largura das bissec¢oes produzidas
pelo algoritmo FST.

O algoritmo de Jansen et al. baseia-se em programacao dindmica. J& o
algoritmo FST é mais refinado. Para atingir um consumo de tempo linear,
ele utiliza técnicas bem conhecidas de percursos de arvore, como busca em
profundidade, bem como um rastreamento de informacoes mais cuidadoso
que permite que o processamento todo seja executado em tempo linear.

Fizemos uma analise da performance do algoritmo FST em &arvores bina-
rias geradas aleatoriamente, em arvores ternarias completas e, em arvores de
caminho longo. Também obtivemos instancias reais de um problema relaci-

onado e as adaptamos para utilizd-las no nosso estudo experimental.

1.2 Meétodos

O estudo do algoritmo FST seguiu um roteiro de como a implementa-
cao foi feita, conforme a proposta deste TCC. A linguagem escolhida
para a implementacao foi C e os algoritmos implementados foram colo-
cados na pagina do gitHub em https://github.com/karinaawoki/TCC e
https://github.com/karinaawoki/jansen_arvores. O roteiro consistiu
em uma divisao da implementagao do algoritmo em varias etapas, que permi-
tiu um melhor acompanhamento do trabalho desenvolvido, e uma organiza-
¢ao da forma de estudo. O algoritmo encontra-se descrito em um documento
longo [10] juntamente com a sua analise teérica. Este documento serviu como
base para o entendimento de cada etapa, e de como a implementacao de cada
etapa deveria ser feita para que o consumo de tempo fosse de fato linear.

Reunioes frequentes foram feitas junto a supervisora para apresentar as



etapas ja implementadas, bem como para tirar dividas sobre as proximas
etapas ou detalhes da implementacao. Em maio e junho, Tina Schmidt,
uma das autoras do algoritmo que foi implementado, visitou o IME-USP, e a
parte da implementagao que estava pronta foi apresentada a ela, e algumas
discussoes foram feitas. Em especial, a Tina conseguiu um conjunto de ins-
tancias reais com Steffen Borgwardt, feitas por Kampeier [7], para usarmos
em nossos experimentos.

Em paralelo ao estudo e desenvolvimento da implementacao, foram es-
tudados também dois artigos da literatura: o artigo de Garey, Johnson e
Stockmeyer [5] que contém a prova de que o Problema da Bissecgao Minima
¢ NP-dificil, e o artigo de Jansen et al. [6] que apresenta o algoritmo que
resolve o problema em arvores. Apo6s a implementacao do algoritmo FST, foi
feita a implementagao do algoritmo de Jansen et al. e o estudo experimental
do algoritmo FST.

2 Definicoes

Para um grafo GG, denotamos seu conjunto de vértices por V(G) e seu conjunto
de arestas por E(G).

O nimero de arestas que incidem em um determinado vértice v de G
¢ chamado de grau de v em G e é representado por graus(v). O grau
maximo, que é o grau de um vértice de maior grau em G, é representado

por A(G).

Um caminho em G ¢ uma sequéncia de vértices vg,v1,...,0p—1,0)
onde vg_1,v; € uma aresta de G para todo k=1,2,...,p. O ntmero p é

o comprimento do caminho.

Um caminho maximo em G é um caminho em G de comprimento ma-
ximo. O comprimento de um caminho méaximo em G é o diAmetro de G, e
¢ denotado por diam(G).

Seja G um grafo nao necessariamente conexo. O didmetro relativo

de G é a razdo entre o numero de vértices de um caminho méaximo de G e o



numero total de vértices de G. Este pode também ser representado por

Z (diam(G") + 1)
. G’ componente conexa de G

diam™(G) = VG

Note que 0 < diam*(G) < 1 para todo grafo G com V(G) # (), pois ha
pelo menos um vértice de G num caminho méaximo de G, e no maximo todos

os vértices de G num caminho maximo de G.

Em uma arvore T, existe um tnico caminho que conecta quaisquer dois

vértices x e y. Chamaremos tal caminho em 7" de x, y—caminho.

A distancia entre dois vértices x e y de T é representada por dist(z,y),

e é o comprimento do z, y—caminho em 7.

Denotamos por [n] o conjunto {1,2,...,n}.

3 Caminho maximo em arvores

Um dos passos do algoritmo FST é a determinagao de um caminho ma-
ximo em uma arvore. Encontrar um caminho maximo em uma A&r-
vore T = (V, E) é uma tarefa computacionalmente simples que pode ser rea-
lizada em tempo O(n), sendo n o ntmero de vértices de T', ou seja, n = |V|.

Primeiramente escolhe-se um vértice arbitrario v € V' e encontra-se um
vértice 1o mais distante de v em T. Depois, repetimos o mesmo processo a
partir de yg, encontrando um vértice xy mais distante de yy em 7.

Para encontrar um vértice mais distante de algum vértice dado, basta
usar uma busca em largura em 7T'. Feito isso, como demonstraremos a seguir,

temos um caminho maximo em 7: o x, yp—caminho.

Lema 1. O xg,yp—caminho é um caminho mdzimo em T.



Demonstra¢ao. Suponha que exista um outro caminho mais longo que
0 X, Yyo—caminho e sejam x e y os seus extremos.

Caso 1: O x,y—caminho e o zg, yp—caminho nao possuem vértices em
comum.

Existe um a,b—caminho em 7', de comprimento ¢ > 1, que conecta os
dois caminhos, com apenas o vértice a no x,y—caminho e apenas o vértice b

no o, Yyp—caminho.

Como estamos em uma éarvore, dist(x,y) = dist(z,a) + dist(a,y)
e dist(zg, yo) = dist(zg, b) + dist(b,yp).  Como o z,y—caminho é ma-
ximo, dist(x,y) > dist(z,y), e isso implica que dist(z,a) > dist(xg,b) + c.

Temos que dist(zo, yo) > dist(z,y9), pois zp é um vértice mais dis-
tante de yo e isso implica que dist(xg,b) > dist(z,a) +c¢. Logo temos

que dist(x, a) > dist(z, a) + 2¢, uma contradigao, visto que ¢ > 1.

Caso 2: O x,y—caminho e o zg, yp—caminho possuem vértices em co-
mum.

A interse¢do entre esses dois caminhos é um a,b—caminho de
comprimento ¢ > 0. Podemos assumir, sem perda de generalidade,
que dist(z,a) < dist(x,b) e que dist(zg,a) < dist(xg,b), como na figura se-

guinte. (Do contrario troque a por b e possivelmente x por y.)
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@@@@@@@

Temos que dist(xg,a) > dist(z,a), pois xy é um vértice mais distante

de yo. Por outro lado, como z ¢ um vértice mais distante de y, temos também
que dist(z, a) > dist(xo, a) e, portanto, dist(zg, a) = dist(z, a). Similarmente,
como y é um vértice mais distante de x, vale que dist(y, b) > dist(yo, b).
Agora consideremos o vértice v que foi escolhido arbitrariamente no ini-
cio do algoritmo, e seja v’ o vértice mais proximo de v no xg, yo—caminho.

Como yg é um vértice mais distante de v,

dist(v', ) > dist(v',y) = dist(v, b) + dist(b, y)
> dist(v', b) + dist(b, yo) > dist(v", yo),

o que implica que dist(v',yy) = dist(v',y) e dist(b,y) = dist(b,yo). Ou
seja, dist(z,y) = dist(xo, o), completando a prova. O

4 Lemas de cortes aproximados

Em [10], sdo apresentados algoritmos que, dados uma floresta G e um in-
teiro 0 < m < n, onde n é o nimero de vértices de G, produzem cortes com
algumas propriedades. Os algoritmos em questao sao usados como subrotinas
no algoritmo FST.

Abaixo reproduzimos os trés resultados de [10] que atestam as proprie-
dades dos cortes produzidos por estes algoritmos. O primeiro deles é o mais

simples e o algoritmo vinculado a ele é usado no segundo.
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Lema 2. Para toda drvore T com n vértices e todo m € [n], existe um
m
corte (B,W) em T tal que 5 < |B| <m e er(B,W)<A(T). Un corte

que satisfaz esses requisitos pode ser computado em tempo O(n).

Seja T uma arvore com n vértices e r um vértice de T'. Assumiremos que
a fun¢do NUMERO DE_DESCENDENTES(7, r) devolve um vetor que associa
cada vértice de T ao nimero de descendentes desse vértice na arvore T,
enraizada em r. Note que essa funcao pode ser implementada usando-se
uma busca em profundidade a partir de r, resultando em um consumo de
tempo O(n).

Segue um algoritmo que encontra um corte com as propriedades descritas

no lema.

Algoritmo 1: Computa corte aproximado em uma arvore

entrada: arvore 7' = (V, E) com n vértices, m € [njer eV
saida : corte (B,W) em T com % <|Bl <meer(B,W)<A(T)
1 if m = n then return (V, 0) ;
2 d <~ NUMERO_DE_DESCENDENTES(T r);
3 V4T
4 while existe filho v de v com d[u] > m do v < u ;

5 if existe filho u de v com d[u] > % then

6 B+ V(Tu); // T, & a sub-arvore de T enraizada em u
7 else

8 B+ 0;

9 for cada filho u de v do
10 if |B| + |T,| < m then
1 | B« BUV(T,);
12 else

13 ‘ break;

14 end

15 end

16 end

17 return (B, V' \ B)

12



Demonstra¢ao. Suponha que T'= (V, E) e n = |V|. Se o algoritmo termina
na linha 1, entao o corte devolvido satisfaz as condi¢oes do lema, dado
que eg(V, 0) =0, e o consumo de tempo é claramente O(n).

Caso contrario, observe que o algoritmo termina de executar o lago da
linha 4, pois a arvore ¢ finita, e o faz em tempo O(n) ja que cada vértice é
percorrido no maximo uma vez.

Seja v o vértice em que o lago da linha 4 termina. Se o algoritmo exe-
cuta a linha 6, o consumo de tempo é O(n) e o corte (B,W) devolvido é
tal que ep(B,W)=1¢ % < |B| < m, pois o filho de v encontrado tem no
méaximo m descendentes. Se isso nao ocorrer, significa que o nimero de des-
cendentes de todos os filhos de v é no méximo metade de m. Sabe-se que
a uniao de dois conjuntos com no maximo % vértices resulta em um con-
junto com no maximo m vértices. Portanto, como v possui no minimo m

descendentes e cada filho de v possui no maximo 5 descendentes, ao final

do lago das linhas 9-15, % < |B| < m. Desta forma, o algoritmo devolve um

corte (B, W) com % <|B| <meepr(B,W)<A(T).
O tempo consumido no lago das linhas 9-15 ¢ O(n), pois os filhos de v e
seus descendentes sao percorridos no méximo uma vez nas iteragoes do lago

e na uniao de conjuntos da linha 11, respectivamente. O

O lema abaixo representa uma adaptagao do algoritmo anterior para flo-
restas em vez de arvores. Note que a adaptagao nao recebe uma raiz como

parametro, mas apenas G e m.

Lema 3 (|10, Lema 2|). Para toda floresta G com n vértices e todo m € [n],
existe um corte (B, W) em G tal que % <|Bl| <meeq(B,W)<A(G). Un

corte que satisfaz esses requisitos pode ser computado em tempo O(n).

O algoritmo abaixo determina um corte como o descrito pelo lema.
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Algoritmo 2: Computa corte aproximado simples em uma floresta

entrada: floresta G = (V, E') com n vértices e m € [n]
saida : corte (B,W) em G tal que % <|B| <m
e eq(B, W) < A(G)

1 Sejam Vi, Vs, ..., Vi os conjuntos de vértices das componentes de G|
2 B« (;
3 fori=1—kdo
4 if |B| + |V;| < m then
s | | BeBUV
6 end

7 | else if |B| < m then

8 r < vértice arbitrario de V;;

9 (B, W') + Algoritmol(G[V;],m — |B|,r);
10 B+ BUDB;

11 break;

12 end

13 end

14 return (B, V' \ B);

Demonstragao. Claro que |B| < m apés cada execugao da linha 5. Ade-

—|B
mais, caso a linha 9 seja executada, B’ é tal que m = |5] < |B'| <m —|B|

pela descricdo do Algoritmo 1.  Portanto |B| <m apds a linha 10
m—|B]  m+|B|

2 2 .
também.  Ou seja, na linha 14, temos que 5 <|B| <m. Além
disso, eq(B, W) < A(G) se a linha 10 é executada e eq(B, W) = 0 caso con-

trario.

e, como |B|+ , vale que |B] >% apos a linha 10

Note que, como a linha 1 pode ser feita usando uma busca em profundi-
dade e as demais linhas envolvem verificar o tamanho das componentes (que
ja foi calculado na linha 1) e uma chamada tnica ao Algoritmo 1, entao essa
rotina consome tempo O(n), dado que cada uma das operagoes citadas sao

executadas em tempo O(n). O
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Finalmente apresentamos o algoritmo que é usado repetidas vezes no al-

goritmo FST. Ele utiliza o algoritmo anterior como subrotina.

Lema 4 (|10, Lema 3|). Para toda floresta G com n vértices, todo m € [n]

e todo c€0,1), existe um corte (B,W) em G tal que ecm <|B| <m

2
eeq(B,W) < [1 _c

-‘A(G). Um corte que satisfaz esses requisitos pode ser
c

2
computado em tempo O(h ¢ -‘n + 1>.

Segue o algoritmo que encontra um corte com as propriedades do Lema 4.

Algoritmo 3: Computa corte aproximado em uma floresta

entrada: floresta G = (V, E') com n vértices, m € [n] e ¢ € [0, 1)
saida : corte (B,W) em G tal que em < |B| <m
2
e ea(B,W) < {1 ¢ ]A(G)
—c

1 if ¢ =0 then return (0, V);

1
2 if ¢ < ) then return Algoritmo2(G,m);

3 B« (;

4 while |B| < em do

5 (B, W' < Algoritmo2(G[V \ B],m — |B|) ;
6 B+ BUDB,

7 end

8 return (B,V \ B);

Demonstracao. Se ¢ =0, o Algoritmo 3 devolverd um corte onde B =)
e eq(B,W)=0. Isso satisfaz as propriedades do Lema 4, dado
que cm =0 = |B|.

Se ¢ < 2 o algoritmo devolve o corte produzido pelo Algoritmo 2, ou
seja, um corte (B', W) tal que |B'| > % >cm e eq(B, W) <A(G).

1

Por outro lado, se ¢ > 37 entdo o conjunto B ¢é inicializado com .

O Algoritmo 2 ¢é executado diversas vezes para encontrar a cada
—|B

vez um corte (B, W’') em G|V \ B] tal que mTH <|B'| <m—|B|
e eqp\g)|(B,W') < A(G[V \ B]), acrescentando o conjunto B’ a B em cada

uma das chamadas ao Algoritmo 2. Isso ¢ feito até que |B| > e¢m. Note
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que em algum momento |B| > ¢m, pois a cada vez que executamos o Al-
goritmo 2, acrescentamos pelo menos um vértice em B. Ademais, |B| < m
durante todo o processo, ja que o conjunto B’ obtido pelo Algoritmo 2 é tal
que |B’| < m — |B|. Logo, serao adicionados no méaximo m — |B| vértices

em B na linha 6.

Verificaremos agora se o consumo de tempo e a largura do corte devolvido
pelo Algoritmo 3 satisfazem o que foi proposto no Lema 4.

Se ¢ = 0, a largura do corte devolvido é zero, dado que todos os vértices
de G estao em W. Portanto eq(B,W) =0= [12_60—‘ A(G). Ja em relacao

ao tempo, neste caso o Algoritmo 3 executa apenas operagoes que levam

2c

tempo constante, logo ele leva tempo O(1). Como [1—Wn+ 1=1, as
—c

propriedades do Lema 4 sao satisfeitas.

Sel <c< > executamos o Algoritmo 2 uma tinica vez, portanto o tempo

2
¢ O(n), que equivale a O ( [1 ¢

—c
devolvido o corte (B, W) do Algoritmo 2 sem nenhuma modifica¢do, entao

1
sabe-se que eq(B,W) < A(G). Como 0 < ¢ < 3 temos que 1 ¢

—c
2c .
— J A(G), satisfa-

-‘n + 1) . Em relagao a largura do corte, sera

> 0, que

: . 2c
implica que {1—

| 2 1. Logo, ea(B.W) < AG) < |5
zendo assim as propriedades do Lema 4.
Caso contrario, ¢ > —. Como em todas as vezes que executamos
a linha 4 do Algoritmo 3, vale que |B| < cm, entdao também é valido
que m— |B| > (1 —c¢)m. Como m — |B| ¢ o valor do m que passamos
para o Algoritmo 2, sabemos que o conjunto B’ do corte devolvido tera
_ m—|Bl  (1—-¢m | .
mals que 5 > 5 vértices. Portanto, executaremos o Al-

. L cm 2c )
goritmo 2 no méximo |——| = vezes, consumindo, no total,

(1—c)m 1—c

2 2

tempo O([l ¢ Wn) = O({1 ¢ Wn + 1). Usaremos essa mesma linha de
—c —c

pensamento para calcular a largura maxima do corte devolvido na linha 8.

2c

Sabemos que o Algoritmo 2 serd chamado no maximo h -‘ vezes e, para
cada uma das vezes, este devolve um corte cuja largura maxima é A(G),

2 ]A(G). O

portanto a largura maxima do corte devolvido é [1

16



5 Rotulacao dos vértices da arvore

O algoritmo FST utiliza um rétulo numérico = € [n| distinto para cada um
dos vértices da arvore T', onde n é o nimero de vértices de T'. Esses rotulos
devem ter uma caracteristica especifica e por isso sao calculados de uma
maneira particular. Denotaremos o rétulo de um vértice v por rot(v).

Primeiramente, usaremos o método mencionado na Secao 3 para calcular
um caminho P, maximo em 7. Para todo vértice v € V(P), seja T, a arvore
de T — E(P) que contém v.

Dessa forma, teremos sub-arvores enraizadas nos vértices do caminho
méximo, como mostrado na figura abaixo, onde denotamos os vértices de P

por vg, V1, ..., Up.

Figura 1: Sub-arvores enraizadas no caminho maximo.

Note que as arvores T, e T},, possuem um tnico vértice cada uma. Isso ocorre
porque vg e v, sao extremos do caminho méaximo P, e se houvesse mais algum
vértice em uma dessas sub-arvores, o caminho P poderia ser estendido, o que

levaria a uma contradicao.

Cada um dos vértices da arvore T recebe um rétulo de forma
que rot(v;_1) < rot(v') <rot(v;) para todo vértice v’ da sub-arvore T,

parai=1,2,... p.
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5.1 Descricao do algoritmo de rotulacao

Essa rotulagao pode ser obtida facilmente manipulando as listas de adjacén-
cias de T e em seguida, executando uma busca em profundidade. Conforme
descrevemos a seguir, ambas as agoes consomem tempo linear em n, entao
pode-se rotular uma arvore com n vértices em tempo O(n).

Para cada vértice v; contido no caminho P, com ¢ > 0, percorremos a sua
lista de adjacéncias e, quando encontrarmos o vértice v;_1, o colocamos no
inicio da lista. Dessa forma, ao aplicarmos uma busca em profundidade nessa
arvore usando o vértice v, como raiz, a busca descera primeiro pelos vértices
do caminho maximo. Os rétulos sao atribuidos em pdés-ordem, ou seja, a
busca atribuird um rétulo a um vértice do caminho somente quando terminar
de rotular os vértices anteriores do caminho e todos os demais vértices da
sub-arvore do vértice, garantindo assim que rot(v;—1) < rot(j) < rot(v;) para
todoi € {1,...,p} e todo j em V(T,,).

5.2 Mapeamento para frente ou para tras

Vamos definir agora as fungoes utilizadas pelo algoritmo FST que mapeiam
um vértice em outro utilizando a rotulacao acima como base. Chamaremos
de map;’ a fung¢ao que devolve o m-ésimo proximo vértice na rotulagao, consi-
derando que os rétulos estao dispostos de forma circular e, de map,,, a funcao
inversa da primeira. Ou seja, map,, devolve o m-ésimo vértice anterior na
rotulacao.

Para facilitar, identificaremos os vértices pelos seus rétulos.

Note que, para todo m € [n], se existem dois vértices v e v/, am-
bos no caminho P, tais que ¢ =map, (v), entdo o corte (B, W)
em T com B={v+lv+2,...,v+m} ¢é tal que [Bl=m
e er(B,W)<min{2,A(T)} <A(T). Isso pode ser visto na figura

abaixo.
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m vértices

Figura 2: Mapeamento entre os vértices v e v’ do caminho maximo induz um
corte (B, W) com |B| =m e er(B,W) = 2.

5.3 Arvores com diametro grande

Mais adiante usaremos o lema abaixo na prova de um dos teoremas.

1
2
e para todo m € [n|, existe um corte (B,W) em T com |B]=m

Lema 5 (|10, Lema 5|). Para toda drvore T' com n vértices e diam™*(T') >

e ep(B,W) < 2. Um corte que satisfaz esses requisitos pode ser computado

em tempo O(n).

Demonstra¢ao. Considere um caminho méximo P em T e a rotulacao dos
vértices de T' induzida por ele. Podemos ver que a fungao map; (-) é bijetora,
sendo map,, () sua fungao inversa.

Em uma arvore 7" com diam™(7") > %, um caminho maximo contém mais
que a metade dos vértices da arvore, logo existem mais vértices no caminho P
do que fora dele.

Como mostrado anteriormente, se um vértice v é mapeado em um vér-
tice v e ambos estdo no caminho maximo P, entdo existe um corte (B, W)
em T com er(B,W)<2. Dado que diam*(T") > %, e usando o fato de
que map;’ (-) é uma fungao bijetora e que existem mais vértices no cami-

nho méaximo P do que fora dele, temos que pelo menos um vértice de P
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serd mapeado em outro vértice de P. Assim, obtemos um corte (B, W),
com er(B,W) < 2, como descrito na subsecao anterior.

Um algoritmo que encontra um corte desse tipo, em arvores com essa
propriedade, percorre os vértices do caminho maximo P e verifica se algum
deles é mapeado em um vértice de P. Isso pode ser feito em tempo O(n) se
construirmos um vetor binario que indica se cada um dos vértices de T esté

ou nao no caminho maximo P. O

6 Dobra do diametro relativo

O teorema a seguir é o coracao do algoritmo FST. Ele é chamado de teorema
da dobra do didmetro relativo. Nele utilizamos a seguinte notagao para uma
partigao (X, Y, Z) de V(T'). Denotamos por er(X,Y, Z) o nimero de arestas

de T cujos extremos estdo em conjuntos distintos da particao (X,Y, 7).

Teorema 1 (|10, Teorema 4|). Para toda drvore T com n vértices e
todo m € [n], o conjunto de vértices de T pode ser particionado em trés par-

tes B, W e S tais que vale um dos sequintes itens:

1. |Bl=m,S=0, eer(B,W) <2, ou

n 2-A(T)
. 1Bl <m<|B <= B —
2B <m<|Bl ISl com 0<IS|< 5, en(B.W.S) <

e diam*(7'[S]) > 2 diam™(7T).

A prova deste teorema usa os seguintes conceitos. Para os vérti-
ces a,b,c € V(T), dizemos que b esta entre a e ¢ se a=0b ou b=c ou
se chegamos em b antes de ¢ quando aumentamos o valor de a de um em um.
Dados vértices z, z € V(P), dizemos que se z + 1 € T, entdo o vértice z vem

depois de z em P e x vem antes de z em P.
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Um vértice z € V(P) é b-especial se existe um vértice x € T, tal
que map, (z) € V(P), e z é f-especial se existe um vértice x € T, tal
que map,’ () € V(P). (O b vem de backward e o f de forward.)

Demonstragao. Considere uma arvore 7' com n vértices e um inteiro m € [n].
Seja P um caminho méximo em 7' e, considere os vértices rotulados como

descrito na Sec¢@o 5. Obteremos um corte (B, W, S) da seguinte forma:

Caso 1: Existe um vértice v € V(P) tal que map;’(v) € V(P).
A partigao (B,W,S)com B :={v+1L,v+2,..., v+m},W=V(T)\ B
e S = () satisfaz as propriedades do primeiro caso do teorema, como explicado

na Secao 5.2.

Caso 2: Para todo vértice v € V(P), map} (v) € V(P).

Como map;’ (+) e map;,(-) sdo fungoes bijetoras, existem |V (P)| ou mais
vértices fora de P. Isso implica que diam™(7T") < 5 Pois 10 méximo o vértices
estardo em P. Nesse caso, teremos uma partigao (B, W,S) que satisfaz as
propriedades do segundo caso do teorema. Isso serd detalhado melhor a

seguir.

Sejam z € V(P) um vértice b-especial e x o menor vértice de 7, tal
que map,,(x) € V(P). Sejam 2’ =map, (z), P’ :=map_ (V(T.)) NV (P)
e H == U{V(T,) :u € P’, u+#2"}. Veja a proxima figura com a represen-

tacao da disposicao destes conjuntos de vértices.
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Pb T,

pyivey

map,, (v map,, (z

De modo andlogo, para um vértice z € V(P) tal que z é f-especial,
definimos 2/ = map; (z), onde z ¢é o menor vértice de T, tal
que map}(r) € V(P). Também definimos P/ :=map}, (V(T,))NV(P)
e H == U{V(T,) :u € P/, u+#2'}. Veja a figura abaixo com a representa-

¢ao da disposigao destes conjuntos de vértices.

d X
My A A -
x A
map,, (v map, (z

Note que, no Caso 2, os vértices map;, (v), map,,(z), map;} (v) e map; (z)
nao estao em V(P), pois nenhum vértice de P é mapeado em outro vértice
de P.

Para facilitar a descrigao, adicionamos uma aresta ligando o primeiro ao
tltimo vértice de P. Assim os elementos de P’ e P/ induzem um caminho.
Para valores diferentes de z, os conjuntos P’ sao disjuntos. O mesmo vale

para os conjuntos P/.
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Usaremos a frente as seguintes propriedades:

1. Um vértice z € V(P) & b-especial se e somente se z = u/ para um vér-
tice f-especial u € V(P).

Demonstracao. De fato, se z é b-especial, entao existe pelo menos
um vértice v € V(P) tal que map; (v) € T,. Seja v um tal vértice
com o maior rétulo e u o vértice que vem depois de v em P. En-
tao map,,(z) € T, e o vértice a esquerda de z em P nado é mapeado
em u, logo u é f-especial e z = u/. Por outro lado, se u é f-especial
e v é o vértice que vem antes de u em P, temos que map; (v) ¢ V(P).
Logo, map;! (v) esta em T,;. Isso se deve ao fato de que map;! (v) nao
estd na arvore do vértice que vem antes de uf, pois, se estivesse, uf

seria um outro vértice. Logo, z = u/ é b-especial.

]

2. Um vértice z € V(P) é f-especial se e somente se z = u® para um vértice
b-especial u € V(P).

Podemos verificar que essa propriedade é verdadeira de forma seme-

lhante a verificagao da propriedade anterior.

Seja Beg, 0 conjunto de todos os vértices b-especiais, Fegp, 0 conjunto de
todos os vértices f-especiais e T7 o conjunto de vértices V(73) \ {z}. Usando

as propriedades 1 e 2 respectivamente, temos que

o ITyl= ) 1T (1)

uEFesp ZeBesp
Yo ATul= > I (2)
UGBcsp ZGchp

Note que, para cada vértice b-especial z, todos os vértices de H? e de P?

sao mapeados em vértices de T, e map,, (2) ¢ H° U P?. O mesmo ocorre com
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cada vértice f-especial. Portanto, temos que

T2 > [P+ |H2| = [Tl > P2 + | H] (3)
T2 > [P+ |HI| = |TI| > |P!| + |H!|. (4)

Como os conjuntos PP sdo dois a dois disjuntos e P?U H® UT!, nada mais é
do que o conjunto dos vértices das sub-arvores enraizadas nos vértices de P?,
temos que os conjuntos P°U H? UT!, também sao dois a dois disjuntos.
Como todos os vértices de P sao mapeados em alguma sub-arvore, todo
vértice de V(P) pertence a algum PP. Logo, todo vértice de V(T') pertence
a algum P?UH?UT/,. O mesmo ¢ valido para P/ U H/ UT/,. Portanto,
para d = diam™(7T),

(L =dn=V\VP) = > (1T + ) (5)

ZEBesp

(L= dn=V\V(P) = 3 (1Tl +|H!)) (6)

ZEFesp

dn=|V(P)|= ) |P! (7)

2€ Besp

dn=V(P)|= Y [P!| ®)

zE€Fesp

Usando as equagoes (5), (6), (7) e (8) e, as equagoes (1) e (2) depois,

temos que
S (1l + 1) + > (1T + )
1—-d . 2€Besp zE€Fesp
d > 1P+ Y 1P
2EBesp 2€Fesp
So (i) + > (1 1))
o ZeBesp ZEFesp
D 1P+ Y 1P
2€ Besp 2€Fesp
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Logo

S e S e = Y ()« (a2,

ZGBesp ZeFesp ZeBesp ZeFesp

0 que nos nos leva a dois casos:

0 Y (mie i) <=0 S (P o

ZGBeSp ZGBesp
Y () > 0 =
z z d z
ZGBesp ZeBesp
3 (|T,|+|Hf|> L 1-d S P =
V4 4 d 4
ZeFesp ZeFesp
/ M) < t=d !
> (I ml) < —= >0 1P
ZGFeSp ZeFesp

Sabemos que, se (I) ocorrer, ha wum vértice 2z € B, tal
1—-d 1—-d

aue 72+ [HY < TP pois se (724 (HY > S0P para

todo 2z € Besp, ent@o (I) nao teria ocorrido. O mesmo ocorre com (II).

Portanto, um dos casos a seguir sempre sera valido:
i érti Besp tal )+ B < 2= pr
(a) existe um vértice z € B tal que |7 + |H7| < T| | ou

1—-d
(b) existe um vértice z € Fy, tal que |T7] + |HI| < T|sz|

1—-d
Caso (a): Existe um vértice z € Beg, tal que |T7| + |H?| < T|PZZ’\
1
Disso, |H%| < (3 - 1> |PP| —|T?]. Usando a segunda desigualdade em (3),
deduzimos que

1
HY -+ PY < | P2

Construiremos a particio (B,W,S) tomando S := H°U P?. Sabemos

que S # (0, pois z é b-especial, o que implica que P® # (). Dessa forma,

z
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temos que

1 1
|5|=|H5|+|Pf|§2—d|f’f|=>2d§EIPfL (9)

ou seja, diam*(7'[S]) > 2d.
Seja 2P € PP um vértice tal que mapy (2f) é o vértice de T, com maior

rotulo possivel, e j o vértice que vem antes de z em P. Seja

Blzz{UEV(T):zlb<v§j}.

1
Agora podemos aplicar o Lema 4 a floresta 77, com m — |B;| e 2 — 14

no lugar de m e ¢, respectivamente. Dessa forma, existe um corte (B, Wa)
tal que ¢+ (m — |By|) < |Bs| <m —|By| e

eri(By, Ws) < [12_CJA(T;) - {3 . qu(T;)
s
< (3 - 3>A(T). (10)

Como map;(z?) € T/ e todos os vértices entre mapy (z?) e j estdao
em Bj, sabemos que m < |Bi|+ |T.|, que implica que m — |B;| < |T%|.
Logo, 1 <m — |B;| < |T%|. Como d € (0, 1], temos que ¢ € [0,1). Portanto,
os valores usados como m e ¢ sao compativeis com o que é pedido no Lema 4.

A disposi¢ao dos vértices ficard como na figura a seguir.
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Pb
o A zb\ -
R R AA A
“ _
~
H?
S By

Temos, entao, a parti¢ao (B, W, S) com B= B, UBye W =V(T)\ (BUJS).
Dado que map; (z?) € T, temos que m > |B;| e, como obtemos B, atra-
vés do Lema 4 com m — |By| no lugar de m, temos que |Bs| < m — |B],
implicando em |B| <m. De acordo com o Lema 4, também te-
mos que |By|>c¢-(m—|B;j]) e, como estamos no Caso 2, en-
tao dg% e |P’| <|S|, dado que P’ C S. Note que a desigual-

1—-d d
dade |T7] + |H?| < T|PZZ’] implica que |Tz’|m < |P?|. Portanto,

m —|B|=m —[Bi| — | By
< (m—1|Bi) =c-(m—=|Bif) = (m = |Bi[)(1 = ¢)

d
< |T(1— o) = [T < P < I8,

o que implica que m < |B| + |S]| e, portanto, |B| < m < |B| +|S|.

_ 2-A(T)
diam™(T")

que o numero de arestas na partigao (B,W,S) é no méa-

ximo, (A(T)—1)+1+ 14 e (By, Wa)+ (A(T) —2). Essa soma re-

presenta a quantidade total méxima de arestas no corte, considerando as

Agora  mostraremos que ep(B,W,S5) Note

que conectam 2° a W, a que liga 27 a Bj, a que conecta j e z, as presentes

no corte (B, W3) e, por fim, as arestas que ligam z a T, (talvez existam
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arestas ligando By a z). Logo, usando a desigualdade (10), temos que

er(B,W,S) < (A(T) — 1) + 1+ 1+ eqy (Ba, Wa) + (A(T) — 2)
2. A(T) + €TZ/(BQ, WQ) —1

2. A(T) + (C% —3)A(T) —1= (% —1)A(T) -1
2. A(T)

7

VAN

A\

Portanto, se a condigao do Caso (a) for satisfeita, entao existe uma par-

ticao (B, W, S) que satisfaz as propriedades do Teorema 1.

Caso (b): Existe um vértice z € F, tal que |17 + |H/| < 1%d|PZf|
Temos que |H/| < (%Z - 1>|sz| — T Usando a segunda desi-
gualdade em (4), temos que |H/|< <2_1d - 1) |P/|, o que implica
aue || + |Pf| < 5 [PI]

Tomaremos S := Hf UP/ e By :=={v e V(T): 2z <v < z/}. Da mesma

forma que no caso anterior, temos que 2d < diam*(7T'[5]).

Obtemos o corte (By, W) do Lema 4 aplicado a 7. com m — |B|

1
e 2— 1 no lugar de m e ¢, respectivamente.  Temos também
que B=BUBye W =V(T)\ (BUS). Dessa forma, a disposi¢ao dos vér-

tices esta ilustrada na figura a seguir.

i TahAk

- 7
~~

i/

By S
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2-A(T)
. : . d
satisfazendo assim as propriedades do Teorema 1 em todos os casos apresen-

Assim como foi mostrado no Caso (a), temos que er(B, W, S) <

tados anteriormente.

]

6.1 Algoritmo da dobra do diametro

O algoritmo aqui apresentado ilustra a fungdo SEPARA CONJUNTO(T, 5),
que remove de T as arestas que estdao no corte (S,V(T) \ S), separando S
do restante da arvore 7. Caso T'[S] seja conexo, v; e vj sdo os vértices em S
de menor e maior rotulos, respectivamente. Caso contrério, v; é o vértice
de menor rotulo da componente de T'[S] que contém o final do caminho
maximo P, e v; é o vértice de maior rotulo da componente de TS| que
contém o inicio de P. Sabemos que todos os vértices de S possuem rétulos
consecutivos, considerando que os vértices estao dispostos de forma circular.
Sabemos também que v; e v; possuem ao todo grau(v;) arestas que os co-
nectam a V(T)\ S. (Veja a figura anterior.) Portanto, o que essa funcao
faz ¢ remover de T' as arestas que conectam v; e v; a V(1) \ S e, caso T[S]
nao seja conexo, inserir uma aresta em 7' que liga os vértices de menor e
maior rotulos em T'. Essa fungao devolvera um grafo 7™, que é a arvore T
modificada, onde T7*[S] sera uma componente isolada do restante de T*. Essa
fungao consome tempo O(A(T)).

Ao longo do Algoritmo 4, usaremos os conjuntos Hy, Hf, P, Pf e T, M
para diferentes vértices z. Para calcular cada um destes conjuntos, basta
fazer operagoes de soma ou subtracao nos rétulos para cada z. Como os con-
juntos P2 U H2UT!, sao dois a dois disjuntos e os conjuntos P/ U Hf UTY,
também sao dois a dois disjuntos, entao cada vértice da arvore seréd analisado
no maximo duas vezes. Com isso, sabemos que a operacao que calcula os
vértices de cada um desses conjuntos para todos os valores de z consome
tempo O(n).
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Serao passados como parametros dois vetores, rot e ind, que armazenam
o rotulo de um vértice na posicao de seu indice e o indice de um vértice na
posicao de seu rotulo, respectivamente.

Segue o algoritmo que encontra um corte que satisfaz as propriedades do

Teorema 1.

Algoritmo 4:

entrada: arvore T' com n vértices, m € [n|, caminho maximo P em T,
vetor rot, vetor ind e raiz r da arvore T’

saida : particao (B, W, S) que satisfaz as propriedades do
Teorema 1, uma arvore T que corresponde a T'[S] e um
vértice s € S

fori=1— |V(P)| do

=

2 if ind(rot(i) +m) € V(P) then
// Caso 1

3 B <« {ind(rot () + 1), ..., ind(rot(7) + m)};
4 W« V(T)\ B;
5 return [(B, W, 0), 0, null];
6 end
7 end

// Caso 2
8 valorg < o0;

9 for 2’ € By, do

oo | T +IH|
10 if W < wvalorp then
Z/
T/, |+ H?, |
11 valorg + —#——2-;
A
12 zp + 2';
13 end
14 end
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15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

valorp < oo;

for 2/ € Fy, do

oo T 1+HY|
if —=——" < valorr then

[P/,
] T, |+ HY, |
vatorp < P—f’
P
2p — 2
end
end

if valorg < valorr then
// Caso 2(a)

Z 4+ 2B;

28« tltimo vértice de P?;

B + By U By;

W+« V\(BUS);

S+ PbU H?;

T* < SEPARA_CONJUNTO(T, S);
return [(B, W, S), T*, 2];

end

else
// Caso 2(b)

Z < ZF;
2/« primeiro vértice de P/;
By < {ind(rot(2) + 1),...,ind(rot(zf) — 1)};

B+ B; U By;

W« V\(BUS);

S+ P/UH/;

T* < SEPARA _CONJUNTO(T, S);
return [(B,W,S), T*, 2/];

end

By < {ind(rot(2}) + 1), ...,ind(rot(z?) + m)};
(Bg, W) < Algoritmo3(T7, |T.|, m — |By|, 2 —

(Ba, Ws) < Algoritmo3(T7, |T}|, m — | By, 2 —

1

1—diam™(T)

1

1—diam™(T")

);

);
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Analise do algoritmo

Dado que o algoritmo recebe como entrada o caminho maximo e a rotulagao
dos vértices da arvore induzida por esse caminho, precisamos apenas verificar
em qual dos casos a arvore T se encaixa e encontrar a particao (B, W, S).

Primeiramente, verificamos se T' se encaixa no Caso 1. Para isso é ne-
cessério percorrer todos os vértices do caminho maximo e verificar se algum
deles é mapeado em um outro vértice do caminho méximo. Isso leva tempo
linear no nimero de vértices no caminho maximo, que é O(n).

Se a arvore T se encaixa no Caso 1, percorremos os vértices que serao
devolvidos em tempo O(n). Caso contrario, precisamos encontrar os vértices
pertencentes aos conjuntos Hy, Hi, Py, Pf e T! para cada z, e isso ¢ feito

em tempo O(n), como mostrado anteriormente.

(T2 + [H2| T2+ |
| PY| |P/]

vértices b-especiais e f-especiais, respectivamente. Isso leva tempo linear no

Feito isso, calculamos os valores para todos os

namero de vértices b-especiais e f-especiais, que é O(n).

Depois disso, tanto no Caso 2(a) quanto no 2(b), realizamos uma chamada
2c

-‘n + 1)7 onde o valor passado

ao Algoritmo 3, que leva tempo O([l

O (F R aer

Logo, o Algoritmo 3 leva tempo O(g)

Temos também a chamada a SEPARA CONJUNTO(T, S), que leva

1
como c é 2 — T—a Entao temos que

tempo O(A(T)), como mostrado nesta segao.
Sendo assim, se a arvore se encaixa no Caso 1, o consumo de tempo
do Algoritmo 4 é O(n). Caso contrario, serdao executadas trés operagoes de

n
custo O(n) e uma de custo O <E>’ como mostrado anteriormente.

n L
Como d < 1, temos que — > n, o que implica que o consumo de tempo
n n
do Caso 2 é O<—), ue é 0 mesmo que O(—)
) q diam*(7")
Portanto, é possivel encontrar uma parti¢ao (B, W,S) que satisfaca as
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T (D))

condigoes do teorema em tempo O(

7 Algoritmo FST para bisseccao

Nesta segao, finalmente apresentamos o algoritmo FST. Ele utiliza o Algo-
ritmo 4 repetidas vezes além de manter informacoes derivadas do caminho

méximo e da rotulacao inicial.

Proposicao 1. Para toda drvore T com n > 2 wvértices e todo par
de wvértices vy e vy em T com graup(vy) = graup(ve) =1, temos
que A(T) = A(T +€), onde e = {vy,vs}.

Demonstracao. Como n > 2, temos que A(T)>2. Sabemos que ao
adicionar e = {vy,v2} em T, o grau de wv; e vy passard a ser 2, e
os demais vértices de T' irao manter os seus respectivos graus. Por-
tanto, graus.(v1) = graup, . (v2) = 2 e, para todo vértice v tal que v # vy

e v # vy, temos que grau,, . (v) = graup(v). Logo A(T +e) = A(T). O

Segue o teorema principal.

Teorema 2 (Teorema do corte exato |10, Teorema 6]). Para todo i € N,

toda drvore T com n vértices e diam™(T) > 50 © todo m € [n], existe um
corte (B,W) em T com |B|=m e er(B,W) < 4-2"- A(T).

Demonstracao. Utilizaremos inducao em ¢ para provar o Teorema 2.
Primeiramente, temos que diam*(7) <1, por definicdo. Sendo as-
sim, ¢ > 1, logo 7 = 1 seré a base utilizada na inducao.
Base: i =1. Como diam*(7T") > %, podemos utilizar o Lema 5 que ga-
rante a existéncia de um corte (B, W) com |B| =m e er(B,W) < 2. Note
que, como diam™(7T") > %, T possui mais que um unico veértice, logo A(T') > 1

e er(B,W) < 4-2". A(T). Portanto, a afirmagao vale para i = 1.
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Passo: i>2. Para n <2, sabe-se que |E(T)| = A(T). Portanto,
para n < 2, temos que ep(B,W) < |E(T)| = A(T) <2-2"- A(T). Sen > 2,
podemos aplicar o Teorema 1, que garante a existéncia de uma parti-
gao (B', W', S") do tipo 1 ou 2.

Se existir uma partigao (B, W’ S") do tipo 1, teremos |B'| =m, S" = ()
e er(B'\W')<2<2-2"- A(T). Logo, o corte (B, W) satisfaz as proprie-
dades do corte do teorema.

Caso contrario, a parti¢ao (B, W', S") sera do tipo 2, ou seja, |B'| =m
ou |B'|<m < |B|+ |5, eer(B, WS < %*((TT) <2-20.A(T).

Se |B’| = m, entédo o corte (B’,V'\ B') satisfaz as propriedades do corte do
teorema. Sendo, |B'| < m < |B'| + |5, que implica que 0 < m — |B'| < |5,
e diam*(T'[S"]) > 2 - diam™(T") > 5T Assim, se T'[S’] for uma arvore, pode-
mos aplicar a hipotese de indugao a T'[S’] usando m — |B’| como m. Porém,
é possivel que T[S'] nao seja conexo. De fato, examinando-se a prova do
Teorema 1, T'[S’] pode se dividir em duas componentes, uma no comego e
outra no fim do caminho maximo utilizado. Isso pode ser visto na figura

e 0o 0o @
A A A AR

Como o Teorema 2 se aplica a arvores, precisamos tornar T'[S’] conexo sem

S S

alterar o seu grau maximo nem o seu diametro relativo. Sabemos que se
adicionarmos uma aresta e em 7T que liga o primeiro ao dltimo vértice do
caminho maximo P usado na prova do Teorema 1, entao T'[S’] sera conexo.
Diremos que T* =T + e.

Observe que o Algoritmo 4 ja faz esse acerto em T'[S’] antes de devolveé-
la. No Algoritmo 5, temos que retirar arestas da arvore para desconectar
os vértices de S’ do resto da arvore e acrescentar a aresta e, como descrito

na prova do teorema. Poderiamos desconectar os vértices de S’ do restante
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verificando todas as arestas de T que ligam dois vértices de S’ e fazer uma
copia de T'[S'], mas podemos fazer isso no Algoritmo 4 de forma mais efici-
ente. No Algoritmo 4, analisamos os vértices de S’ que se ligam a vértices
de V'\ &', fazendo uma marcacao para indicar que as arestas que ligam S’
e V'\ S estdo inativas, tornando assim S’ uma componente conexa isolada.
Obter a arvore T acrescentando a aresta e em T', como descrito no Teo-
rema 2, também pode ser feito de forma mais simples no Algoritmo 4, como
no procedimento acima. Desta forma, o Algoritmo 4 retornara a arvore 7[5’
separada do resto de 7.

Note também que em ambas as componentes de T[S’], temos que o ca-
minho maximo em cada uma possui em um dos seus extremos o vértice v
ou o vértice v,. Logo, T*[S’] sera conexo e teremos um caminho em 7*[5’
com comprimento adequado. Além disso, de acordo com a Proposicao 1,
temos que A(T) = A(T*), ja que a aresta e conecta os dois vértices extre-
mos do caminho méximo e estes possuem grau um. Podemos, entao, aplicar
a indugao a arvore T*[S’] sabendo que nao ha aumento do grau maximo
nem do didmetro relativo. Ou seja, existe um corte (B”, W") em T*[S’] tal
que |B"| =m — |B'| e eppg(B",W") <4-271 A(T*[S]) < 4-271- A(T).

Dessa forma, o corte (B,W) em T com B=B UB"e W =V(T)\ B ¢
tal que |B| = |B'|+m —|B|=me

er(B,W) < ep(B, W', S") + eqis)(B", W")
<2:20-A(T)+4-271 A(T)
=2-2"-A(T)+4-27"- A(T)
=4-2". A(T),

completando a prova por inducao do teorema. O

Corolario 1 ([10, Corolario 7|). Para toda drvore T com n vér-

tices e todo m € [n], existe um corte (B,W) em T com |B|=m

e GT(B,W> < mA(T)
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Demonstragao. Para toda arvore T', como 0 < diam™(7") < 1, existe um j tal

1 .
que o < diam*(7T) < o que implica que 27 <

Assim, o Teorema 2 garante a existéncia de um corte (B,W) em T

. 8
com |Bl=m e ep(B,W) < 4.2 A(T) < m”‘(T)A<T)’ e esse corte
satisfaz as propriedades do Corolario 1. n

7.1 Algoritmo FST

O algoritmo FST faz uso das seguintes rotinas.

A fungdo CAMINHO MAXIMO(T') recebe uma arvore T' com n vértices
e devolve um vetor contendo os vértices de um caminho méximo em 7T,
de acordo com a ordem apresentada no caminho. Isso pode ser feito em
tempo O(n), como descrito na Segao 3.

A func¢ao ROTULA(T), ¢) recebe uma arvore T' com n vértices e um vetor ¢
contendo os vértices de um caminho em 7" e devolve dois vetores: o primeiro
contém a rotulacao dos vértices de T' descrita na Secao 5, e o segundo, o
inverso da rotulacao. Esta fun¢do consome tempo O(n), como mostrado na
Secao 5.

Em vez de calcularmos novamente o caminho méximo da nova arvore, po-
demos reutilizar o caminho calculado anteriormente, aproveitando somente a
parte do caminho que esté contida em 7*[S’]. Se usarmos essa parte no lugar
de um caminho maximo, manteremos a propriedade da dobra do diametro
como pode ser visto na segunda desigualdade de (9) na Segao 6. Dessa forma,
a rotulacao continua basicamente a mesma, bastando apenas fazer um ajuste
nos vértices para a esquerda, para que os rotulos comecem de 1.

Para reutilizar o caminho da arvore antiga, utilizamos a fungao
RECALCULA _CAMINHO(T, S, ¢), que recebe como parametros uma arvore T,
um conjunto de vértices S C V(T) e um vetor ¢, que contém os vértices

de um caminho na &arvore 71" ordenados de acordo com a sua posicao neste
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caminho. Essa funcao devolve um vetor que contém os vértices de S N ¢, na
mesma ordem que aparecem em c. Isso pode ser feito em tempo O(|c|) se o
conjunto S é dado por um vetor binario.

Segue o algoritmo FST que encontra um corte que satisfaz as propriedades

do Teorema 2.

Algoritmo 5:

entrada: arvore 7' = (V, E) com n vértices e m € [n

saida : corte (B,W) tal que |B| =m e er(B,W) < ﬁ*(T)A(T)
1 B+ 0
2 T« T,

3 1 < vértice arbitrario de T

4 P < CAMINHO MAXIMO(T);

5 [rot, ind] - ROTULA(T, P);

6 while |B| < m do

7 (B, W,S), T', r]| + Algoritmo4(T’, m — |B|, P, rot, ind, r);
8 B+ BUDPB;

9 P < RECALCULA _CAMINHO(T", S, P);

10 [rot, ind] - ROTULA(T", P)
11 end
12 return (B,V \ B);

Analise do Algoritmo

Dado que, inicialmente, B = (), o lago das linhas 6-11 sempre sera execu-
tado. Seja T'[S]; o grafo T[S] passado como pardmetro para o Algoritmo 4.
De acordo com o Teorema 1, temos que em cada execucao da linha 7, o

corte (B', W, S) tem as propriedades de um dos seguintes itens:

1. |B=m—|B|,S=0eepr(B,W)<2ou

2- A(TS]h)

2 Bl <m—I|Bl<|B S 0< |9 < diam™ (T1S1:)
B <m — |B| < |B/| +S], com0 < 3] < diam™ (T[S])’

e diam™*(T[S]) > 2 diam™(T'[S];).

, GT(B,W, S) <

|3
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Se em alguma iteragao do lago das linhas 6-11, o corte (B’, W, S) retornado
pelo Algoritmo 4 for tal que |B’| = m — | B|, teremos que |B| = m na linha 8
e, desta forma, na linha 12 seré retornado um corte (B, W) com |B| = m.
Caso o corte (B',W,S) obtido na linha 7 seja tal que |B'| <m — |B],
sabe-se que este segue as propriedades do item 2 e por-
tanto, diam™(7[S]) > 2 diam*(7T'[S];). Como o didmetro relativo de T[S]
ird, no minimo, dobrar a cada chamada ao Algoritmo 4, em algum mo-
mento diam*(7) > %, fazendo com que o Algoritmo 4 retorne um corte que
condiz com o item 1, como visto anteriormente nesta secao. Portanto, tere-
mos que |B| = m na linha 8. Assim, o algoritmo retorna um corte (B, W) tal

que |B| =m e ep(B,W) A(T), como mostrado no Corolario 1.

< e —
diam™(7")
Sabe-se que em nenhum momento |B| > m ird ocorrer, dado que a cha-
mada ao algoritmo 4 da linha 7 sempre retorna um corte (B’, W, S) de forma

que |B'| <m —|B|.

Agora vamos analisar o consumo de tempo do algoritmo. Considere que ¢
seja o numero de vezes que o laco das linhas 6-11 foi executado, com ¢ = 0
inicialmente. Temos que T; e n, representam a arvore da iteragao £ e o nu-

mero de vértices dessa arvore, respectivamente. Sabemos que o Algoritmo 5

Ny >
diam* (Tg) ’
CALCULA _CAMINHO que consome tempo O(ng), e a fungdo ROTULA que

1
consome tempo O(ny). Sendo i um inteiro tal que 5 < diam™(7) < ooy

temos que cada uma das operagoes citadas anteriormente serd executada no

executa o Algoritmo 4 que consome tempo O( a funcao RE-

méaximo ¢ vezes, com £ =0,1,--- ,/ — 1.
Sabe-se que o niimero de vértices de T; ¢ no minimo o dobro do niimero de

. . . ~ n
vértices de Ty, 1. Com isso, provaremos por inducao que ny < 5 para £ > 0.

Demonstracao. Base: € =0. Dado que inicialmente T'[S] =T, temos

. . n
que ng = n, o que implica que ng = 20

Passo: £ > 0. Sabendo que 2 - n, < ny_1, temos que

n

2 Wﬁne—lﬁﬂ
n
TL(S?’



completando a prova de indugao. O

. n
Assim, para todo ¢ € [i], temos que ny < 5 Portanto o tempo de exe-

cugao do Algoritmo 5 é

> (o (#f(m) +0(m) + O(ny) ) = 0(#@)
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Logo, o algoritmo leva tempo O<$”‘(T)>'

8 Complexidade do problema da bisseccao

Nesta secao apresentaremos a demonstragao de que o problema da bissec-
¢ao minima é NP-dificil. Esse resultado deve-se a Garey, Johnson e Stock-
meyer [5], e foi obtido através de duas redugoes. Os autores demonstraram
primeiro que o problema MAXCUT, definido abaixo, é NP-dificil, a partir
de uma reducao do fundamental MAX2SAT, também definido abaixo, e em
seguida demonstraram que o problema da bisseccao minima é NP-dificil a
partir de uma redugao de MAXCUT.

Optamos por apresentar essas duas redugoes neste trabalho. Comecamos

definindo os problemas usados.

Problema 1 (MAX2SAT-D(C, k) — Versao de decisao de satisfatibilidade mé-
xima com no maximo dois literais por clausula). Dados um conjunto C' com p
clausulas distintas representando uma formula booleana na forma normal dis-

Juntiva, com no mdzimo dois literais cada, e um inteiro k < p, decidir se
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existe uma atribuicao de valores para as varidveis de C' de forma que k ou

mais cldusulas de C' sejam verdadeiras.

Problema 2 (MAXCUT-D(G,W) — Versao de decisdao do corte maximo).
Dados um grafo G e um inteiro positivo W, decidir se existe um corte (T, F')

em G tal que eq(T, F) > W.

Karp [8] demonstrou que o problema MAX3SAT ¢ NP-dificil, e isso foi
utilizado por Garey, Johnson e Stockmeyer [5] para provar que o problema

MAX2SAT é NP-dificil. Usaremos esse fato na demonstragao do seguinte.

8.1 Reducao do MAX2SAT para o MAXCUT

Teorema 3. MAXCUT é NP-dificil.

Demonstracao. Vamos apresentar uma reduc¢ao polinomial do MAX2SAT-D
para o MAXCUT-D.

Dada uma instancia (C,k) do MAX2SAT-D, precisamos construir uma
instancia (G, W) do problema MAXCUT-D, ou seja, um grafo G = (V, E) e
um inteiro positivo W.

Seja p o numero de clausulas em C' e n o numero de varidveis em C.
Denote por xy, s, ..., x, as varidveis de C. Lembre-se que T é a negagao da
varidvel x e que um literal de C' é uma variavel de C' ou a negacao de uma

variavel de C.

O conjunto de vértices de G ¢ definido da seguinte maneira:

V={r;,:1<i<n}U
{T;:1<i<n} U
{T;:0<5<3p} U
{F;:0<j<3p}U
{t;; :1<i<n, 0<j<3p}U
{fij:1<i<n, 0<j<3p}
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O conjunto de arestas de G é dado em partes. Primeiro, considere

By ={{T;,F;}:0<i<3p, 0<j<3p}U
{{tij, fis} :1<i<n, 0<5<3p}U
Hzs, fij}:1<i<n, 0<j<3p}U
{{zi,t;;} : 1 <i<n, 0< 5 <3p}.

Agora, sejam C1,Cy,...,C, as clausulas de C' e sejam a; e b; os literais

de C; parai=1,2,...,p. Considere entao

EQZ {{az,bl} o1 Slgp, a; %bz} U
Hai, Foia} 1 1 <i <pp U
H{bi, Foi} 1 1 <i < p}.
Dessa forma, temos o grafo G = (V, E), com FE = E; U E,, e o inteiro
positivo W = |E;| + 2k. Note que o grafo é simples pois nao hé clausulas

repetidas em C'.

Segue abaixo um exemplo de grafo G obtido da clausula (z1 V 73).
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—— aresta €

aresta € Fy

Claramente G e W podem ser obtidos de (C, k) em tempo polinomial em p
e n. Resta mostrar que existe uma atribuicao de valores para as variaveis
de C que satisfaz pelo menos k clausulas de C se e somente se existe um
corte (T, F') em G tal que eq(T, F) > W.

Agora vamos supor que temos uma atribuicao de valores para as variaveis
de C que tornam k ou mais cldusulas de C' verdadeiras.

Note que existem no maximo 2p arestas do tipo {x;, F;} ou {7, F;}. Dado
que 2p < 3p+ 1 e as fungoes f(i) = 2i — 1 e g(i) = 2i tém imagens disjuntas
e sao injetoras, temos que cada Fj se liga a apenas um vértice do tipo x;
ou ;.

Definiremos agora os conjuntos 7' ¢ F' de um corte (T, F) de G. Para
todoi € [0,3p], T; € T e F; € F e, para todo j € [1,n] e k € [0,3p], x; per-
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tence ao mesmo conjunto que t;, e ambos nao pertencem ao mesmo conjunto
que T; e que fjz. Assim sendo, todas as arestas de E; est@o no corte (7', F).
Ademais, se a variavel x; é verdadeira, entao o vértice x; estd em T, caso
contrario, x; estd em F. Isso nao contraria as escolhas feitas anteriormente,
portanto obtemos um corte (7', F).

Em uma clausula C; = (a;, b;), ou apenas um dos literais ¢ verdadeiro, ou

ambos sao, ou nenhum deles é.

1. Se apenas um dos literais ¢ verdadeiro, das trés arestas formadas
pela clausula Cj, {a;,b;}, {a;, Fo_1} e {b;, F»}, duas delas estdao no

corte (T, F') e uma esta fora.

2. Se os dois literais sao verdadeiros, também teremos duas arestas no

corte (T, F') e uma fora.

3. Ja no caso de nenhum literal ser verdadeiro, nenhuma dessas arestas

da clausula estara no corte (T, F).

Podemos ver isso de forma mais clara na imagem a seguir.

© vértice de F — aresta € (T, F)
O vértice de T === aresta ¢ (T, F)

Note que temos 2k ou mais arestas de Es no corte (T, F'), pois, para cada
uma das k cldusulas verdadeiras, teremos duas arestas de Fy diferentes no
corte, como mostrado anteriormente. Portanto, no minimo |E;| + 2k = W

arestas de G estao no corte (7, F').
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Agora vamos supor que (7T, F') é um corte em G, com eq(T,F) > W.
Temos que provar que existem no minimo k clausulas verdadeiras em C.

Note que |F3|=3p, pois o conjunto Fy é composto por trés ares-
tas de cada uma das clausulas de C. Se os vértices do tipo 7j
e os do tipo F,; nado ficarem separados no corte (7,F), no mi-
nimo 3p+ 1 arestas de E; ndo estardao no corte (7,F) e, consequen-
temente, eq(T,F) < |Ey| — (3p+1)+ |Es| < |Ey| < W, uma contradi¢o.
Portanto, os vértices do tipo 7T} e F; estao em conjuntos diferentes no
corte (1, F') e todas as arestas do tipo {7}, F};} estdo no corte (T, F).

De maneira similar, podemos ver que, para toda variavel x;, os vértices x;
e T; de V estdo em conjuntos diferentes no corte (7', F'). Existem 3p + 1
caminhos diferentes entre z; e 7;, e cada um deles contém quatro vérti-
ces (x;, fij, tij € T;). Se x; pertence ao mesmo conjunto que T;, pelo me-
nos uma aresta de cada caminho nao estara no corte (T, F'), ou seja, no
minimo 3p + 1 arestas de E; nao estarao no corte (7, F), o que implica
que eq(T, F) < W, como visto anteriormente, uma contradigao.

Considere a seguinte atribuicao de valores para as variaveis de C'. Se o
vértice x; € T, a variavel z; tem valor verdadeiro. Caso contrario, =; € T e
a variavel z; tem valor falso.

Como todos os vértices do tipo F; estdo no mesmo conjunto
do corte (T,F), e sabendo que cada clausula gera um caminho do
tipo F,, T,, 2., F),, entdo para cada clausula, zero (clausula falsa) ou
duas (clausula verdadeira) arestas estdo no corte (T, F). Assim,
como eq(T, F) > W = |E| + 2k, no minimo k clausulas serdo verdadeiras
para essa atribuicao.

Esses valores das variaveis de C' podem ser obtidos de G em tempo poli-

nomial em n. O

8.2 Reducao do MAXCUT para a Bisseccao

Problema 3 (Bissecgao(G, W) — Versao de decisao da bissecgdo minima).

Dados um grafo G e um inteiro positivo W, decidir se existe um corte (R, S)
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em G tal que |R| =|S| e eq(R,S) < W.
Teorema 4. O problema da bissec¢ao minima é NP-dificil.

Demonstracao. Vamos apresentar uma reducao polinomial do MAXCUT-D
para o problema da Bisseccao.

Dada uma instancia (G, W) do problema MAXCUT-D, com G = (V, E),
precisamos construir uma instancia (G’,W’) do problema da Bisseccao,
com G' = (V' E).

Sejan=1|V]eU={uy,us,...,u,} com VNU=(. O conjunto de vér-

tices e arestas de G’ é dado da seguinte maneira:

Vi=VUUe
E' ={{z,y} 2,y V' e {x,y} &€ E},
enquanto que W' = n? — W.

Segue um exemplo de grafo G’ a direita (desconsiderando as arestas de F),

para G a esquerda.

U3 Uus
Uy Ul
Us
Uz
(%1 Uy
U,

m— aresta € F

— aresta € F'
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Note que G’ e W’ podem ser obtidos de G e W em tempo polinomial em n.

Agora vamos supor que existe um corte (V4,V5) em G,
onde eq(V1,V5) > W.

Denotemos por U; C U e Uy C U dois conjuntos de vértices arbitrarios
tais que |Up| = |WVs|, |Us] = |Vi| e Uy NUy = ), como o ilustrado na figura
acima. Seja (R, S) o corte de G’ com R =V, UU; e S = Vo U U,. Note que o
corte (R, S) é uma bissecgao, dado que |R| = |Vi| + |Uy| = |Ua| + |V2| = |S].

Se G’ fosse um grafo completo, ex/(R,S)=n? mas G’ nao é com-
pleto, dado que as arestas de G nao estao presentes em G’.  Por-

tanto, eq/ (R, S) =n? —eq(Vi, Vo) <n?> —W =W".

Agora vamos supor que exista uma bissecgdo (R,S) tal
que eg(R,S) <W'. Temos que provar que existe um corte (Vi, V)
em G tal que eq(V, Vo) > W.

Sejam Vi = RNV Vo =SSNV ek=eqg(Vi,Vs). Se o grafo G’ fosse com-
pleto, eq/(R,S) = n?, pois |R| = |S| =n. Como as arestas de F nao estao
em F', entdao eq (R, S) = n* — k.

Dado que e/(R, S) < W' e que W = n? —W, temos que n®>—k < n?—W,
o que implica que W < k. Portanto eq(Vy, Vo) =k > W. O

9 Algoritmo de Jansen et al.

O algoritmo de Jansen et al. [6] baseia-se em programagao dinamica e sempre
encontra uma solucao 6tima para o problema da bisseccao minima quando o
grafo dado é planar. Seu consumo de tempo é O(n?), onde n é o nimero de
vértices do grafo dado.

Como o foco deste trabalho é o problema da bisseccao minima em arvores,
e dado que toda arvore é um grafo planar, nesta secao, apresentaremos a

recorréncia do algoritmo de Jansen et al. especializada para arvores.
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Seja T' uma arvore com n vértices e com uma raiz r € V(7'). Dado um
vértice u, seja T, a sub-arvore de T' que contém u e todos os seus descen-
dentes. Para todo v € V(T') e todo m € [n], a fun¢ao b(v, m) representa
o valor de er,(B,W), onde m = |B| e (B,W) ¢ um corte de largura mi-
nima em 73, com v € B. Se m > |V(T,)|, entdo nao ha corte (B, W) em T,
com |B| = m e estabelecemos que b(v, m) = co. O mesmo vale para a fun-
¢ao w(v, m), mudando somente o fato de que, neste caso, exigimos que v € W.
Ou seja, w(v,w) representa o valor de eq, (B, W), onde m = |B| e (B,W)
¢ um corte de largura minima em 7, com v € W. Se m > |V(T,)|, en-
tao w(v, m) = oc.

Sendo assim, para todo vértice v, é valido que:
e Se v é uma folha de T', entao

0, sem=1
blv,m) =
0o, sem#1

0, sem=20
w(v,m) =
oo, sem #0,

dado que, como v é uma folha, os tnicos cortes possiveis em T,
sao (B, W) = ({v},0) e (B,W) = (0, {v}).

A funcdo b(v,m) requer que v € B, entdo, s6 temos solugao
quando m = 1. J& a fungao w(v,m) requer que v € W, logo o tnico
valor viavel para m é 0. Ambas as solugoes nao possuem arestas de T,

no corte, dado que a arvore T, possui um tnico vértice.

e Se v nao é uma folha de T, chame de wuy,us,...,u, os filhos de v.
Seja T,i a arvore T, acrescida do vértice v e da aresta {v,u;}. como

mostrado na figura abaixo.
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T,

Para facilitar o entendimento das fungoes b(v,m) e w(v,m), vamos

quebré-las usando mais dois pares de formulas.

O primeiro par é I;i(v,m) e w;(v,m). O valor dessas fungoes é a lar-
gura de um corte minimo (B, W) em T,: tal que m = |B|, sendo que

em b;(v, m) exigimos que v € B e em w;(v, m) exigimos que v € W.

Essas fungoes satisfazem o seguinte:

bi(v,m) = min{b(u;,m — 1), w(u;,m—1)+1} e

wi(v,m) = min{b(u;, m) + 1, w(u;, m)}.

A funcao Z;i(v,m) requer que v € B, logo, para obter um conjunto B
com m vértices ¢ necessario que o corte (B, W') em T, seja tal
que |B’| =m — 1. Desta forma, tomamos B = B'U{v} e W =W’
implicando em |B| =m. Caso u; € W, a aresta {v,u;} estard no
corte (B, W) (dado que v € B), e por isso acrescentamos 1 ao valor
de w(u;,m —1). Caso contrario, v e u; pertencerao ao conjunto B e

nenhuma nova aresta sera adicionada ao corte.

Ja a funcdo w;(v,m) requer que v € W. Para que tenhamos um con-
junto B com m vértices, precisamos encontrar um corte (B, W’) em T,,,
tal que | B’| = m. Assim, tomamos B = B'e W = W' U {v}. Sew; € B,
a aresta {v, u;} estara no corte (B, W) e, caso contrario, os dois vértices

estarao em W e nenhuma aresta serd adicionada.
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O segundo par de fungoes ¢é I;i(v, m) e w;(v,m). O valor dessas funcdes
¢ a largura de um corte minimo (B, W) na arvore T,u UT,2 U--- U Ty
com v € B na primeira funcao e v € W na segunda. A condigao inicial

de ambas é quando ¢ = 1, e nesse caso temos que
by(v,m) =bi(v,m) e w(v,m)=1w(v,m),

pois a arvore em questao é exatamente a arvore T)1.

Seja (B;, W;) um corte de largura minima em 7, com |B;| =m;.
Para calcular as fungoes b(v,m) e w(v,m), poderiamos verifi-
car todas as combinagoes possiveis de valores mi,mso,...,m; tais

que my +mg + - - - +m; = m, de forma que |B; U By U---U B;| = m.

Por exemplo, para calcular o valor de ws(v,2) com my + mg + mgz = 2,
verificariamos todas as possiveis combinacoes de my, ms e ms de forma
que |B; U By U B3| = m = 2. Segue abaixo uma tabela com as possiveis

combinagoes de mq, my € mg referentes a este exemplo.

| [ |Bs| | |B1U B> U By

2

Combinagao | |B]
1a

B
0
2% 0
2
1
1
0

g0
£
"
"

— o~ o v ol W
-~ = o o o | W

2
2
2
2
2

Assim seria calculado o ntmero de arestas em um corte (B, W)
em T, UT,2U---UT, de forma que B=B;UBy,U---UB; e que a
combinagao de valores de my, ms,...,m; leve ao niimero minimo de

arestas no corte.
Ha no entanto um outro modo mais eficiente de fazermos isso.

Seja (Bf_,, W7 ) um corte de largura minima em 7,1 U T2 U - - - U T i

*

com |Blf; =m!,. Como temos que, para cada valor de m, as
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fungdes b;_1(v,m) e w;_1(v,m) representam a largura de um corte
minimo (B} ,W/}*,) com |B ,|=m, ve B, e ve& W}, respec-

tivamente, sabemos que esse corte de largura minima vem da me-

lhor combinacao de valores de mq,ms,...,m;_1;. Com isso, em vez
de testar todas as combinagoes de mq, ms,...,m;_1 para cada sub-
arvore em {T,1,T,z2,..., T}, testaremos apenas combinagdes de valo-

res de m; e m;_, referentes a T,i e a T;,n UT,2 U---UT,i-1, respecti-
vamente. Isso ird gerar um corte (B, W) em T, UT,2U---UT, tal
que B=B |UB;, e W =W}, UW,, onde m; e m;_; formam uma
melhor combinacao de valores. Especificamente, as féormulas gerais
de b;(v,m) e w;(v,m) sio

bi(v,m) = min {bi_1(v,0) +bi(v,m - +1)} e

0<t<m

w;(v,m) = Ogénm{wi_l(v,f) + w;(v,m — 0)}.

Pode-se ver que em b;(v, m) temos que m; =m — £ +1 e que m*_, = ¢

e, como B=Bf UB;ev &€ B,entao |B| =m; +m;_, —1=m.

Na funcdo w;(v,m), temos que m;=m—{ e que mi  ={ e,

como B =B UB;eveW,entao |B| =m; +m} , =m.

Logo, sendo k o namero de filhos de v, as fungdes b(v, m) e w(v, m) sao

dadas por

b(v,m) = Zk(v,m) e w(v,m) = w(v,m).

Seja r a raiz de T. A largura de um corte minimo (B,W) em T,

onde |B| = m, é min{b(r,m), w(r,m)}.
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10 Geragao de Arvores binarias aleatérias

Nesta secao falaremos sobre o gerador de arvores binarias aleatérias, cuja
definigao foi tirada da Wikipédia [1]. Tais tipos de arvores foram utilizadas
nos testes do algoritmo FST.

Arvores binarias aleatorias sdo arvores com um ntimero pré-definido de
vértices, construidas aleatoriamente e onde cada vértice possui no maximo
dois filhos.

O gerador que utilizamos recebe um inteiro n e cria um vetor com uma
permutacao aleatoéria dos inteiros de 0 a n — 1. Depois, constréi uma arvore
binaria de busca, inserindo os vértices na ordem dada pelo vetor. Isso leva
tempo O(n?), dado que a insergao na &rvore binaria de busca pode levar
tempo linear para cada um dos n vértices. No entanto, sabe-se que o tempo
esperado desse processo é O(nlgn), dado que a altura esperada de uma
arvore binaria aleatoria ¢ O(nlgn) [2].

Usaremos a fun¢ao INSERE(r,n), que criard um vértice de valor n e fara
a insercao desse na arvore enraizada no vértice r.

Segue abaixo o algoritmo do gerador.
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Algoritmo 6: Gerador de arvores binarias aleatorias
entrada: inteiro n

saida : raiz de uma arvore binaria gerada aleatoriamente
// Gera permutacdo aleatdria

1 fori=0—-n—-1do

2 ‘ vli] « 1;

3 end

4 fori=n—-—1—1do

5 indice <~ RANDOM(%);

// RANDOM(i) devolve um inteiro aleatdrio em {0,...,i}
6 v[indice] < v[il;
7 end

// Insergdo dos elementos do vetor na arvore bindria de busca
8 raiz — NULL;
9 fort=0—-n—1do
10 ‘ INSERE(raiz, v[i]);
11 end

12 return raiz;

11 Experimentos computacionais

11.1 Condigoes de teste

Os resultados mostrados a seguir foram extraidos de programas desenvolvidos
em linguagem C, em uma maquina com sistema operacional Linuz Ubuntu
versao 14.04 LTS, com kernel Linux 3.13.0-7}-generic, sistema de operacao
64 bits, processador Intel Core i15-4210U 1.70GHz com 4 threads, 7.7GB de
memoéria RAM. Para compilar os programas, foi utilizado o gec versao 4.8.4
As opc¢oes de compilagao usadas foram - Wall, -ansi, -pedantic, - Wno-unused-

result e -g.
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11.2 Arvores Binarias Aleatorias

V()] er(B,W) n° de vezes | Tempo médio Desvio Tempo médio | Desvio padrao
FST/Jansen et al.| que encontrou FST padrao do Jansen et al. do tempo
(pior caso) o 6timo (segundos) tempo FST (segundos) | Jansen et al.

100 5/2 7/10 0.000136 0.000050 0.001794 0.000818

200 7/2 9/10 0.000186 0.000089 0.008120 0.001961

400 8/3 6/10 0.000196 0.000061 0.046444 0.003297

800 8/3 3/10 0.000469 0.000091 0.350070 0.011072

1600 8/3 2/10 0.001014 0.000182 2.730767 0.054196

3200 10/3 4/10 0.001943 0.000681 22.178777 0.512264

6400 11/3 0/10 0.004158 0.000781 176.240114 2.011271

12800 10/3 0/10 0.008592 0.001632 1407.933406 45.462291
25600 12/- - 0.024976 0.001446 = =
51200 12/~ - 0.060082 0.003555 = =
102400 13/~ - 0.152887 0.007932 = =
204800 12/- - 0.284941 0.016206 = =
409600 13/~ - 0.619568 0.084594 = =
819200 13/~ - 1.478659 0.093567 = =
1638400 13/- - 2.832498 0.147750 = =
3276800 14/- - 5.971384 0.199216 = =
6553600 16/~ - 13.298427 0.831551 = =
13107200 17/- - 27.177690 1.280472 = =
26214400 15/~ - 58.552827 4.089392 = =

11.3 Arvores Ternarias

Arvores ternarias sao arvores completas onde todos os nos, exceto as folhas,

possuem trés filhos.

Sabe-se que uma bissec¢ao minima numa arvore ternaria completa com n

vértices tem largura O(lgn), e esse é o pior caso do problema bissecgao mi-

nima [4].
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Altura | |[V(T)| | er(B,W) er(B,W) Tempo FST Tempo
FST Jansen et al. | (segundos) | Jansen el al.
(segundos)
1 4 2 0.000083 0.0000010
2 13 3 0.000067 0.000037
3 40 10 4 0.000098 0.000236
4 121 11 4 0.000256 0.004714
) 364 10 5) 0.000503 0.070932
6 1093 11 6 0.000845 1.717452
7 3280 13 7 0.002124 45.923809
8 9841 14 8 0.006565 1235.784616
9 29524 16 = 0.021598 -
10 88573 17 - 0.073102 -
11 265720 18 - 0.250203 -
12 797161 19 = 0.815602 -

11.4 Arvores de Caminho Longo

Geramos um conjunto de arvores com diametro relativo alto, acima de meio.

Como visto na Secao 6, todas as arvores desse tipo caem no caso 1, onde o

corte da bisseccao minima é sempre no maximo dois.
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V()| | er(B,W) er(B,W) Tempo FST Tempo
FST Jansen et al. | (segundos) | Jansen et al.
(segundos)
100 2 1 0.000080 0.000663
200 2 1 0.000114 0.004626
400 2 1 0.000181 0.037905
800 2 1 0.000327 0.250858
1600 2 2 0.00 584 2.136476
3200 2 2 0.001118 17.872311
6400 2 2 0.002568 130.088130
12800 2 2 0.004061 1339.149309
25600 2 - 0.008163 -
51200 2 - 0.023954 -
102400 2 = 0.042101 -
204800 2 - 0.093895 —

Para gerar as arvores ternérias e as arvores de caminho longo, foram
utilizados os geradores feitos por Kampmeier [7].

Como os geradores de Kampmeier foram feitos na linguagem Java, cada
teste levava bastante tempo para ser gerado, impossibilitando que obtivésse-

mos testes de grafos com um ntmero de vértices maior.

11.5 Grafos de Steffen

Obtivemos instancias reais de grafos concedidas por Steffen, feitas por Kamp-
meier 7], e as adaptamos para florestas para a realizacdo dos testes com o

algoritmo FST.

95



\V(T)| | er(B,W) | A(T) | Peso do corte | Tempo (segundos)

Forest 1.1 | 416 91 78 | 1354007.500000 0.003456
Forest 1.2 | 416 1 3 188.730896 0.004367
Forest 2.1 | 414 1 67 13718.629883 0.006489
Forest 2.2 | 414 0 3 0 0.007257
Forest 3.1 | 282 1 41 5570.087402 0.004447
Forest 4.2 | 331 1 21 76.988533 0.003482

Note que em alguns casos, o grau maximo da floresta é muito alto, e é por
esse motivo que um dos resultados apresentou um nimero razoalvelmente
grande de arestas no corte, dado que o algoritmo de FST funciona para
florestas de grau limitado.

Na adaptacao dos grafos para florestas, muitas das arestas foram retiradas
do grafo, fazendo com que alguns vértices ficassem isolados e assim, compu-
sessem o caminho maximo e consequentemente, em alguns casos, gerassem

cortes de largura pequena.

12 Resultados

Conforme os resultados dos experimentos computacionais apresentados ante-
riormente, observa-se que o algoritmo de F'ST possui grande vantagem sobre o
algoritmo de Jansen et al. em relagao a complexidade de tempo e, em alguns
dos casos consegue se equiparar a ele no quesito optimalidade de solugao.
Vemos que ele consegue ser 6timo ou quase 6timo quando aplicado a
arvores que possuem um caminho maximo longo. Isso se deve ao fato de que
arvores com diametro grande possuem mais vértices no caminho maximo
do que fora dele, e arvores desse tipo se enquadram no primeiro caso do
algoritmo da dobra do diametro, que ird4 cortar no méximo duas arestas da

arvore.
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Nos demais casos, comparado ao algoritmo de Jansen et al., vemos que
ele também tem um bom desempenho em relacao a optimalidade. Isso pode
ser visto nos testes com arvores ternarias completas, que sao as arvores cuja
bissec¢cao minima tem o maior nimero de arestas no corte, e onde o algoritmo
de FST devolveu um corte de largura razoavel, com razao menor que 3 em
relagao ao corte minimo.

Mas, por ser um algoritmo de aproximagao cuja optimalidade depende
do grau maximo da arvore, ele entra em desvantagem em alguns casos de
arvores de grau absurdamente grande, como pode ser visto nos resultados

apresentados.
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13 Disciplinas relevantes para o TCC

Em geral, todas as disciplinas tiveram um papel importante para a minha
formacao. Mas, as que contribuiram diretamente para esse trabalho de con-

clusao de curso foram as seguintes:

e Introducao a Computacao e Principios de Desenvolvimento de

Algoritmos
que foram disciplinas fundamentais que me deram uma base sélida em
relacao a logica de programacao e desenvolvimento de algoritmos.

e Estrutura de dados

onde foram vistos conceitos importantes usados nesse trabalho e tam-
bém foi onde tive meu primeiro contato com grafos, em um exercicio

programa.

e Analise de Algoritmos

onde foram estudados conceitos de classes de complexidade computa-
cional, analise de tempo de algoritmos e programagao dinamica, que

foram utilizados nesse trabalho.

e Algoritmos em Grafos

onde foram vistos conceitos importantes e algoritmos base que foram
muito utilizados nesse trabalho, além de ter sido uma matéria funda-
mental que despertou o meu interesse e curiosidade em relacao a esse

assunto.
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