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Parte 1

Parte Objetiva



Capitulo 1

Introducao

Nesta secao farei uma contextualizagao da area e escreverei sobre a motivagao para o
trabalho.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivos gerais

Os objetivos do presente trabalho sao um estudo comparativo entre diversas medidas
de dependéncia entre varidveis aleatérias. Sao elas as medidas de correlagao de Pearson
[11I] e Spearman [I2], o tau de Kendall [9], a informagao mitua [I0], a medida D de
Hoeffiding [7], o Coeficiente de Informacao Maxima (CIM) [2], a correlacdo de distancia
[3] e a medida de Heller, Heller e Gorfine (HHG) [4], com posterior aplicacdo em dados

biolégicos reais.

1.1.2 Objetivos especificos

1. Estudar comparativamente em dados simulados as medidas de Pearson e Spearman,
o tau de Kendall, a informagao mutua, a medida D de Hoeffding, o CIM, a correlagao
de distancia e a medida de HHG de forma a identificar sob quais condicoes cada

medida é capaz de detectar dependéncia.

2. Realizar aplicagoes em dados bioldgicos de expressao génica advindos de tecnologia

de microarranjos de DNA.

1.2 Estrutura do presente trabalho

Nesta secao, descreverei os topicos a serem abordados.



Capitulo 2

Fundamentacao tedrica

Nesta secao, farei uma breve abordagem sobre os tépicos abaixo e outros que julgar

pertinentes no desenvolvimento da monografia.

2.1 Dependéncia entre variaveis aleatorias

2.2 Teste de hipdteses

2.2.1 P-valor

2.2.2 Bootstrap

2.3 Curva ROC
2.4 Expressao génica e microarranjos de DNA

2.5 O método Fast Cyclic Loess de normalizacao



Capitulo 3

Ferramentas utilizadas

Nessa secao listarei as principais ferramentas utilizadas para o desenvolvimento do
trabalho.



Capitulo 4
Metodologia

O estudo comparativo se baseia na avaliagao do poder estatistico das medidas de de-
pendéncia em diversos tipos de dados gerados com a ferramenta R [6]. Tais dados simulam
amostras de duas variaveis aleatérias X e Y, que sao submetidas ao teste estatistico com
a seguinte descricao:

Hy: X e Y sao independentes

H, : X e Y nao sao independentes

Realizamos o teste de independéncia com cada uma das medidas estudadas nesse
trabalho e posteriormente comparamos o poder estatistico das mesmas.

Dada a significancia do teste, o poder estatistico é estimado pela proporcao de vezes
que a hipotese nula é rejeitada em 1000 simulagoes.

Variando a significancia do teste de 0 a 1, podemos construir uma curva do poder
estimado e interpreta-la como uma curva ROC, tomando o poder como a taxa de verda-
deiros positivos e a significancia do teste como simultaneamente a taxa de falsos positivos
e o limiar do p-valor para a classificacao das varidveis X e Y em dependentes e nao
dependentes.

Como medida de comparacao entre os métodos, adotamos a area sob a curva produ-
zida, que nos fornece uma medida geral do desempenho de cada método na identificagao
de associacao entre variaveis. Quanto maior a drea obtida, maior o poder estatistico.

A seguir, explicaremos os testes realizados para cada método. Considere x e y vetores
de tamanho n que correspondem as amostras de X e Y, respectivamente. Denotaremos

(x;,y;) para os pares de valores observados nas amostras.

4.1 Correlacao de Pearson

O coeficiente de correlagao de Pearson é uma medida de correlacao entre duas variaveis
aleatérias. E bastante utilizada para medir o quanto uma associacao pode ser descrita
como uma funcao linear ou, em outras palavras, o quao forte é a dependéncia linear entre
as variaveis. A referida medida é definida como a razao entre a covariancia das duas
variaveis e o produto de seus respectivos desvios padrao.

A correlacao de Pearson aplicada nas amostras x e y é dada por:



i > (@i —2)(yi — ¥) _ N TiYi — 2 Ti ) Yi
V@ - 90?2 Vel — (L) yE — (O vi)?

O valor do coeficiente esta entre -1 e 1. Quando r, vale -1, todos os pontos (z;, ;)

estao em uma reta e os valores de y diminuem a medida que os valores de x aumentam.
Se 1, vale 0, nao hd correlacao linear. Quando r, vale 1, os valores de y aumentam quando
os valores de x aumentam e hd uma reta que passa por todos os pontos (x;,y;). Valores
intermediarios podem, em certas situacoes, indicar o quao forte é a associacao entre x e
y.

Para o teste de independéncia, definimos:

rpV/mn — 2
VAT

Sob Hy, isto é, se X e Y sao intependentes, t segue uma distribuicao ¢ de Student com

t =

n — 2 graus de liberdade.

A partir dessa distribuicao obtemos o p-valor associado ao teste.

4.2 Correlacao de Spearman

O coeficiente de correlacao de Spearman é uma medida de dependéncia estatistica
entre duas variaveis que pode indicar o quao bem uma relagao pode ser descrita como
uma fun¢ao monotonica.

A correlagao de Spearman, denotada por ry, é a aplicagao do coeficiente de correlagao
de Pearson nos dados convertidos em postos D

Se nao ha valores repetidos nas amostras, pode-se obter o coeficiente de Spearman

com a seguinte férmula:

2
1— GA
n(n?—1)

onde d; é a diferenca entre os postos dos valores correspondentes de x e y.

re =

O coeficiente de correlacao de Spearman verifica, portanto, se ha dependéncia linear
entre os postos dos valores observados, o que corresponde a verificar se os valores de y
crescem quando x cresce, ou se os valores de y diminuem, a medida que os valores de x
aumentam.

Como sao utilizados os postos no lugar dos dados, a presenca de outliersﬂnéo prejudica

10 posto de um elemento de um vetor é a posiciao do mesmo no vetor com os dados em ordem crescente.
2Um outlier é uma observacio numericamente distante das demais na amostra.



a identificacao de dependéncia entre variaveis.

Para o teste de independéncia, definimos:

rav/n — 2

Sob Hy, t segue uma distribuicao t de Student com n — 2 graus de liberdade.

t =

A partir dessa distribuicao obtemos o p-valor associado ao teste.

4.3 Tau de Kendall

O coeficiente de Kendall é uma estatistica usada para medir a associacao entre duas
variaveis aleatérias. Assim como o coeficiente de correlacao de Spearman, a medida de
Kendall se baseia nos postos dos dados. Contudo, veremos que a interpretacao dessas
medidas sao diferentes.

Obtemos o tau de Kendall a partir da seguinte férmula:

_C-D
=N

onde C' é o numero de pares concordantes, D é o nimero de pares discordantes e N é
o numero total de pares.

Dois pares de observacao quaisquer (z;,y;) e (z;,y;) sdo concordantes se z; > z; e
y; > y; ou x; < x5 ey; <yj; e discordantes se x; > ;e y; < y; oux; < xjey; >y Se

nao ha valores repetidos nas amostras:
1
N = §n(n -1)

O valor de 7 esta entre -1 e 1. Se os postos de x sao os mesmos de y, entao 7 vale 1.
Se os postos de x sao o reverso dos postos de y, entao a medida de Kendall vale -1. Se X
e Y sao independentes, o valor esperado do coeficiente aplicado as amostras de X e Y é
ZEro.

A distribuicao de 7, sob Hy, para n suficientemente grande, pode ser aproximada para
2(2n+5)

In(n—1)"

Para amostras pequenas, a distribuicao de 7 pode ser obtida explicitando-se todas as

uma normal com média 0 e variancia

n! possiveis permutacoes dos postos das observagoes.

Dessa forma, obtemos o p-valor associado ao teste de independéncia.



4.4 Informacao miutua (IM)

A informacao mutua de duas variaveis aleatorias é uma medida da dependéncia mutua
entre as mesmas.

Se X e Y sao variaveis continuas, a informacao mutua é dada por:

I(X,Y) //fxylog ()f())d:cdy,

onde f(z,y) é a funcao de densidade de probabilidade conjunta de X e Y e f(x) e
f(y) sao as fungoes de densidade de probabilidade marginais de X e Y, respectivamente.

No caso discreto, temos:

( z,y)
Zpr Y) log @y )dxdy,

yeY zeX

onde p(z,y) é a funcao de distribuicao de probabilidade conjunta de X e Y e p(x) e
p(y) sdo as fungoes de distribui¢ao de probabilidade marginais de X e Y, respectivamente.

A informacao mitua mede o quanto o conhecimento sobre uma variavel diminui a in-
certeza sobre a outra. Se X e Y sao independentes conhecer uma delas nao traz informagao
sobre a outra. Se X e Y sao indénticas, entao o conhecimento sobre uma determina a
outra.

Podemos listar as seguintes propriedades de (X, Y):

1. I(X,Y) =0 se, e s6 se, X e Y sao independentes
2. I(X,Y) >0
3. I(X,Y) = I(Y, X)

A partir das amostras x e y estimamos a informacao mutua entre X e Y empiri-
camente. Como nao se conhece uma féormula fechada da distribuicao de probabilidade
dessa medida, construimos o teste de independéncia com base na técnica computacional

de bootstrap.

4.5 Medida D de Hoeffding

A medida D de Hoeffding é uma medida de associacao entre duas varidveis aleatorias,

que é calculada a partir das amostras x e y, com a seguinte formula:

p_ (1=2)(n—3)D1+ D — 2(n — 2) Dy
n(n—1)(n —2)(n —3)(n —4)




onde:

o D =3",Qi(Qi—1)
o Do =301, (Ri— 1)(R —2)(8; = 1)(5i — 2)

D3 =73%"" (R —2)(S; —2)Q;

R; é o posto de z;

S; é o posto de y;

(; ¢ o numero de pontos com ambos os valores de x e y menores do que o i-ésimo

ponto.

Sejam F'(z,y) a fungao de distribuigao acumulada conjunta de X e Y e G(x) e H(y)
as funcgoes de distribuicao acumulada marginais de X e Y, respectivamente. D é uma
medida da distancia entre F(x,y) e G(x)H (y).

Sob Hy, ou seja, sob a hipdtese de que X e Y sao independentes:
F(x,y) = G(z)H(y)
Seja p, o menor valor satisfazendo a desigualdade:
P{D > pu|F(z,y) = G(z)H(y)}
onde P ¢ a distribuicao de probabilidade de D.

Tal valor satisfaz:
2 _
300, < 2(n? 4+ 5n — 32)
Inn—1)n—-3)(n—4)«

onde « é o nivel de significancia do teste
Rejeitamos Hj se, e somente se, D > p,.

Obtemos, assim, um teste de independéncia consistente ﬁ, segundo Hoeftding.

4.6 Coeficiente de Informagao Maxima (CIM)

O Coeficiente de Informagao Méxima (CIM) é uma medida de associagao entre duas
variaveis aleatorias que, quando aplicada em dados com diferentes tipos de associagoes,

mas mesmo ruido, produz avaliacoes semelhantes.

30 teste de uma hipétese Hy é consistente se a probabilidade de aceitar Hy tende a zero quando uma
hipétese alternativa é verdadeira, & medida que o tamanho da amostra aumenta.



Considere o conjunto D dos pares de observacao (z;,y;). Uma grade a-por-b, é um
par que contém uma particdo de D nos valores de x formada por a partes (x-partigao) e
uma particao de D nos valores de y composta por b partes (y-particdo). Chamaremos a
interseccao entre uma parte da x-particao e uma parte da y-particao de célula.

O Coeficiente de Informacao Méaxima de D é dado por:

CIM(D)= max M(D).p

ab<B(n)

onde 1 < B(n) < n%® e M(D) é uma matriz cujas entadas sao:

M(D)yy = D)
ogmin{a, b}

I*(D,a,b) é a maior informacao mitua entre todas as grades a-por-b, tomando-se
como funcao de distribuicao de probabidade a fracao dos pontos em D que estao na célula
da grade em que se encontra certo ponto (x;,y;). O valor de CIM estd entre 0 e 1.

Intuitivamente, o CIM se baseia na ideia de que se uma relagao entre duas variaveis
existe, entao deve haver uma grade que encapsula a associacao entre as mesmas.

Como nao se conhece uma férmula fechada para a distribuicao de probabilidade do

CIM, o teste de independéncia é feito com base na técnica computacional de bootstrap.

4.7 Correlagao de distancia (Dcor)

A correlagao de distancia é uma medida de dependéncia entre duas variaveis aleatorias
analoga a correlagao de Pearson.

A correlacao de distancia aplicada as amostras x e y é dada por:

dCov(x,y)

dCor(x,y) = VaVar(x)dVar(y)

onde:

dCovk(x,y) = 75 >y Ak B
o dVar?(x) := dCov?(x,x)

o Ay =ap;—ay —a;+a.

ag; = ||z — x|, para k, 0l =1,2,...,n

Bry=byy — by — by +b.

bk,l = ||yk - yl||7 para kvl = 1a27 w1

10



||.]| ¢ a norma Euclidiana

e G; e by s@o os valores médios da k-ésima linha das matrizes de distancia (ag;) e

(bk,), respectivamente
e G, e b;sao os valores médios da k-ésima coluna das respectivas matrizes de distancia
e a_e b sdo os valores médios das matrizes (a;) e (bx,;), respectivamente

nDcov? é uma forma quadratica de varidveis aleatdrias gaussianas, com coeficientes
que dependem da distribuicao de X e Y. Quando as distribuigoes sao desconhecidas o

teste de independéncia baseado em nDcov? pode ser produzido com a técnica de bootstrap.

4.8 Medida de Heller, Heller e Gorfine (HHG)

Heller, Heller e Gorfine propoem um teste de independéncia que tenha elevado poder
estatistico e que seja consistente.

O teste se baseia nas distancias entre os valores de x e os valores de y, respectivamente,

{do(zi, ;) 24,5 € {1, ...,n}}, {dy(vi,y;) - 0,5 € {1,...,n}}.
Para cada observacdo ¢ e cada j # i, 1 < j < n, definimos R,(i,j) = d.(z;, ;) e

Ry(i’j) = dy(yiayj)7 All(i7j) = ZZ:l,k#i,k;éj ]{d(l‘laxk) S d(IZ’ x])}]{d(ymyk) S d(yia yj)}7
Aqg, Agr e Ags sao definidas de modo andlogo, e A,,. e A,,, m = 1,2, sdo as somas da

linha m e coluna m, respectivamente.
o [{d(z;,xy) < d(x;,x;)} vale 1, se d(z;, x;) < d(z;, ;) e vale zero, caso contrario
o [{d(yi,yr) < d(yi,z;)} vale 1, se d(y;, yx) < d(yi, x;) e vale zero, caso contrario

Seja
(n = 2){A1a(i, ) A (i, J) — A (i, 5)Az(4, 5)}°

Para estimar o p-valor, sob Hy, pode-se utilizar o método de bootstrap com a seguinte

T=> > 5(ij)

i=1 j=1

5(i,9) =

estatistica:

4.9 Simulacoes

Nesta se¢ao serao descritas todas as simulagoes realizadas para o estudo comparativo.

11



4.10 Aplicacoes em dados de expressao génica

4.10.1 Dados utilizados no presente trabalho

Nessa secao farei uma breve descricao dos dados utilizados.

4.10.2 Aplicacao das medidas estudas aos dados de expressao
géncica

Nessa secao explicarei o processamento dos dados bioldgicos e descreverei a aplicacao

realizada.
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Capitulo 5
Resultados

Nessa secao, serao exibidos os resultados do trabalho.
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Capitulo 6

Discussao

Nesta secao, discutirei os resultados obtidos.
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Capitulo 7

Conclusoes

Conclusoes e consideracoes finais sobre o trabalho.
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Desafios e frustracoes

Nessa secao descreverei os principais desafios e frustrades que encontrei no desenvol-

vimento do trabalho.
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Paralelo entre o trabalho de forma-

tura e as disciplinas do BCC

Farei um breve comentario sobre as disciplinas que mais contribuiram para o meu

trabalho de formatura.
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Trabalhos futuros

Os possiveis passos que tomarei se continuar trabalhando na area do TCC.
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