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NP-completude

Problemas NP-dificeis

“Pelo menos tio dificeis’ quanto qualquer problema NP-completo.

Ou seja, ndo admitem algoritmo polinomial a menos que P = NP.

E dai?
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Otimizacdo Combinatéria

Otimiza¢do combinatdria nos permite modelar varios problemas
reais.

Exemplos: caminho minimo, drvore geradora de custo minimo.

[\ ET

H& muitos problemas interessantes de Otimizacdo Combinatdria
que sdo NP-dificeis.
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Otimizacdo combinatéria

Problema de otimizagdo combinatdria

Conjunto de instancias.
Para instancia I, conjunto de solugdes vidveis Sol([).

Para cada solugdo S € Sol([), valor val (S).
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Otimizacdo combinatéria

Problema:
Dada uma instancia I, encontrar S* que atinja o maximo (ou
minimo) valor.

S*: solucao étima
val (S*): valor étimo, ou OPT(I).
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Problemas NP-dificeis

e de problemas e Clustering

Programacao Linear Inteira

Programacgdo Linear é facil.
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Problemas NP-dificeis

Programacao Linear Inteira

Programacao Linear ¢ facil. (No sentido computacional, claro...)

Restrices de integralidade tornam o problema NP-dificil!
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Escolhas...

Confidvel

Rapido

Ecolha dois!

Barato
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Para problemas NP-dificeis...

Caso geral

Eficiente Resposta exata

Ecolha dois! ...ou prove que P = NP.
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@ Resolver em tempo polinomial

@ Obter sempre a resposta exata

Problemas de Clustering

Resolver casos especiais.
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Abordagens

@ Resolver caso geral
o Resol " "

@ Obter sempre a resposta exata

Solvers de SAT e Programac3o Linear Inteira.
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Abordagens

@ Resolver caso geral

@ Resolver em tempo polinomial

o Obtersempre-aresposta-exata

Algoritmos de Aproximacao!
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Algoritmo de aproximacao

Uma a-aproximagdo para um problema é um algoritmo eficiente
que devolve solugcdes sempre a um fator a do valor étimo.
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Mais precisamente...

Para um problema de minimizacao, uma a-aproximacdo é um
algoritmo de tempo polinomial que, para qualquer instancia I do
problema, devolve uma solug¢do S € Sol(I) tal que:

val (S) < a-OPT(I).
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Algoritmo de aproximacao

Mais precisamente...

Para um problema de minimizacao, uma a-aproximacdo é um
algoritmo de tempo polinomial que, para qualquer instancia I do
problema, devolve uma solug¢do S € Sol(I) tal que:

val (S) < a-OPT(I).

Nesse caso, a > 1.

A definicdo para problemas de maximizacdo é andloga.
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Aproximando o Caixeiro Viajante

TSP tem varios casos...

e Caso geral
@ Caso métrico

@ Caso euclideano
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Caso geral do Caixeiro Viajante

Grafo qualquer, n3o direcionado, com custos nas arestas. Podemos
supor grafo completo sem perda de generalidade.

Muito dificil de aproximar :-(

a-aproximacdo é NP-dificil para « constante.
De fato, para a € O(2"), onde n é o nimero de vértices!

...mas nem tudo estd perdido!
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Caixeiro Viajante, caso métrico

Grafo completo, custos respeitando a desigualdade triangular.

Dados trés vértices diferentes x, y e z, sempre vale que

d(z,z) < d(z,y) + d(y, z)
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Caixeiro Viajante, caso métrico

O caso métrico é, de certa forma, o caso que em geral nos
interessal

(Pense nas distancias ou custos dos problemas reais.)
Ao mesmo tempo, ainda é um caso bem genérico, e portanto

versatil.

Conhecemos uma %-aproximacéo para o Caixeiro Viajante métrico
(Algoritmo de Christofides).
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Caixeiro Viajante euclideano

Os vértices do grafo sdo pontos em um espaco euclideano, o grafo
é completo e os custos das arestas s3o distancias euclideanas.

Por exemplo, temos uma colecdo de pontos no R? e suas
distancias em linha reta.

Nesse caso, para qualquer ¢ > 0, temos uma (1 + €)-aproximag3o. J
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Problemas de Clustering

Dado um conjunto de elementos comparaveis entre si (via fungdo
distancia ou correla¢do), particionar o conjunto de alguma forma.

Um bom particionamento (clustering) é um que tenha conjuntos
(clusters) homogéneos.
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Conjunto de Pontos

O
O O
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Clustering ruim
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Clustering “melhor”
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Interpretacoes do clustering

Problemas de clustering tém varias interpretacdes, por exemplo:
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Interpretacoes do clustering

Problemas de clustering tém varias interpretacdes, por exemplo:

o Categorizagdo automatica

e Facility location
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O k-center

Definicao do k-center

e Grafo G = (V, E)) com custos nas arestas

@ Inteiro k

Escolher k vértices (centros) de modo a minimizar a maior
distancia de um vértice ao centro mais préximo.
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Algoritmo para o k-center

@ Ordene as arestas de acordo com os custos, de modo que

c1<cp <<y

@ Para cada i de 1 até m, construa o grafo G; (o grafo G
excluindo-se as arestas de custo maior que c¢;.

@ Use uma rotina que, dado G;, nos diz que OPT > ¢; OU
devolve uma solucdo de custo < 2 - ¢;.
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Rotina de decisao

Dado G, constréi-se G2, em que vértices s3o vizinhos se est3o a
distancia no maximo 2 em G;.
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Rotina de decisao

Em G%, obtém-se um conjunto independente maximal I.
el

el

cl

Uma solugdo com valor < ¢; precisa usar pelo menos |I| centros.
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Rotina de decisdo, préximo passo

Incrementamos o ¢, e agora o grafo GG; inclui mais arestas:
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Construindo uma solucao

Construimos G? e obtemos um novo conjunto independente
maximal.
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Construindo uma solucao

Construimos G? e obtemos um novo conjunto independente
maximal.

el

el i

Com |I| = k, tomamos I como conjunto de centros.
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Solucdo obtida

Centros escolhidos:

C2

C1 3
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Concluindo

O algoritmo devolve I como o conjunto de centros.

Como I é maximal, todo vértice estd a no maximo duas arestas
“curtas” (de custo ndo superior a ¢;) de distancia de um vértice
em I.

Pela desigualdade triangular, nenhum vértice estd a distancia maior
que 2 - ¢; do centro mais préximo.

Como o étimo ndo é menor que ¢; (pela nossa rotina de decisdo),
vale que nenhum vértice estd a distancia maior que 2 - OPT do
centro mais préximo.
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Concluindo

Resultado...

Isso significa que nosso algoritmo é uma 2-aproximacao.
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Concluindo

Resultado...

Isso significa que nosso algoritmo é uma 2-aproximacao.

Isso é o melhor que da pra fazer pro k-center a menos que P = NP!
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E isso!

Muito obrigado pela aten¢do.
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Fim

E isso!

Muito obrigado pela atengdo.

Duvidas? )
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