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Introducao

Na Teoria dos Jogos, jogos com Informacao Imperfeita sao aqueles em que o jogador
nao tem pleno conhecimento sobre os resultados de suas jogadas, uma vez que nao
conhece as estratégias do adversario. Usualmente, encontrar uma estrategia otima
para tais jogos € um problema NP-Dificil e, portanto, uma abordagem heuristica se faz
necessaria para o desenvolvimento de suas solucoes e algoritmos.

Um exemplo de jogo com informacao imperfeita que permite tal abordagem é o jogo de
cartas Bridge. As tentativas de automatizacao do jogo de Bridge, em geral, envolvem
diminuir o espaco de jogadas possiveis, dividindo o problema em sub-problemas para
cada um dos naipes.

O presente trabalho parte da tentativa de formalizar o jogo de Bridge (e outros jogos
com informacao imperfeita) com um modelo que se assemelhe a maneira humana de
jogar. O "Modelo da Melhor Defesa'"é resultado dessa modelagem. Mostraremos que o
conceito de Ponto de Equilibrio para um jogo com informacao imperfeita de 2 jogadores
é bem definido para esse modelo e descreveremos o algoritmo de Minimizacao Exaus-
tiva de Estrategias que encontra tais pontos. O trabalho € baseado em [FB98], com as
definicoes de Teoria dos Jogos formalizadas em [NM44].

Conceitos de Teoria dos Jogos

Um Jogo na Forma Extensiva € um modelo para jogos em que a ordem das jogadas €
importante. Um jogo para 2 jogadores nessa forma possui:

e Uma arvore finita 7" que descreve todo o0 jogo. Cada um de seus n0s n € um movi-
mento que pode ser aleatorio ou definido por um dos dois jogadores. O primeiro no,
po € 0 primeiro movimento do jogo.

e Uma particao P(n) dos nés de 7' em 3 conjuntos. Para cada no n, P(n) define se o
proximo movimento a partir de n € do jogador 1, do jogador 2 ou € um movimento
aleatorio.

e Para cada n6 n tal que P(n) indiqgue um movimento aleatorio, uma distribuicao de
probabilidade = (n,:) entre todos os seus : filhos.

e Um refinamento Z,.(n) em k sub-conjuntos de cada conjunto definido por P(n). O
jogador nao possui informacodes suficientes para distinguir entre os n0s de cada Z;.(n).

e Para cada jogador i, uma funcao utilidade K; que define, para cada folha de 7', o valor
gue aquela sequéncia de movimentos representa para o jogador «.

A arvore T pode ser muito grande. Para um jogo da velha, por exemplo, essa mode-
lagem gera uma arvore com 9! = 362880 nos. Existe, porém, uma modelagem mais
simples e equivalente a Forma Extensiva, chamada Forma Normal. Nela definimos,
para cada jogador, um espaco de estratégias, de modo que sabemos qual decisao o
jogador tomara apos cada jogada do adversario. Formalmente, definimos essa lista
de estratégias, em um jogo para 2 jogadores, como duas funcodes reais Ki(xq,x9) €
Ks(x1,x9) que representa o ganho que cada jogador tem quando o jogador 7 realiza 0
movimento x;.

Pontos de Equilibrio de um jogo na forma normal sao os pares de estrategia (z, o) tais
que

Ki(21,29) > Ky(x1,72), V21 € X4
Ko(21, %9) > Ko(x1,29), Voo € X

Um Jogo de Soma Zero é um jogo tal que

Ki(x1,29) + Ka(x1,22) = 0,V2 € X1, Vg € Xy

Teorema do Min-Max

Seja I' um jogo de 2 jogadores e soma zero. Nesse jogo, cada jogador define seu
movimento sem conhecer o0 movimento do adversario. Seja I'; uma variacao de I' em
gue o jogador 1 escolhe sua movimento antes do jogador 2. Como o jogador 1 esta
em desvantagem em relacao ao 2 nessa variante, chamaremos I'; de Jogo Minorante
de I'. Uma segunda variacao I'y € variacao dual de I'; e, portanto, € chamada de Jogo
Majorante de I'.

Tome o jogo I'y. Para cada jogada z; € Xy, o jogador 2 escolhera z- tal que minimize
a funcao Ki(z1,x2), ou seja, que minimize o ganho do jogador 1. Dessa maneira, 0
jogador 1 ja sabe qual sera a jogada escolhida pelo jogador 2 e, portanto, o ganho do
jogador 1 em I'y sera

v1 = maxmin Ky(zq, x9)
I i)

Analogamente, se estivermos trabalhando com a versao majorante de I', teremos um
ganho, para o jogador 1, de

v9 = min max K1 (x1, x2)
i) I

Em [NM44] € mostrado que o valor v, que € o0 ganho esperado para o jogador 1 no jogo
[' tem como limitantes os valores de v; e v9. Essa afirmacao, que vale para jogos em
geral, é refinada no caso de jogos de soma zero.

Teorema 1 Dado um jogo de soma zero I com 2 jogadores, temos que

max min K1(xq, o) = minmax Ky (xy, x9)
r1 9 Ly T

onde K{(x1,x9) € a fungao utilidade para o jogador 1.

Bridge como um Jogo com Informacao Imperfeita

O Bridge € um jogo de cartas para 4 jogadores, divididos em 2 duplas. Utilizam-se 52
cartas, com 13 de cada um dos 4 naipes. A mecéanica do jogo baseia-se no conceito de
vasas, que consiste num conjunto de 4 cartas, jogadas cada um por um dos jogadores.
O primeiro jogador escolhe uma das cartas em sua mao e os demais devem escolher
uma carta para jogar e fazé-lo no sentido horario a partir do primeiro. Caso um dos
jogadores tenha em maos alguma carta do mesmo naipe da carta jogada pelo primeiro
jogador ele deve, obrigatoriamente, "responder”o naipe aberto. Caso contrario, a esco-
ha de cartas € livre. O vencedor da vasa € o jogador que jogar a maior carta do mesmo
naipe que o primeiro jogador, exceto nos casos em que um "trunfo"foi escolhido antes
do inicio da partida. Nesse caso, a maior carta do naipe do trunfo vence a vasa e, caso
nao hajam trunfos em jogo, respeita-se a regra anterior.

Em termos de Teoria dos Jogos, podemos entender o Bridge como um jogo de soma
zero para 2 jogadores, pois podemos considerar cada uma das duplas como um jogador
apenas. Escolheremos trabalhar com Ki(xq, x9) e, portanto, o jogador 1 sera conside-
rado MAX, pois esta tentando maximizar o valor da funcao utilidade. Ja o jogador 2 sera
chamado de MIN. Como os jogadores jogam alternadamente, podemos entender o jogo
em arvores de decisao de 3 niveis MAX-MIN-MAX. O jogador MAX fara seu movimento
tentando prever o que MIN fara. Por sua vez, MIN escolhera o movimento baseado no
que ele acredita que MAX fara. Portanto a decisdao de MAX é baseada no que MAX
acredita que MIN acredita que MAX fara (decisao em 3 niveis).

Modelo de Melhor Defesa

Basendo-se em conhecimento de jogadores de Bridge, € possivel conhecer a melhor jo-
gada a partir de determinadas situagoes. Além disso, podemos calcular a probabilidade
de um movimento ser o majorante, dependendo da distribuicao das cartas restantes de
determinados naipes. Com base nesse conhecimento, € possivel formalizar algumas
caracteristicas do Bridge modelado como um jogo de Informacao Imperfeita em que o
jogador MAX inicia o jogo:

1. MIN conhece a jogada de MAX e pode prever a proxima jogada
2. MIN escolhe sua estrategia baseado na estratégia de MAX

3. A estratégia de MAX € pura, isto €, ele, de fato, escolhe um movimento (e nao associa
uma probabilidade a todos os movimentos)

Qualquer jogo transformado em um jogo que tenha as 3 caracteristicas acima € um jogo
na Forma de Melhor Defesa

Minimizacao Exaustiva de Estratégia

O algoritmo abaixo devolve a melhor estratégia para o jogador MAX no modelo de me-
lhor defesa, na forma extensiva, de um jogo de soma zero para 2 jogadores.

Algoritmo 1 e Crie um conjunto S de estratégias do jogador 1, formado por q-uplas em
que a i-eésima entrada representa o caminho escolhido em todos 0s nos n para quem
Il (TL) =1

e Paracada s; € S, calcule E; = esm(t, s;)
e Devolve as estrategias para quem s; € maximo

No algoritmo, esm(t, S) € definido pela tabela abaixo:

Condicao Resultado

t € uma folha | Ky(t)

P(node(t)) = 2 min ¢ g,5,1) €sm(l;, s)

P(node(t)) = 1|esm(t;, s), onde i & 0 Zi(node(t))-ésimo elemento de s
P(node(t)) =0 Ztﬁsub(t) m(node(t;))esm(t;, s)

Conclusao

Apesar do algoritmo Minimizacao Exaustiva de Estratégia utilizar-se da Forma Exten-
siva de um Jogo, foi necessario o estudo de outras modelagens de Jogos com Infor-
macao Imperfeita. Para a modelagem na Forma de Melhor Defesa, fez-se necessario
o Teorema do Min-Max a fim de garantir que a estratégia do jogador MAX seja pura e,
para demonstra-lo, precisamos do jogo na Forma Normal. Por fim, a equivaléncia da
Forma Normal e da Forma Extensiva garante que o algoritmo funciona para a Forma
Extensiva.
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