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Resumo

Em teoria dos grafos, problemas sobre caminhos sdo uns dos mais fundamentais.
Dentre estes, destaca-se o problema da existéncia e busca de caminhos de certos com-
primentos. Nesse trabalho daremos enfoque a problemas sobre caminhos mais longos
em grafos. Consideraremos basicamente duas classes de problemas: os de natureza
algoritmica e os de natureza estrutural.
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1 Introducao

Nesta monografia, apresentamos alguns problemas sobre caminhos mais longos em um
grafo. Consideraremos basicamente duas classes de problemas: os de natureza algoritmica e
os de natureza estrutural.

Na primeira parte, investigaremos o problema de encontrar um caminho mais longo em
um grafo. Este problema é NP-dificil para grafos arbitrarios [6]. Porém, para algumas classes
especificas de grafos existem algoritmos polinomiais para encontrar um caminho mais longo.
Nesse trabalho estudaremos algumas dessas classes e os respectivos algoritmos.

Na segunda parte, apresentaremos uma resenha sobre problemas de enfoque mais es-
trutural relativos a interseccao de caminhos mais longos em um grafo. Mais precisamente,
investigaremos problemas motivados pela seguinte questao levantada por Gallai [5] em 1966:
¢é verdade que em um grafo conexo existe um vértice comum a todos os seus caminhos mais
longos? Sabe-se que a resposta a essa questao é negativa. Ha, porém, algumas classes de
grafos para as quais a resposta é positiva. Estudaremos o caso em que se considera a inter-
secgao de todos os caminhos mais longos, e também o caso em que se considera apenas um
numero fixo de caminhos mais longos. Investigaremos essas questoes em grafos arbitrarios,
e também em certas classes especiais de grafos. Mencionaremos alguns resultados conheci-
dos, e apresentaremos a prova de alguns deles. Além da resenha, apresentaremos alguns
resultados que obtivemos recentemente sobre este topico.

O material a ser apresentado aqui esta organizado da seguinte forma. Na Segao [2| apre-
sentamos 0s conceitos basicos e a notacao utilizada nesta monografia. Também definimos
varias classes de grafos que mencionamos neste trabalho. Na Secgao [3| tratamos do problema
de encontrar um caminho mais longo num grafo. Discutimos sua complexidade computa-
cional, e apresentamos um algoritmo, proposto por Dijkstra, que resolve este problema para
arvores. Também mencionamos outras classes de grafos para as quais existe algoritmo poli-
nomial que encontra um caminho mais longo no grafo. Na Secao {4 tratamos da intersecgao
de todos os caminhos mais longos em um grafo. Mostramos alguns exemplos que mostram
que essa interseccao pode ser vazia, mesmo quando impomos algumas restri¢coes nos grafos.
Ainda nessa secao apresentamos as classes de grafos para os quais sempre existe um vértice
comum a todos os caminhos mais longos e outros resultados conhecidos sobre a interseccao
de um numero fixo de caminhos mais longos.Finalmente, na Se¢ao |b, apresentamos alguns
resultados que obtivemos recentemente.



2 Preliminares

Vamos apresentar algumas definicoes que serao usadas ao longo do artigo. Para maiores
detalhes, recomendamos consultar o livro Graph Theory, de Bondy e Murty [3].

Um grafo é um par ordenado (V, F), onde V' e E sao conjuntos disjuntos, e cada elemento
de E corresponde a um par nao-ordenado de elementos necessariamente distintos de V. Os
elementos do conjunto V' sao chamados vértices e os elementos do conjunto £ sao chamados
arestas. Observamos que os objetos definidos como grafos, em muitos textos, sao chamados
de grafos simples. Trataremos apenas de grafos finitos: aqueles que tém um ntimero finito
de vértices e de arestas.

Se G é um grafo, entao também denotamos o seu conjunto de vértices por V(G), e o seu
conjunto de arestas por E(G). Assim, tendo o nome de um grafo, ainda que os nomes do seu
conjunto de vértices e do seu conjunto de arestas nao sejam explicitados, podemos sempre
nos referir a esses objetos.

Quando uma aresta a corresponde a um par {u, v} de vértices, denotamos isso escrevendo
a = uv e dizemos que a vai de u para v, ou liga os vértices u e v, ou incide em u (e
em v). Também dizemos que u e v sdo os extremos (ou as pontas) de a; que u e v sao
adjacentes (ou vizinhos), e que u é adjacente a v.

Um vértice ¢ dito isolado se nao tem vizinhos no grafo. Um vértice ¢ dito dominante
se € vizinho de todos os demais vértices do grafo. Pares de vértices nao-adjacentes sao ditos
independentes. Um conjunto de vértices é chamado independente se forem dois a dois
independentes.

Sejam G e H dois grafos. Dizemos que GG é isomorfo a H se existe uma bijecao ¢ :
V(G) — V(H) tal que uwv € E(G) < ¢(u)p(v) € E(H) para todo u,v € V(G). A bijecao ¢
é chamada um isomorfismo.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G) e E(H) C E(G); escrevemos
H C G. Neste caso, também dizemos que H esta contido em G, ou que G contém H, ou
que G é um supergrafo de H. Se H C G, mas H # (G entao dizemos que H é um subgrafo
proprio de G, e escrevemos H C G.

Se G é um grafo e ) # X C V(G) entao o subgrafo de G induzido (ou gerado) por
X é o subgrafo H de G tal que V(H) = X e E(H) é precisamente o conjunto das arestas
de G que tém ambos os extremos em X. Denotamos por G — X o subgrafo induzido por
V(G) \ X; é o subgrafo obtido de G removendo-se todos os vértices em X e todas as arestas
que incidem neles.

Se G é um grafo e ) # F C E(G) entao denotamos por G — F' o subgrafo de G obtido
removendo-se as arestas em F'. Para simplificar, em vez de G — {a} escrevemos G — a, onde
a é um vértice ou uma aresta de G.

Um grafo completo ¢ um grafo em que quaisquer dois de seus vértices distintos sao
adjacentes. Uma clique é um subgrafo de G que é um grafo completo.

Um passeio em um grafo é uma seqiiéncia finita nao vazia P = (vg,vy,...,v;), onde
vi—1v; € E(G) para todo 1 < i < k. Dizemos que P é um passeio de vy a (para) g,
e P passa pelos vértices v; e pelas arestas v;_jv;. Os vértices vy e v, sao a origem e o
término de P, respectivamente; e os vértices vy, ..., v,_1 sao chamados vértices internos
de P. O conjunto dos vértices e das arestas que definem P é denotado por V(P) e E(P),
respectivamente. O comprimento de P, denotado por ||P||, é o nimero de arestas de P.



Um caminho é um passeio sem vértices repetidos. Um circuito é um passeio em que, a
menos da origem e do término, que necessariamente coincidem, todos os vértices sao distintos.
Um caminho hamiltoniano em um grafo G é um caminho que passa por todos os vértices

de G.

O inverso de um caminho P = (vg,vy,...,v), denotado por P~ é o cami-
nho (vg,...,v1,v0). A concatenagao de dois caminhos P = (vg,v1,...,0) € Q =
(uo, U1, . .., uy), definida se vy = ug, é o passeio (v, v1, ..., Vg, U1, ..., Uy,). Denotamos esta

operacao por P - Q. Note que P - () forma um caminho se, a menos de v e ug que neces-
sariamente coincidem, os demais vértices de P sao distintos dos demais vértices de Q).

A uniao (a interseccao) de dois grafos G e G’ forma um grafo H tal que V(H) =
V(G)UV(G) (= V(G)NV(G")) e E(H) = E(G)U E(G") (= E(G) N E(G")). Dizemos
que dois grafos se intersectam se tém interseccao nao vazia. Dizemos que dois grafos sao
disjuntos se tém interseccao vazia.

O termo passeio (respectivamente caminho, circuito) também serd usado para denotar
um grafo ou subgrafo cujos vértices e arestas sdo os termos de um passeio (respectivamente
caminho, circuito).

Um grafo G é conexo se, para todo par de vértices distintos u, v, existe em G um caminho
de u av. Um grafo G é k-conexo (k > 1) se, para todo par de vértices distintos u, v, existem
em G k caminhos disjuntos de u a v. Se um grafo GG é k-conexo e outro grafo H é [-conexo
e k > [ dizemos que G tem maior conectividade que H.

Um (sub)grafo G é dito maximal (respectivamente minimal) em relacdo a uma certa
propriedade P (por exemplo, ser conexo) se G tem a propriedade P, mas nenhum supergrafo
(respectivamente subgrafo) préprio de G tem a propriedade P. Por exemplo, dizer que H ¢
um subgrafo conero maximal de G equivale a dizer que H € um subgrafo conexo de G e além
disso, nao existe nenhum supergrafo proprio de H que € um subgrafo conexo de G. Note que,
nada impede que G tenha um outro subgrafo conexo de tamanho maior ou igual ao de H.

Um subgrafo conexo maximal de um grafo é chamado componente. Dizemos que um
vértice v de um grafo G é um vértice-de-corte se o nimero de componentes de G — v
¢ maior do que o nimero de componentes de G. Uma aresta e tal que G — e tem mais
componentes que GG é chamada ponte ou aresta-de-corte.

Um bloco é um subgrafo 2-conexo maximal ou uma ponte ou um vértice isolado. Um
bloco trivial é uma ponte ou um vértice isolado.

2.1 Classes de grafos

Uma classe de grafos é um conjunto de grafos que satisfazem determinadas propriedades.
Definimos algumas classes que serao usadas mais adiante.

e Um grafo é planar se é possivel desenha-lo no plano sem cruzamento de arestas.
e Um grafo é uma arvore se é conexo e nao contém circuitos.

e Um grafo G é bipartido se V(G) pode ser particionado em dois conjuntos X e Y
(XUY =V(G) e XNY = 0) de modo que cada aresta de G tenha um extremo em X
e outro em Y. Uma tal particao é chamada uma biparticao do grafo.



Um grafo é um grafo dividido (ou um grafo split) se o conjunto de seus vértices
pode ser particionado em dois conjuntos X e Y, tais que X induz uma clique e Y um
conjunto independente.

Um grafo é hamiltoniano-conexo se, para todo par de vértices distintos u, v, existe
em (G um caminho hamiltoniano de u a v.

Vamos introduzir aqui duas classes de grafos que tém uma estrutura semelhante a
arvores.

Um grafo G é um grafo de blocos se GG é conexo e todo subgrafo 2-conexo maximal
¢ uma clique. Grafos de blocos podem ser obtidos a partir de uma arvore substituindo
cada aresta da arvore por uma clique e de modo que as cliques tenham no méaximo um
vértice em comum.

Um grafo G é um cactus se cada aresta pertence a no maximo um circuito em G. Um
cactus pode ser obtido a partir de uma arvore, substituindo cada aresta da arvore por
um circuito e de modo que os circuitos tenham no maximo um vértice em comum. (Ou
seja, um catus é composto por blocos que sao circuitos ou caminhos).

Um grafo é exoplanar se é possivel desenhé-lo no plano sem cruzamento de arestas
de forma que todos os seus vértices estejam na face externa do desenho. Observe que
todo cactus é um grafo exoplanar.

Para uma colecao de conjuntos, o grafo intersecgao ¢ o grafo com um vértice para
cada conjunto, em que vértices sao adjacentes se os conjuntos se intersectam.

Dada uma permutagao (o1, 09,03, ...,0,) dos numeros 1,2,3,...,n, um grafo per-
mutagao tem um vértice para cada numero 1,2,3,...,n e uma aresta entre dois
numeros que estao em ordem invertida na permutacao. Também é possivel repre-
sentar um grafo de permutacao como um grafo interseccao de segmentos retas entre
duas retas paralelas.

Um grafo é um grafo intervalo se for um grafo intersec¢ao de conjuntos de intervalos
na reta real. Ele possui um vértice para cada intervalo na reta e um aresta entre
quaisquer dois pares de vértices correspondentes a intervalos que se intersectam.

Um grafo G é um grafo arco-circular se ele for o grafo interseccao de arcos em um
circulo. Ele possui um vértice para cada arco no circulo e um aresta entre quaisquer
dois pares de vértices correspondentes a arcos que se intersectam.

Um grafo ¢ limiar se pode ser contruido a partir de um grafo com apenas um vértice
através de repeticoes das seguintes operagoes:

1. Adicao de um tunico vértice isolado no grafo.

2. Adicao de um tnico vértice dominante no grafo.

Grafos ptolemaicos sao grafos que, para cada quatro vértices u,v,w,z, vale a de-
sigualdade ptolemaica: d(u,v)d(w,z) < d(u,w)d(v, x) + d(u, z)d(v, w).
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3 O Problema algoritmico

Em teoria dos grafos, “o problema do caminho mais longo” se refere, usualmente, ao
problema de encontrar um caminho de comprimento maximo em um dado grafo. A versao
deste problema que pode ser chamada de problema de decisao é a seguinte:

Problema Caminho(k,G): Dado um grafo G e um natural k, decidir se existe em
G um caminho de comprimento maior ou igual a k.

Se houvesse um algoritmo polinomial para resolver este problema de decisao, entao have-
ria um algoritmo polinomial para resolver o problema do caminho mais longo (e, como
provaremos a seguir, para resolver todos os problemas NP-completos). Suponha que a
fungao camiNHO(k, G) receba um inteiro k e um grafo G e devolva sim se existe um caminho
de comprimento maior ou igual a k em G e devolva nao, caso contrario. Se esta fungao fosse
polinomial, entao o seguinte algoritmo, que encontra um caminho de comprimento maximo
em um grafo G, seria polinomial.

CAMINHO MAIS LONGO(G)
Lk V(G -1

2 enquanto (CAMINHO(k, G) = ndao)
3 k<Fk—-1

4 H<+G

5 paraiem E(H)

6 remova ¢ de H

7 se (CAMINHO(k, H) = nao)

8 insira ¢ de volta em H

9 devolva H

Proposicao 1 O problema Caminho(k, G) é N'P-completo.

Prova. A N'P-completude do problema de decisao pode ser provada através da reducao do
problema do caminho hamiltoniano (que é conhecidamente N P-completo, veja [6]). Além
disso, é necessario provar que o problema estd em NP. Mas isto é trivial, pois um certificado
para a instancia sim do problema é a descricao de um caminho de comprimento maior ou
igual a k. m

3.1 Casos particulares

Como acabamos de ver, o problema de encontrar um caminho mais longo de um grafo é
NP-dificil para o caso geral. No entanto, para algumas classes especiais de grafos, existem
algoritmos polinomiais que resolvem o problema. Por exemplo, se o grafo for uma arvore, é
possivel fazé-lo em tempo linear. Este algoritmo foi proposto por Dijkstra por volta de 1960.
A prova formal foi dada por Bulterman e outros [4].

CAMINHO MAIS LONGO EM ARVORE (G)
1 Escolha qualquer folha da arvore GG e nomeie-a F}
2 Encontre um caminho mais longo em G com inicio Fj.



3 Chame a outra extremidade deste caminho de F5.
4 Encontre um caminho mais longo em G com inicio F.
5 Devolva este caminho. Este é um caminho mais longo em G.

A complexidade do passo 2 é §(c*n), onde (0.5 < ¢ <1). E a complexidade do passo 3
¢ 6(n). Portanto a complexidade do algoritmo inteiro é 6(n).
TODO: apresentar a prova de corretude?

Existem outras classes de grafos para os quais ja se conhece algoritmo polinomial
para resolver o problema. Em 2005, Uehara e Uno [13, [14] provaram isso para grafos de
blocos, grafos ptolomaicos, cactus, grafos de permutacao bipartido e, como corolario, para
grafos limiares. Estes autores estavam trabalhando em subclasses de grafos intervalo, mas
finalmente, em 2010, Ioannidou, Mertzios, e Nikolopoulos [9] provaram que para os grafos
intervalo, existe um algoritmo polinomial que encontra um caminho mais longo.

3.2 Grafos intervalo

TODO: Reproduzir a prova para grafos intervalo
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4 O Problema estrutural

Agora vamos tratar de outro problema sobre caminhos mais longos. Obviamente, um
grafo pode ter mais de um caminho mais longo. O que podemos afirmar sobre a interseccao
destes caminhos?

Em 1966, em um coléquio sobre teoria dos grafos, Gallai [5] perguntou:

Problema P..: Seja G um grafo conexo qualquer. Existe um vértice em G comum
a todos os caminhos mais longos?

Em outras palavras, Gallai perguntava se a interseccao de todos os caminhos mais longos
é sempre nao-vazia.

4.1 Primeiro exemplo

Pouco tempo depois, em 1969, Walther [I5] construiu um grafo provando que isto nao é
sempre verdade. O grafo, reproduzido abaixo, tem 25 vértices e é planar.

Figura 1: Primeiro grafo, encontrado por Walther, que nao tem vértice comum a todos os
caminhos mais longos

Neste grafo, existem muitos caminhos mais longos distintos, porém os 13 apresentados
abaixo sao suficientes para provar que a interseccao dos caminhos mais longos é vazia:

1. V-U-B-H-I-J-G-E-D-C-F-M-L-K-R-Q-P-O-A-W-X
2. V-U-B-T-S-J-I-H-D-C-F-M-L-K-R-Q-P-0-A-W-X

3. V-U-B-T-S-J-I-H-D-E-F-M-L-K-R-Q-P-0O-A-W-X
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4. V-U-B-T-8-J-1-H-D-C-F-E-G-K-R-Q-P-O-N-M-L
5. X-W-A-T-S-Q-P-O-N-M-L-K-G-J-I-H-D-E-F-C-Y
V-U-B-T-S-J-G-E-D-C-F-M-L-K-R-Q-P-O-A-W-X
V-U-B-T-S-J-I-H-D-C-F-E-G-K-L-M-N-O-A-W-X

V-U-B-T-8-J-I-H-D-C-F-E-G-K-R-Q-P-0-A-W-X

© © N o

V-U-B-H-D-C-F-E-G-K-L-M-N-O-P-Q-S-T-A-W-X
10. V-U-B-H-I1-J-G-E-D-C-F-M-L-K-R-Q-S-T-A-W-X
11. v-U-B-H-I-J-G-E-D-C-F-M-N-0O-P-Q-S-T-A-W-X
12. X-W-A-O-N-M-L-K-R-Q-S-T-B-H-I-J-G-E-D-C-Y
13. X-W-A-O-N-M-L-K-R-Q-S-T-B-H-I-J-G-E-F-C-Y

De fato, note que cada vértice tem pelo menos um desses caminhos que nao passa por
ele. Na tabela abaixo indicamos, para cada vértice do grafo, um dos caminhos que nao passa
por ele.

AIB|C|/D|E|F|G|/H|T|J|/K|L|IM|N|JO|P R|IS|T|U|V I WX

O

4 153113212126 |6[|9|11 8|8 |1|10]7 7111|5544

Deste resultado surgiram novas perguntas:

Este exemplo é minimal? E se impusermos restri¢oes nos grafos (planaridade, maior
conectividade)? E se em vez de tomarmos a intersec¢ao de todos os caminhos mais
longos, tomarmos apenas a de alguns deles?

Algumas destas perguntas foram levantadas por Zamfirescu [I7] em 1972, pedindo ex-
plicitamente por exemplos de ordem minimal. Vamos tratar aqui do que se sabe sobre estas
perguntas.

Chamaremos de P, o problema original de Gallai e de P,, para n > 2, o problema
analogo mas olhando a interseccao de apenas n caminhos mais longos. Em qualquer um dos
casos, se tivermos considerando alguma restrigdo no problema, escreveremos P{«a}, onde «
¢é a restricao imposta.

4.2 Exemplo minimal

Alguns anos depois do primeiro exemplo que resolve P, ser apresentado, Walther [16] e
Zamfirescu [I§], independentemente, encontraram um exemplo menor com 12 vértices.

Indicamos abaixo 9 caminhos mais longos do grafo da Figura Nao ¢é dificil verificar
que eles tém intersecgao vazia.

1. L-C-G-D-E-H-I-F-B-K

12




Figura 2: Menor grafo conhecido cuja intersecao de todos os caminhos mais longos é vazia

2. J-A-I-F-G-D-E-H-C-L

K-B-E-H-I-F-G-D-A-J

- W

K-B-E-H-C-G-F-I-A-J

ot

J-A-D-G-C-H-I-F-B-K
6. L-C-G-D-A-I-H-E-B-K
7. K-B-F-I-A-D-E-H-C-L
8. J-A-I-F-B-E-D-G-C-L
9. L-C-H-E-B-F-G-D-A-J

Os 3 primeiros caminhos sao simétricos e nao passam por: A e J; B ¢ K; C e L, nesta
ordem. Os 6 ultimos também sao simétricos e nao passam por: D; E; F; G; H; I, nesta
ordem.

4.3 Grafos planares

O primeiro exemplo obtido que resolve P,, tem 25 vértices e é planar, mas o menor
exemplo planar conhecido, encontrado por Schmitz [I1] em 1975, possui 17 vértices.
Exibimos abaixo 7 caminhos mais longos do grafo da Figuta [3] cuja intersecgao é vazia:

1. A-B-C-D-E-H-G-F-I-J-K-L-M
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Figura 3: Menor grafo planar cuja intersec¢ao de todos os caminhos mais longos é vazia

2. A-B-C-D-E-H-G-F-I-N-O-P-Q

M-L-K-H-G-F-C-D-E-N-O-P-Q

=W

M-L-K-J-I-F-C-D-E-N-O-P-Q
5. M-L-K-J-I-F-G-H-E-N-O-P-Q
6. A-B-C-F-G-H-K-J-I-N-O-P-Q
7. A-B-C-D-E-H-K-J-I-N-O-P-Q

Na tabela abaixo indicamos, para cada vértice do grafo, um caminho que nao passa por
ele.

A/IB|C|D/E|F|IG|H|T|JIKILIM|IN|O|P|Q
33|45 |5|6 7|44 (322221111

Conjectura-se que o grafo da Figura [2| e o grafo da Figura [3| sao minimais para os pro-
blemas P, e Ps{planar}, respectivamente.

4.4 Grafos 2-conexos

A seguinte pergunta surge de maneira natural: “Sera que para grafos 2-conexos também
existe um exemplo em que a interseccao dos caminhos mais longos é vazia?” Exigindo-
se maior conectividade, é de se esperar que o tamanho do grafo exemplo seja maior. O
primeiro exemplo foi construido em 1972 por Zamfirescu [17], tem 82 vértices e é planar.
Quatro anos mais tarde o préprio Zamifrescu [18] descobriu os menores exemplos conhecidos
até hoje, tanto para o problema P..{2-conexo} quanto para o Py{2-conexo, planar}, com
26 [Figura[4] e 32 [Figura[p] vértices respectivamente.
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Figura [4] Figura [j

Figura 4: Menor grafo 2-conexo conhecido que nao possui vértice comum a todos os caminhos
mais longos.

Figura 5: Menor grafo 2-conexo planar conhecido que nao possui vértice comum a todos os
caminhos mais longos.

4.5 Grafos 3-conexos

Para grafos 3-conexos, o primeiro exemplo foi construido por Griinbaum [7] em 1974 e tem
484 vértices. Mas Zamfirescu [18] produziu uma resposta melhor, sem exigir planaridade,
com 36 vértices (veja Figura [6]).

Exigindo-se planaridade, o melhor exemplo foi obtido por Hatzel [§], em 1979, com 224
vértices.

4.6 Grafos 4-conexos

Para grafos 4-conexos a pergunta correspondente continua em aberto:

Existe um grafo 4-conexo cuja interseccao de todos os caminhos mais longos é
vazia? [19]
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Figura 6: Menor grafo 3-conexo conhecido cuja interseccao de todos os caminhos mais longos
é vazia

4.7 Alguns resultados positivos

Apesar de termos visto varios exemplos de grafos nos quais a interseccao dos caminhos
mais longos ¢é vazia, podemos impor algumas condigoes aos grafos para garantir que exista
pelo menos um vértice nesta interseccao.

Um primeiro resultado, facil de se provar, é que em arvores todos os caminhos mais longos
tém um vértice em comum. De fato, basta observar que, como dois-a-dois os caminhos mais
longos se intersectam, entao, se nao houvesse vértice comum a todos os caminhos mais longos
no grafo, a uniao dos caminhos mais longos formaria um circuito.

Klavzar e Petkovsek [10] provaram que grafos divididos tém pelo menos um mesmo vértice
na interseccao de todos os caminhos mais longos. Balister e outros [2] provaram o mesmo
fato para grafos arco-circulares.

Klavzar e Petkovsek [10] também provaram o seguinte resultado:

Proposicao 2 Seja G um grafo conexo. Entdo existe um vértice comum a todos 0s caminhos
mais longos em G se e somente se para todo bloco B de GG, todos os caminhos mais longos
em G que tém pelo menos uma aresta em B tém um vértice em comum.

Portanto, se todo bloco de um grafo GG é hamiltoniano-conexo ou um circuito, entao todos

os caminhos mais longos em G tém um vértice em comum.
TODO: reproduzir esta prova
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4.8 Grafos divididos
TODO: Reproduzir essa prova

4.9 Grafos arco-circulares

TODO: Reproduzir essa prova

4.10 Numero fixo de caminhos mais longos

O que sabemos do problema P, para n fixo? O grafo da Secao mostra que P nao
é sempre verdade. Skupieni [I2] obteve, para n > 7, um grafo conexo no qual existem n
caminhos mais longos cuja intersegao é vazia, mas quaisquer n — 1 caminhos mais longos tém
um vértice em comum. Até hoje, esta é a maior cota inferior para n tal que se sabe que P,
nao é sempre verdade.

4.11 Dois caminhos mais longos

Além disso, para n < 7, s6 sabemos que:

Assercao 3 Se GG ¢ um grafo conexo, entao quaisquer 2 caminhos mais longos de G tém
um vértice em comum.

Prova. Seja G um grafo conexo e suponha, por contradicao, que P; e P, sejam dois caminhos
mais longos de comprimento L cuja interseccao é vazia. Como G é conexo, existe um caminho
de P, a P,. Escolha um caminho minimal M que liga P; a P;, ou seja, escolha M tal que sua
origem, x, esteja em P, o seu término, y, em P, e nenhum vértice interno de M pertenca a
P; ou a P, (veja Figura[7)).

Figura 7:
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O vértice = divide P; em dois caminhos. Seja P| o maior desses caminho. Analogamente,
y divide P, em dois caminhos. Seja Pj o maior desses caminhos. Agora, seja P o caminho
P{-M-Pj. Como [|[M|| >1,||P]]| > 3L e ||Pj|| > 3L, entao |P|| > L+ 1, o que contradiz o
fato de P, e P, serem caminhos mais longos. =

Portanto, para 3 < n < 6 o problema P, continua em aberto.

Vimos que dois caminhos mais longos sempre se intersectam. Mas em quantos vértices?
Isto obviamente depende da conectividade do grafo.

Se o grafo for 2-conexo, entao é facil ver que existem pelo menos 2 vértices nesta in-
tersecgao. De fato, a prova disto seria semelhante & prova da Assercao [3] Em um grafo
3-conexo, sao pelo menos 3 vértices. Sera que em um grafo k-conexo, quaisquer 2 caminhos
mais longos tém pelo menos k vértices em comum? Esta é uma questao que ainda esta em
aberto. Tudo o que se sabe é que a afirmacao ¢é vélida para k < 6; para k > 7 s6 se sabe que
o niimero de vértices em comum é O(v'k). [19]

4.12 Trés caminhos mais longos

Como vimos anteriormente, o seguinte problema continua em aberto:
Em um grafo conexo, existe um vértice comum a quaisquer trés caminhos mais longos?

Em 2009, Axenovich [I] provou que isto é verdade para uma classe especial de grafos,
mais especificamente para triplas de caminhos mais longos cuja uniao pertence a uma classe
especial de grafos, os exoplanares. Mais formalmente, o resultado provado por Axenovich é
o seguinte:

Teorema 4 Seja G um grafo conexo e Py, Py, P3 seus caminhos mais longos. Se PUP,U P
forma um grafo exoplanar, entdo existe um vértice v pertencente a V(Py) NV (Py) NV (P3).

Nao reproduziremos aqui toda a prova de Axenovich, pois é muito extensa. Veremos que
este teorema segue como um coroldrio do Teorema [7] que provaremos na préxima segao.
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5 Resultados

5.1 Primeiro resultado

Apresentamos aqui um novo resultado que permitiu tanto a simplificacao da prova do
Teorema 4] quanto sua generalizacao.

Lema 5 Seja G um grafo exoplanar conexo. Se G contém exatamente um bloco nao-trivial,
entao existe um vértice comum a todos os caminhos mais longos em G.

Prova. Seja B o bloco nao-trivial de G. Se G nao contém blocos triviais, entao existe um
caminho hamiltoniano em G e, portanto, a interseccao de todos os caminhos mais longos de
G contém todos os vértices. Suponha, entao, que G' tem ao menos um bloco trivial.

Chamaremos de caminho pendente um caminho de G que intersecta B em um tnico
vértice que é sua origem. Obviamente, as arestas de um caminho pendente pertencem a
blocos triviais de G.

Sejam C' um circuito hamiltoniano em B, R* um caminho pendente de maior comprimento
e v o vértice comum a R* e B.

Assercao 6 Todos os caminhos mais longos passam pelo vértice v.

Para vértices z e y em C, denote por C,, o caminho em sentido horario de z a y em C.

Suponha, por contradi¢ao que P seja um caminho mais longo que nao passa por v. Como
P tem vértices em B, sejam x € V(P)NV(B) o vértice com ||C, || minimo e y € V(P)NV(B)
o vértice com ||C, ;|| minimo.

Se x = y, entdo o caminho P tem apenas um vértice em B (veja Figura . Sejam R;
e Ry dois caminhos pendentes maximais de P tal que P = Ry - Ry. Considere o caminho
P' = Ry Cyy - B Entio |[P']| = |Rall + |Casll + [ B¥] = 1P| = [1Ball + [ Cunll + [1B*]]
Como ||R*|| > [|Rz|| e ||Cs0ll > 0, isto implica que || P’|| > || P||, o que contradiz o fato de P
ser um caminho mais longo.

Se x # y, entao ao menos uma aresta de P que incide em z pertence a E(B). Seja z tal
que zz € E(P)NE(B) e ||Cy..| ¢ minimo. Possivelmente y = z (veja Figura [J)). Neste caso,
considere o caminho P’ obtido de P através da substitui¢do da aresta xy pelo caminho C, ,,
ou seja, P’ = (P — xy) U C,,. Note que P’ é de fato um caminho pois C,, sé intersecta
P nos vértices x e y. Assim ||P'|| = ||P — zy|| + |Coyll = | P|| — 1+ ||Col| + [|Coyl|. Mas
|1Cenll > 1e||Cyyll > 1. Portanto, ||P’|| > || P|| + 1, o que contradiz a maximalidade de P.
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Figura 9:

Entao suponha que y # z. Chamemos de P, e P, os dois caminhos de P tais que
P=P-P, V(P)NV(P) =zecxz e V(P)ey e V(P) (veja Figura[l0)). Como G ¢ planar,
P; s6 usa vértices de Cy ., e possivelmente de um caminho pendente, digamos R. Agora,
considere o caminho P’ = P, - C, ! - R*.

Entéo [ P']| = | Pl + [Coull + 1B*| = 1P|+ o | + [ Cyell + IRl Como (1€ ]) >
HJI?HH_HRH? IB|| = [|R e |Coyll > 0, entéo [ P'[| > || P+ [| Pol| = | Rl + [ RI| = [ P+ P2l =

Mas isto contradiz a maximalidade de P. Portanto, todos os caminhos de comprimento
maximo passam por v. M

Teorema 7 Se G ¢ um grafo exoplanar conexo, entao existe um vértice comum a todos os
caminhos mais longos em G.
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Figura 10:

Prova. Se G nao contém nehum bloco nao-trivial, entao, G é uma arvore, e, como vimos
na Secgao [4.7, em drvores todos os caminhos mais longo tém um vértice em comum. Se G
tem apenas um bloco nao-trivial, entao o resultado segue do Lema [ Suponha entao que
G tenha pelo menos dois blocos nao-triviais. Seja B um bloco nao-trivial de G, e sejam
x, ...,V 08 vértices-de-corte de G que pertencem a B. Parai=1,... k, seja G; o subgrafo
maximal de G tal que G; N B = {v;}.

Seja Pp o conjunto dos caminhos mais longos em G que tém pelo menos uma aresta em
B. Pelo Lema [2], é suficiente provar que existe um vértice comum a todos os caminhos em
Ps.

Seja P um caminho em Pp. Como B é hamiltoniano, é imediato que P contém (propri-
amente) um caminho mais longo em algum G, digamos P;, que termina em v;. Considere
agora o conjunto I de todos os indices i tais que G; contém um caminho maximo como
P;. Para cada tal 7, escolha apenas um representante de tais tipos de caminhos, doravante
referidos como P,.

Seja Hp o grafo definido como a uniao do bloco B e dos caminhos P;, onde i € [.
Entao Hp é um grafo exoplanar conexo que contém exatamente um bloco nao-trivial. Pela
Proposicao [2| existe um vértice comum a todos os caminhos mais longos em Hpg. Esse
resultado implica que existe um vértice comum a todos os caminhos de Pg. Com isso, fica
completa a prova do teorema. m

5.2 Segundo resultado

TODO: Abaixo estd um resumo da prova (em inglés). Preciso reescrever algumas partes
e completa-la.
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Teorema 8 If G is a connected graph in which all non-trivial blocks are Hamiltonian, then
any three of its longest paths have a common vertex.

In this section we focus on the intersection of three longest paths. Theorem [§ shows a
class of graphs for which any three longest paths have a common vertex. In particular, this
class includes the outerplanar graphs.

Sketch of the proof of Theorem [8] Let P be a set of three longest paths in G. It can
be shown that there is a block B of GG that contains at least one vertex of each path in P. If
one of the paths in P contains all vertices of B, then the result follows easily. Thus we can
assume B is non-trivial and all paths in P use two pending paths of B.

Henceforth, we shall consider only pending paths of B that are contained in the paths
of P. If all these pending paths together intersect B in only two vertices, then the result is
obvious. So, let vy, vo and v3 be origins of three disjoint pending paths that are as long as
possible.

A longest pending path of B that has v; as its origin will be called a v;-pending path.
Suppose a v;-pending path is at least as long as a vj-pending path if ¢ < j. Let C be a
Hamiltonian cycle in B embedded in the plane in such a way that vy, vy and vs appear
clockwise in C.

Case 1: There is at most one path in P containing both a v;-pending path and a vo-pending
path.

Let P, be a path in P that contains a v;-pending path, and its other pending path is as
long as possible. Let P. be a path in P that does not contain a vi-pending path, and let P,
be the remaining path in P.

For i € {1,2,3}, let R; be a v;-pending path, and for = € {a,b, c}, denote by T, and 7,
the two pending paths contained in P,. Thus, we have

[Rall + (| Rall = [ Tall + 1751,
(1) [Ball + (1Bl > (| Tl + (1751,
[Rall + (| Rsll = (I Te] + T2
Now consider the paths
Qa = Ry' - Cuyy - Cog - R,
Qv =Ry Cyy vy Cogy - Rs,
Qc=R5"+ Cuyy - Copy - R
Since P,, P,, P. are longest paths, it follows that

(2) [1Pell = [|Qall,  for = € {a,b,c}.
For a path P, let C(P,) denote the subgraph obtained from P, by removing all vertices
not in C. Observe that C(P,) must be a path. Combining the fact that ||P.| = ||T:| +

IC(P)|| + |77 with and , we obtain
[C(P)ll = [[Con.wsll + [|Coog 0 II;
ICP) = 1 Coy o || + | Cooy sl
[C(Pe)[] = | Cgon | + 1Coy |-
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Adding both sides of the last three inequalities yields
IC(P) + ICR)I + IC(P)I = 2[|C-

Thus, there must exist a vertex common to P,, P, and P..

Case 2: There are (exactly) two paths in P containing both a vi-pending path and a
vo-pending path.
[
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7

Conclusao

TODO: escrever conclusao
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