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Resumo

Em teoria dos grafos, problemas sobre caminhos sdo uns dos mais fundamentais.
Dentre estes, destaca-se o problema da existéncia e busca de caminhos de certos com-
primentos. Nesse trabalho daremos enfoque a problemas sobre caminhos mais longos
em grafos. Consideraremos basicamente duas classes de problemas: os de natureza
algoritmica e os de natureza estrutural.
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Parte 1
Objetiva

1 Introducao

Trés politicos, cada um com seu projeto de lei, decidiram que o projeto com maior
numero de assinaturas seria aprovado. Com seus escassos conhecimentos de tecnologia, cada
um resolveu mandar seu projeto por e-mail, pedindo para assinar abaixo.

Para evitar a multiplicacao do ntimero de abaixo-assinados, enviaram o projeto para
apenas uma pessoa e pediram que cada pessoa que recebesse o e-mail assinasse e repassasse
para apenas um de seus contatos que ainda nao tivesse assinado. Caso nao houvesse nenhum
de seus contatos que ainda nao tivesse assinado, enviasse o e-mail de volta ao politico que
criou o projeto. Vamos supor que quem recebe um e-mail de fato assina (mesmo que ja tenha
assinado outro projeto) e repassa, conforme pedido.

Diante desse problema poderiamos fazer algumas perguntas. Supondo que os politicos
tenham acesso a lista de contatos de cada pessoa, serd que conseguiriam construir um algo-
ritmo que determinasse o caminho que o e-mail deve percorrer para garantir o maior ntimero
de assinaturas? Supondo que cada politico consiga o maior niimero possivel de assinaturas,
serd que podemos garantir que existe ao menos uma pessoa que assinou os trés projetos?

Essas perguntas podem ser reformuladas matematicamente como: Existe um algoritmo
que encontra um caminho mais longo em um grafo? E verdade que quaisquer trés caminhos
mais longos sempre tém um vértice em comum?

Nesta monografia, apresentaremos estes e alguns outros problemas relacionados a cami-
nhos mais longos em grafos. Consideraremos basicamente duas classes de problemas: os de
natureza algoritmica e os de natureza estrutural.

Na primeira parte, investigaremos o problema de encontrar um caminho mais longo em
um grafo. Este problema é N'P-dificil para grafos arbitrérios [9]. Porém, para algumas
classes especificas de grafos existem algoritmos polinomiais para encontrar um caminho mais
longo. Nesse trabalho estudaremos algumas dessas classes e os respectivos algoritmos.

Na segunda parte, apresentaremos uma resenha sobre problemas de enfoque mais es-
trutural relativos a interseccao de caminhos mais longos em um grafo. Mais precisamente,
investigaremos problemas motivados pela seguinte questao levantada por Gallai [8] em 1966:
¢ verdade que em um grafo conexo existe um vértice comum a todos os seus caminhos mais
longos? Sabe-se que a resposta a essa pergunta é negativa. Ha, porém, algumas classes de
grafos para os quais a resposta é positiva. Estudaremos o caso em que se considera a inter-
seccao de todos os caminhos mais longos, e também o caso em que se considera apenas um
niumero fixo de caminhos mais longos. Investigaremos essas questoes em grafos arbitrarios,
e também em certas classes especiais de grafos. Mencionaremos alguns resultados conheci-
dos, e apresentaremos a prova de alguns deles. Além da resenha, apresentaremos alguns
resultados que obtivemos recentemente sobre este topico.

O material a ser apresentado aqui esta organizado da seguinte forma. Na Segao [2] apre-
sentamos os conceitos basicos e a notacao utilizada nesta monografia. Também definimos
varias classes de grafos que mencionamos neste trabalho. Na Secao (3| tratamos do problema



de encontrar um caminho mais longo num grafo. Discutimos sua complexidade computa-
cional, e apresentamos dois algoritmos, um que resolve este problema para arvores e outro
para grafos de intervalo. Também mencionamos outras classes de grafos para os quais existe
algoritmo polinomial que encontra um caminho mais longo.

Na Secao {| tratamos da interseccao de todos os caminhos mais longos em um grafo.
Exibimos alguns exemplos que mostram que essa interseccao pode ser vazia, mesmo quando
impomos algumas restrigoes nos grafos. Na Secao [5| mencionamos alguns resultados quando
se considera a intersec¢ao de apenas um nimero fixo de caminhos mais longos. Na Segao [0]
apresentamos as classes de grafos para os quais sempre existe um vértice comum a todos os
caminhos mais longos e na Segao [7} alguns resultados que obtivemos recentemente. Final-
mente, na Sec¢ao [§, mencionamos alguns problemas em aberto de especial interesse.



2 Preliminares

Vamos apresentar algumas defini¢oes que serao usadas nesta monografia. Para maiores
detalhes, recomendamos consultar o livro Graph Theory, de Bondy e Murty [4].

Um grafo é um par ordenado (V, F), onde V' e E sao conjuntos disjuntos, e cada elemento
de E corresponde a um par nao-ordenado de elementos necessariamente distintos de V. Os
elementos do conjunto V' sao chamados vértices e os elementos do conjunto £ sao chamados
arestas. Observamos que os objetos definidos como grafos, em muitos textos, sao chamados
de grafos simples. Trataremos apenas de grafos finitos: aqueles que tém um ntimero finito
de vértices e de arestas.

Se G é um grafo, entao também denotamos o seu conjunto de vértices por V(G), e o seu
conjunto de arestas por E(G). Assim, tendo o nome de um grafo, ainda que os nomes do seu
conjunto de vértices e do seu conjunto de arestas nao sejam explicitados, podemos sempre
nos referir a esses objetos. Chamamos ||V (G)|| de ordem do grafo G.

Quando uma aresta a corresponde a um par {u, v} de vértices, denotamos isso escrevendo
a = uv e dizemos que a vai de u para v, ou liga os vértices u e v, ou incide em u (e
em v). Também dizemos que u e v sdo os extremos (ou as pontas) de a; que u e v sao
adjacentes (ou vizinhos), e que u é adjacente a v. Denotamos por N(v) o conjunto dos
vizinhos de v.

Um vértice é dito isolado se nao tem vizinhos no grafo. Um vértice é dito dominante
se é vizinho de todos os demais vértices do grafo. Pares de vértices nao-adjacentes sao ditos
independentes. Um conjunto de vértices ¢ chamado independente (ou estavel) se forem
dois a dois independentes.

Sejam G e H dois grafos. Dizemos que G é isomorfo a H se existe uma bijecao ¢ :
V(G) — V(H) tal que uwv € E(G) < ¢(u)p(v) € E(H) para todo u,v € V(G). A bijecao ¢
é chamada um isomorfismo.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo Gse V(H) C V(G) e E(H) C E(G); escrevemos
H C G. Neste caso, também dizemos que H esta contido em G, ou que G contém H, ou
que G é um supergrafo de H. Se H C G, mas H # G entao dizemos que H é um subgrafo
proprio de G, e escrevemos H C G.

Se G é um grafo e ) # X C V(@) entao o subgrafo de G induzido (ou gerado) por X
é o subgrafo H de G tal que V(H) = X e E(H) é precisamente o conjunto das arestas de
G que tém ambos os extremos em X. Neste caso, H é denotado por G[X]|. Denotamos por
G — X o subgrafo induzido por V(G) \ X; é o subgrafo obtido de G removendo-se todos os
vértices em X e todas as arestas que incidem neles.

Se G é um grafo e ) # F C F(G) entao denotamos por G — F o subgrafo de G obtido
removendo-se as arestas em F'. Para simplificar, em vez de G — {a} escrevemos G — a, onde
a é um vértice ou uma aresta de G.

Um grafo completo é um grafo em que quaisquer dois de seus vértices distintos sao
adjacentes. Um grafo completo com n vértices é denotado por K,. Uma clique é um
subgrafo de G que é um grafo completo.

Um passeio em um grafo é uma seqiiéncia finita nao vazia P = (vg,v1,...,vx), onde
vi1v; € E(G) para todo 1 < i < k. Dizemos que P é um passeio de vy a (para) vy,
e P passa pelos vértices v; e pelas arestas v;_jv;. Os vértices vy e v, sao a origem e o
término de P, respectivamente; e os vértices vy, ..., v,_1 sao chamados vértices internos



de P. O conjunto dos vértices e das arestas que definem P é denotado por V(P) e E(P),
respectivamente. O comprimento de P, denotado por ||P||, é o nimero de arestas de P.

Um caminho é um passeio sem vértices repetidos. Um circuito é um passeio em que,
a menos da origem e do término, que necessariamente coincidem, todos os vértices sao
distintos. Um caminho hamiltoniano (circuito hamiltoniano) em um grafo G é um
caminho (circuito) que passa por todos os vértices de G.

O inverso de um caminho P = (vg,vy,...,v), denotado por P~ é o cami-
nho (vg,...,v1,v0). A concatenagdao de dois caminhos P = (vg,v1,...,0;) € Q =
(ug, U1, ..., uy,), definida se vy = ug, é o passeio (vg,v1,. .., Vk, U1, .., U,). Denotamos esta

operacao por P - Q. Note que P - () forma um caminho se, a menos de v, e ug que neces-
sariamente coincidem, os demais vértices de P sao distintos dos demais vértices de (). Dado
dois vértices x e y, denotaremos por Py, um caminho minimo de z a y.

A uniao (a intersecgao) de dois grafos G e G’ forma um grafo H tal que V(H) =
VG)UV(G) (= V(G)NV(G)) e E(H) = E(G)U E(G') (= E(G) N E(G")). Dizemos
que dois grafos se intersectam se tém interseccao nao vazia. Dizemos que dois grafos sao
disjuntos se tém interseccao vazia.

O termo passeio (respectivamente caminho, circuito) também serd usado para denotar
um grafo ou subgrafo cujos vértices e arestas sao os termos de um passeio (respectivamente
caminho, circuito).

Um grafo GG é conexo se, para todo par de vértices distintos u, v, existe em G um caminho
de u av. Um grafo G é k-conexo (k > 1) se, para todo par de vértices distintos u, v, existem
em G, k caminhos disjuntos de v a v. Se um grafo G é k-conexo e outro grafo H é [-conexo
e k > [ dizemos que G tem maior conectividade que H.

Um (sub)grafo G ¢é dito maximal (respectivamente minimal) em relagdo a uma certa
propriedade P (por exemplo, ser conexo) se G tem a propriedade P, mas nenhum supergrafo
(respectivamente subgrafo) préprio de G tem a propriedade P. Por exemplo, dizer que H ¢
um subgrafo conexo maximal de G equivale a dizer que H € um subgrafo conexo de G e além
disso, nao existe nenhum supergrafo proprio de H que € um subgrafo conexo de G. Note que,
nada impede que GG tenha um outro subgrafo conexo de tamanho maior ou igual ao de H.

Um subgrafo conexo maximal de um grafo é chamado componente. Dizemos que um
vértice v de um grafo G é um vértice-de-corte se o nimero de componentes de G — v
¢ maior do que o nimero de componentes de G. Uma aresta e tal que G — e tem mais
componentes que GG é chamada ponte ou aresta-de-corte.

Um bloco ¢ um subgrafo 2-conexo maximal ou um K5, ou um vértice isolado. Um bloco
trivial é um K5 ou um vértice isolado.

2.1 Classes de grafos

Uma classe de grafos é um conjunto de grafos que satisfazem determinadas propriedades.
Definimos algumas classes que serao usadas mais adiante.

e Um grafo é planar se é possivel desenha-lo no plano sem cruzamento de arestas.

e Um grafo é uma arvore se é conexo e nao contém circuitos.



Um grafo G é bipartido se V(G) pode ser particionado em dois conjuntos X e Y
(XUY =V(G) e XNY = () de modo que cada aresta de G tenha um extremo em X
e outro em Y. Uma tal particao é chamada uma biparticao do grafo.

Um grafo é um grafo dividido (ou um grafo split) se o conjunto de seus vértices
pode ser particionado em dois conjuntos X e Y, tais que X induz uma clique e Y um
conjunto independente.

Um grafo é hamiltoniano-conexo se, para todo par de vértices distintos u, v, existe
em (G um caminho hamiltoniano de u a v.

Vamos introduzir aqui duas classes de grafos que tém uma estrutura semelhante a
arvores.

Um grafo G é um grafo de blocos se GG é conexo e todo subgrafo 2-conexo maximal
é uma clique. Grafos de blocos podem ser obtidos a partir de uma arvore substituindo
cada aresta da arvore por uma clique e de modo que as cliques tenham no maximo um
vértice em comum.

Um grafo G é um cacto se cada aresta pertence a no maximo um circuito em . Um
cacto pode ser obtido a partir de uma arvore, substituindo cada aresta da arvore por
um circuito e de modo que os circuitos tenham no maximo um vértice em comum. (Ou
seja, um catus é composto por blocos que sao circuitos ou caminhos).

Um grafo é exoplanar se é possivel desenhé-lo no plano sem cruzamento de arestas
de forma que todos os seus vértices estejam na face externa do desenho. Observe que
todo cacto é um grafo exoplanar.

Para uma colecao de conjuntos, o grafo de interseccao é o grafo com um vértice
para cada conjunto, em que vértices sao adjacentes se os conjuntos se intersectam.

Dada uma permutagao (oy,09,03,...,0,) dos nimeros 1,2,3,...,n, um grafo de
permutacao tem um vértice para cada nimero 1,2,3,...,n e uma aresta entre dois
nimeros que estao em ordem invertida na permutagao. Também ¢é possivel representar
um grafo de permutagao como um grafo interseccao de segmentos retas entre duas retas
paralelas.

Um grafo é um grafo de intervalos se for um grafo de intersec¢ao de conjuntos de
intervalos na reta real. Ele possui um vértice para cada intervalo na reta e um aresta
entre quaisquer dois pares de vértices correspondentes a intervalos que se intersectam.

Um grafo G é um grafo arco-circular se ele for o grafo interseccao de arcos em um
circulo. Ele possui um vértice para cada arco no circulo e um aresta entre quaisquer
dois pares de vértices correspondentes a arcos que se intersectam.

Um grafo é limiar se pode ser contruido a partir de um grafo com apenas um vértice
através de repetigoes das seguintes operagoes:

1. Adicao de um tunico vértice isolado no grafo.



2. Adicao de um tnico vértice dominante no grafo.

e Um grafo é um grafo ptolemaico se, para cada quatro vértices u, v, w, x, vale a de-
sigualdade ptolemaica: d(u,v)d(w,z) < d(u,w)d(v,x) + d(u, z)d(v,w).

e
o | T
T :
RN
Grafo bipartido Grafo dividido
Grafo de blocos Cacto Grafo exoplanar
A B _o
D E
F G H
Grafo de permutacao Grafo de intervalos



Grafo arco-circular Grafo limiar
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3 O Problema algoritmico

Em teoria dos grafos, “o problema do caminho mais longo” se refere, usualmente, ao
problema de encontrar um caminho de comprimento maximo em um dado grafo. A versao
deste problema que pode ser chamada de problema de decisao é a seguinte:

Problema Caminho(k,G): Dado um grafo G e um natural k, decidir se existe em
G um caminho de comprimento maior ou igual a k.

Se houvesse um algoritmo polinomial para resolver este problema de decisao, entao have-
ria um algoritmo polinomial para resolver o problema do caminho mais longo (e, como
provaremos a seguir, para resolver todos os problemas NP-completos). Suponha que a
fungao camiNHO(k, G) receba um inteiro k e um grafo G e devolva sim se existe um caminho
de comprimento maior ou igual a k em G e devolva nao, caso contrario. Se esta fungao fosse
polinomial, entao o seguinte algoritmo, que encontra um caminho de comprimento maximo
em um grafo G, seria polinomial.

CAMINHO MAIS LONGO(G)
Lk V(G -1

2 enquanto (CAMINHO(k, G) = ndao)
3 k<Fk—-1

4 H<+G

5 paraiem E(H)

6 remova ¢ de H

7 se (CAMINHO(k, H) = nao)

8 insira ¢ de volta em H

9 devolva H

Note que as linhas 2 e 3 sdo executadas no maximo ||V (G)|| vezes e o bloco de linhas
5-8 no maximo ||E(G)| vezes. Portanto a fun¢do CAMINHO(k,G) é chamada no maximo

V(G| + | E(G) || vezes.
Proposigao 1 O problema Caminho(k, G) é N'P-completo.

Prova. A N'P-completude do problema de decisao pode ser provada através da reducao do
problema do caminho hamiltoniano (que é conhecidamente N'P-completo, veja [9]). Além
disso, é necesséario provar que o problema estd em NP. Mas isto é trivial, pois um certificado
para a instancia sim do problema é a descricao de um caminho de comprimento maior ou
igual a k. [ ]

3.1 Arvores

Como acabamos de ver, o problema de encontrar um caminho mais longo de um grafo é
N P-dificil para o caso geral. No entanto, para algumas classes especiais de grafos, existem
algoritmos polinomiais que resolvem o problema. Por exemplo, se o grafo for uma arvore,
é possivel faze-lo em tempo linear. Este algoritmo foi proposto por Dijkstra por volta de
1960. E interessante notar que a prova formal s6 foi apresentada em 2002 por Bulterman e
outros [5].
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CAMINHO MAIS LONGO EM ARVORE (G)

Escolha um vértice qualquer da arvore GG e nomeie-o X

Encontre um caminho mais longo em G com inicio X.

Chame a outra extremidade deste caminho de Y.

Encontre um caminho mais longo em G com inicio Y.

Chame a outra extremidade deste caminho de Z.

Devolva o caminho de Y a Z. Este é um caminho mais longo em G.

UL W N~

Para compreender melhor o algoritmo, Bulterman e outros [5] descreveram-no de uma
forma muito tangivel. Imagine que nos ¢ dado um modelo fisico da arvore em que cada dois
vértices adjacentes sao ligados por um pedago de barbante de mesmo comprimento. Agora
escolha um vértice X qualquer da arvore fisica e segure a arvore a partir de X, deixando o
restante pendurado. Chame de Y o vértice mais distante de X (o que estd mais em baixo
no modelo fisico). Segure a drvore a partir de Y e chame de Z o vértice mais distante de Y.
O caminho entre Y e Z ¢ um caminho mais longo na arvore.

3.1.1 Complexidade

Note que a complexidade do passo 2 é f(c+n), onde (0.5 < ¢ < 1). E a complexidade do
passo 4 é #(n). Portanto a complexidade do algoritmo inteiro é 6(n).

3.1.2 Corretude

Observe que em arvores, dado quaisquer dois vértices x e y, sé existe um caminho de x
a y que denotaremos por Ty.
Pelo algoritmo sabemos que

(1) vz € V(G), [|2X| < [V X]
(2) vz e V(G), ||l2Y] < Y Z].

Para provar a corretude do algoritmo precisamos provar que
(3) vo,w € V(G), [vo < [YZ].

Prova. Sejam v,w € V(G) dados. Vamos provar que |[vw|| < [[Y Z]|.

Suponha que existe m que estd simultaneamente no caminho vX e no caminho Yw. Por
, temos que [[uX|| < [[YX|. Como m estd no caminho vX, entdo |[om| + ||mX|| <
||Ym|| + ||mX]|| e portanto ||[zm| < ||[Y'm||. Como m estd no caminho Yw, entdo ||[om| +
[mw] < [[Vm]| + 7w e portanto |7 < [V

Ou seja, se existe m que estd simultaneamente no caminho vX e no caminho Yw, entdo
|ow]| < |]Yw|| Analogamente, podemos provar que, se existe m que estd simultaneamente
no caminho wX e no caminho Yv, entdo o |[vw]| < 1Yol

Para ver que ou existe m € (UX NYw) ou existe m € (wX N Ywv), basta observar que
isso é uma instancia de uma propriedade geral de arvores que VA, B,C, D € V(G) ou existe

€ (ABNCD) ou existe m € (AD N CB).

Essa propriedade vale pois: (a) se AB e CD se intersectam, entdo, qualquer vértice
na interseccio é um candidato para a primeira disjuncio; (b) se AB e C'D sdo totalmente
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disjuntos, entdo existe um tinico caminho minimal ligando AB a C'D e qualquer vértice desse
caminho é um candidato para segunda disjuncao.

Portanto, temos que ||7w|| < ||Yw| ou |[ow|| < ||Yv|. Isso implica que existe z tal que
|vw| < ||Yz|. Por concluimos que |[7w] < |[Yz|| < [[YZ]|. Logo a afirmacio (3)), que
queriamos provar, vale e portanto o algoritmo esta correto. [ ]

3.2 Grafos de intervalos

Existem outras classes de grafos para os quais ja se conhece algoritmo polinomial para
resolver o problema. Uehara e Uno [26, 27] provaram isso para grafos de blocos, cactos,
grafos de permutacao bipartido, grafos limiares e algumas outras classes de grafos. Uehara
e Valiente [28] melhoraram o algoritmo para grafos de permutacdo bipartido. Ghosh e
outros [10] provaram o mesmo fato para grafos biconvexos, uma super-classe dos grafos
de permutagao bipartido. Estes autores estavam trabalhando em subclasses de grafos de
intervalos, mas finalmente, em 2009, Ioannidou, Mertzios, e Nikolopoulos [14] [I5] provaram
que para os grafos de intervalos, existe um algoritmo polinomial que encontra um caminho
mais longo.

Apresentaremos aqui o algoritmo para encontrar um caminho mais longo em grafos de
intervalos. Para a prova formal da corretude do algoritmo, veja [I5]. Aqui apenas enuncia-
remos alguns lemas que ajudam a compreender o algoritmo e que sao usados para a prova
de corretude, mas nao os provaremos.

Antes de apresentar o algoritmo precisamos de algumas definigbes. Seja G um grafo de
intervalos. E interessante notar que todo subgrafo induzido de G é também um grafo de
intervalos.

Definigao 2 Uma r-ordenagao (ou “right-end ordering”) dos vértices de G € uma or-
denagio m = (v1,vs,...v,) tal que se i < j < k e vy, € E(G), entio vju, € E(G).

Ademats, se i < j entao dizemos que v; <r V;.

Essa ordenagao (veja Figura foi proposta por Ramalingam e Rangan [21], que também
provaram o seguinte lema.

Lema 3 Todo grafo de intervalos possui uma r-ordenacao.

/ 'Us

Uy U U3 U4 Us

Uy us
(a) (b) (c)

Figura 1: (a) Um grafo de intervalos G, (b) o modelo de intersecgao de G, (c) a r-ordenagao
™= (Ula V2, U3, Vg, U5) de G
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Ramalingam e Rangan [21] mostraram que é possivel conseguir essa ordenagao em tempo
proporcional a ||V(G)|| + [|[E(G)||. Essa ordenagao tem sido 1til para provar diversas pro-
priedades para grafos de intervalos [21] [1].

O algoritmo que chamaremos de Algoritmo CML_Intervalos (abreviacdo para Caminho
Mais Longo em Grafos de Intervalos) encontra um caminho mais longo em um dado grafo
de intervalos. Esse algoritmo é composto de trés fases:

e Fase 1: Recebe um grafo de intervalos G e constréi um grafo de intervalos auxiliar H;
e Fase 2: Encontra o caminho mais longo P de H pelo Algoritmo CML_em_H;
e Fase 3: Encontra o caminho mais longo P de G a partir de P.

Esse algoritmo encontra o caminho mais longo P de H usando técnicas de programacao
dinamica e depois encontra um caminho mais longo P de G a partir de P. Descreveremos
em mais detalhe cada uma das trés etapas e apresentaremos os resultados mais importantes
para compreensao do algoritmo.

3.2.1 Fase 1: construindo o grafo auxiliar H

Apresentamos aqui a primeira fase do algoritmo: dado um grafo de intervalos G e uma
r-ordenacao 7 de GG, construimos a grafo de intervalos H e uma r-ordenacao o de H.

Construgao do grafo auxiliar H e da r-ordenacao o de H: Sejan = ||V (G)| e seja
m = (v1,09,...v,) uma r-ordenacao de G. Inicialmente seja H uma cépia de G, 0 = 7 e
A(H) = (. Percorra os vértices de 7 da esquerda para a direita e faga: para cada v;, adicione
dois vértices a;1 e a;2 a V(H) e faga ambos serem adjacentes a v; e a todo v; € N(v;) se
j > i. Adicione a;; e a;2 ao conjunto A(H). Atualize o tal que a17 <, a12 <, v1 €
Vi1 <o Qi1 <o G2 <o U; paratodo i, 2 <¢<n. A Figuramostra o modelo de interseccao
do grafo H contruido a partir do grafo G' da Figura [I]

Us
—e —o
as1 G52
o o U4
g1 Q42
® —_— —_—
— e — U1 e — U2 — e — U3
a1 ai12 Q21 A22 asi1  asp2

Figura 2: Modelo de interseccao do grafo H

Chamaremos o grafo construido H de o grafo estavel-conexo de G. Pela construcao, o
conjunto dos vértices de H é formado pelo conjunto C'(H) = V(G) e os vértices do conjunto
A(H). Chamaremos C'(H) o conjunto de vértices conectores do H e A(H) o conjunto de
vértices estaveis de H. Observe que ||A(H)|| = 2||V(G)]|.
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Lema 4 Se G € um grafos de intervalos, entao o grafo estdavel-conero H de G € um grafo
de intervalos e o € uma r-ordenacao para H.

Note que os vértices estaveis de H formam um conjunto estavel, ou seja, nao existe dois
vértices estaveis adjacentes. Observe também que os vizinhos de um vértice estavel formam
um clique em G.

3.2.2 Fase 2: encontrando um caminho mais longo em H

Defini¢ao 5 Seja H um grafo estavel-conezxo e seja 0 = (uy,us, ... u,) a r-ordena¢ao de H.
Para todo vértice conector ¢ € C(H), seja f(c) = min{i : u; € N(c)}. Para cada par de
indices i, 7, 1 <i < j <mn, definimos o grafo H(i, j) como o subgrafo H|[S| de H, induzido
pelo conjunto S = {us, wiry, ... u;} \{Ux € C(H) : us,) <o ui} (veja Figura[3).

Uys
—_— —o
Uiz Uiy
U12
—e —o
Uio U1z
® —— ———————
Us Ug Ug
° . —_ ——e —e —o
Uy Uz Uy Us Uz us
Figura 3: O subgrafo H(4,15), sendo o = (uy, ug, . . . u5)
Definicao 6 Seja m uma r-ordena¢ao de G. Um caminho P = (wy,ws, ..., wy) de G €

um caminho normal se satisfaz: (a) para todo 2 < i < k, wy <, w;; e (b) para todo
2<i<j<k, sew; € Nwi_1), entdo w; <, w;. Chamaremos wy de origem de P.

Defini¢ao 7 Seja H um grafo estdvel-conezo e seja P um caminho de H(i,j), 2 < i <
Jj < n. O caminho P ¢ binormal se P é um caminho normal de H(i,j), ambas as ex-
tremidades de P sao vértices estaveis e nao existem dois vértices conectores que aparecem

consecutivamente em P.
—e —o —o¢ —o U1s
Uip Un U1z U4

—/(o \L/o Ue \/ \L.'Ug

—Z o

Uy Us Uy us

Figura 4: O caminho P(u4;4,15) = (uy, us, ug, u1s, Uz, us, ug) é um caminho binormal mais
longo em H (4, 15) com origem em uy
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Notagao 8 Seja H um grafo estdvel-conexo e seja o = (uy,us,...u,) a r-ordenac¢ao de H.
Para todo vértice estavel u, € A(H(i,j)), denotamos por P(uy;i,j) o caminho binormal
mais longo de H(i,j) com origem wy, e por l(uy;i,j) o comprimento de P(ug;i, 7).

O Algoritmo CML_em_H calcula, para cada vértice estavel u, € A(H(i,j)), o compri-
mento [(ug; i, j) e o caminho correspondente P(uy;i,j) (veja Figuraf). Como H(1,n) = H,
segue que o maior dos valores dentre [(ug; 1,n), onde u, € A(H), é comprimento do maior
caminho binormal P(ug;1,n) de H. O seguinte lema garante que o caminho binormal mais
longo computado pelo Algoritmo CML_em_H é um caminho mais longo em H.

Lema 9 Seja P um caminho binormal mais longo de H e seja P' um caminho mais longo
de H. Entao ||P|| = ||P'].

Algoritmo CML _em H

Entrada: um grafo estavel-conexo H, e uma r-ordenacao o de H
Saida: um caminho mais longo binormal de H

1. para j =1 atén
2. para ¢ = j decrescendo até 1
3. sei=jeu € A(H) entao
4. lwii,1) < 15 Plug;i,1) = (w);
D. se i # j entao
6. para cada vértice up, € A(H),1 <k <j—1
7. Uug;i,5) = Wug; i, g —1); Plugsi, j) = Plug;i,j — 1);
8. se u; € A(H) entao
9. Wugii,5) < 15 Pluy;i,5) = (uy);
10. se u; € C(H) ei < f(u;) entao
11. execute o processa(H (i, 7))
12. compute o max{l(ug;1,n) : u, € A(H)} e o caminho correspondente P(uy;1,n);
processa(H(i,j))

1 paray = f(u;) +1 até j —1

2 para z = f(u;) até y — 1

3 se u,, u, € A(H) entao

4. wy < Wug; 1,5 —1); P = P(ug;i,5 — 1);

5. wy — l(uy;x+1,5—1); Py=Pluy;x+1,5—1);

6 se wy +wy + 1 > (uy;4,7) entao

7 Uwy;i,7) < wy +we + 1; Pluy;i,j) = (P, u;, Py);

8 devolva o valor I(ug;1, j) e o caminho P(uy;1,7), Vu, € A(H(f(u;) + 1,75 —1);
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3.2.3 Fase 3: encontrando um caminho mais longo em G

Nesta fase, computamos o caminho Pa partir do caminho binormal mais longo P de
H, que foi devolvido pelo Algoritmo CML_em_H, simplesmente removendo todos os vértices
estaveis de P.

Para verificar que P ¢ de fato um caminho mais longo precisamos do seguinte lema.

Lema 10 Seja H um grafo estavel-conexo de G. Se P é um caminho binormal mais longo
de H e P" um caminho mais longo de G, entao || P|| = 2||P’|| + 1.

Seja P é um caminho binormal mais longo de H. Pela construgao de H, todos os vizinhos
de um vértice estavel a sao vértices conectores e formam um clique em G. Logo os vizinhos
de a em P sao vértices de GG e sao adjacentes em . Portanto P é de fato um caminho.
Ademais, como P é binormal, P tem k vértices conectores e k + 1 vértices estaveis. Segue
que |P|| =2k +1 e ||P|| = k. Pelo Lemma P ¢ um caminho mais longo em G.

Apresentamos abaixo o Algoritmo CML_Inteval, que encontra um caminho mais longo
de um grafo de intervalos G.

Algoritmo CML Intervalos

Entrada: um grafo de intervalos G e uma r-ordenagao 7 de G
Saida: um caminho mais longo P de G

1. A partir de G e 7, construir H o grafo estavel-conexo de GG e ¢ uma r-ordenacao de
H; seja V(H) = CUA, onde C'=V(G) e A sao os conjuntos dos vértices conectores
e estaveis de H, respectivamente.

2. Compute P um caminho binormal de H, usando o Algoritmo CLM_em_H; seja P =

(1, V9, ..., Vo, Vogt1), onde vy; € C, 1 < i< kewy €A 0<i<k.
3. Compute o caminho mais longo P = (vg,vy,...,09) de G, removendo os vértices
{v1,v3, ..., 9611} do caminho binormal mais longo P de H.

3.2.4 Complexidade

Seja G um grafo de intervalos com n vértice e m arestas. A construcao de uma r-ordenagao
de G pode ser feita em tempo O(n +m) [21] [1].

A Fase 1 leva tempo O(n?), pois, para cada um dos n vértices conectores, adicionamos
dois vizinhos em tempo O(1) e calulamos sua vizinhanga em tempo O(n).

Para determinar o tempo da Fase 2, observe que a subrotina processa() leva tempo
O(n?) devido aos O(n?) pares de vizinhos do vértice conector u; no grafo H(i,j). Além
disso, a subrotina processa() é executada no maximo uma vez para cada subgrafo H (3, j),
1 <1< j<mn,ouseja é excutada O(n?) vezes. Portando a Fase 2 leva tempo O(n?).

A Fase 3 pode ser feita em tempo O(n), pois basta percorrer o caminho P construido pelo
Algoritmo CML_em_H uma vez, removendo os vértices estaveis. Portanto, a complexidade
do algoritmo inteiro é O(n*).
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3.3 Outros resultados

Em 2010, Corneil e Mertzios [20] e Ioannidou e Nikolopoulos [16], independentemente
desenvolveram algoritmos polinomiais que encontram um caminho mais longo em grafos de
co-comparabilidade, que é uma super-classe dos grafos de intervalos.

Em 2011, Bezdkova e Mertzios [19] também encontraram algoritmos polinomiais que re-
solvem o problema para os grafos arco-circulares, outra super-classe dos grafos de intervalos.

Também existe um algoritmo polinomial, proposto por Takahara e outros em 2008 [24],
que encontra um caminho mais longo em grafos ptolemaicos.
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4 O Problema estrutural

Agora vamos tratar de outro problema sobre caminhos mais longos. Obviamente, um
grafo pode ter mais de um caminho mais longo. O que podemos afirmar sobre a interseccao
destes caminhos?

Em 1966, em um coléquio sobre teoria dos grafos, Gallai [8] perguntou:

Problema P.: Seja G um grafo conexo qualquer. Existe em G um vértice comum
a todos os caminhos mais longos?

Em outras palavras, Gallai perguntava se a interseccao de todos os caminhos mais longos
é sempre nao-vazia. Essa pergunta é natural, pois como veremos mais adiante (na Se¢ao ,
é facil provar que em um grafo conexo quaisquer dois caminhos mais longos sempre tém um
vértice em comum. O mesmo vale para quaisquer dois circuitos mais longos em grafos 2-
conexos. (Para entender a razao da exigéncia da 2-conectividade do grafo quando tratamos
de circuitos, basta observar o grafo da Figura [5 no qual todos seus circuitos mais longos sao
dois a dois disjuntos.)

Figura 5: Grafo cujos circuitos mais longos sao dois a dois disjuntos

Porém nessa época ja se conhecia um exemplo de um grafo 2-conexo em que todo os
circuitos mais longos nao tém um vértice em comum. Esse exemplo trata-se do grafo de
Petersen (veja Figura @, que é sabidamente hypohamiltoniano, ou seja, nao possui um
circuito hamiltoniano, mas o grafo obtido pela remocao de qualquer um de seus vértices é
hamiltoniano. Portanto existe um circuito mais longo que deixa qualquer dado vértice de
fora. Mas até entao ninguém conhecia um exemplo equivalente para caminhos mais longos.

Figura 6: Grafo de Petersen
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4.1 Primeiro exemplo

Pouco tempo depois, em 1969, Walther [30] construiu um grafo provando que nao é
sempre verdade que existe um vértice comum a todos os caminhos mais longos. O grafo,
reproduzido abaixo, tem 25 vértices e é planar.

Figura 7: Primeiro grafo, encontrado por Walther, que nao tem vértice comum a todos os
caminhos mais longos

Neste grafo, existem muitos caminhos mais longos distintos, porém os 13 apresentados
abaixo sao suficientes para provar que a interseccao dos caminhos mais longos ¢é vazia:

1. V-U-B-H-I-J-G-E-D-C-F-M-L-K-R-Q-P-0-A-W-X
2. V-U-B-T-8-J-1-H-D-C-F-M-L-K-R-Q-P-0O-A-W-X

V-U-B-T-S-J-I-H-D-E-F-M-L-K-R-Q-P-O-A-W-X

- W

V-U-B-T-S-J-I-H-D-C-F-E-G-K-R-Q-P-O-N-M-L
X-W-A-T-S-Q-P-0-N-M-L-K-G-J-I-H-D-E-F-C-Y
V-U-B-T-S-J-G-E-D-C-F-M-L-K-R-Q-P-O-A-W-X
V-U-B-T-S-J-I-H-D-C-F-E-G-K-L-M-N-O-A-W-X
V-U-B-T-S-J-I-H-D-C-F-E-G-K-R-Q-P-O-A-W-X

V-U-B-H-D-C-F-E-G-K-L-M-N-O-P-Q-S-T-A-W-X

© © © 3 o o

V-U-B-H-I-J-G-E-D-C-F-M-L-K-R-Q-S-T-A-W-X
11. Vv-U-B-H-I1-J-G-E-D-C-F-M-N-O-P-Q-S-T-A-W-X

12. X-W-A-O-N-M-L-K-R-Q-S-T-B-H-I-J-G-E-D-C-Y
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13. X-W-A-O-N-M-L-K-R-Q-S-T-B-H-I-J-G-E-F-C-Y

De fato, note que cada vértice tem pelo menos um desses caminhos que nao passa por
ele. Na tabela abaixo indicamos, para cada vértice do grafo, um dos caminhos que nao passa
por ele.

A/IBIC|D|/E|F|G|H|T|J|K|LIM|[N/O|P|Q|R|S|T|U|V|W X
4153|132 (1226|6911 (8|8 |1|10|7 |7 |7 |1|1|b5|>5]| 4|4

Deste resultado surgiram novas perguntas:

Este exemplo é minimal? E se impusermos restrigées nos grafos (planaridade, maior
conectividade)? E se em vez de tomarmos a intersec¢ao de todos os caminhos mais
longos, tomarmos apenas a de alguns deles?

Algumas destas perguntas foram levantadas por Zamfirescu [32] em 1972, pedindo ex-
plicitamente por exemplos de ordem minimal. Vamos tratar aqui do que se sabe sobre estas
perguntas.

Chamamos de P,, o problema original de Gallai. Chamaremos de P,, para n > 2, o
problema anédlogo mas olhando a intersec¢ao de apenas n caminhos mais longos. Em qualquer
um dos casos, se tivermos considerando alguma restrigdo no problema, escreveremos P{a},
onde « ¢ a restricao imposta.

4.2 Exemplo minimal

Alguns anos depois do primeiro exemplo que resolve P, ser apresentado, Walther [31] e
Zamfirescu [35], independentemente, encontraram um exemplo menor com 12 vértices.

L

C

Figura 8: Menor grafo conhecido cuja interseccao de todos os caminhos mais longos é vazia

Observe que se identificarmos os vértices de grau 1, temos o grafo de Petersen da Figural6]
Assim, é facil ver que nao existe um vértice comum a todos os caminhos mais longos.
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Primeiramente, observe que o caminho mais longo necessariamente nao passa por um dos
vértices de grau 1 e que se ele passasse por todos os demais vértices, entao esse caminho
corresponderia a um circuito hamiltoniano no grafo de Petersen. Portanto, o caminho mais
longo tem no maximo 10 vértices. Agora, para cada um dos 9 vértices de grau maior que 1,
construa o caminho correspondente ao circuito mais longo do grafo Petersen, que nao passa
por esse vértice. Esses caminhos tém 10 vértices e portanto sao caminhos mais longos. Além
disso, observe que quando um caminho nao passa pelo vizinho de um vértice de grau 1, entao
também nao passa pelo vértice de grau 1. Logo esses 9 caminhos nao possuem um vértice
em comum.
Indicamos abaixo 9 caminhos mais longos do grafo da Figura [§] com interseccao vazia.

1. L-C-G-D-E-H-I-F-B-K
2. J-A-I-F-G-D-E-H-C-L
K-B-E-H-I-F-G-D-A-J
K-B-E-H-C-G-F-I-A-J
J-A-D-G-C-H-I-F-B-K
L-C-G-D-A-I-H-E-B-K
K-B-F-I-A-D-E-H-C-L

J-A-I-F-B-E-D-G-C-L

© 0o N o ook W

L-C-H-E-B-F-G-D-A-J

Os 3 primeiros caminhos sao simétricos e nao passam por: A e J; B e K; C e L, nesta
ordem. Os 6 ultimos também sao simétricos e nao passam por: D; E; F; G; H; I, nesta
ordem.

4.3 Grafos planares

O primeiro exemplo obtido que resolve P,, tem 25 vértices e é planar, mas o menor
exemplo planar conhecido, encontrado por Schmitz [22] em 1975, possui 17 vértices.

Figura 9: Menor grafo planar cuja interseccao de todos os caminhos mais longos é vazia
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Exibimos abaixo 7 caminhos mais longos do grafo da Figura [J] cuja interseccao é vazia:
1. A-B-C-D-E-H-G-F-I-J-K-L-M
2. A-B-C-D-E-H-G-F-I-N-O-P-Q
3. M-L-K-H-G-F-C-D-E-N-O-P-Q
4. M-L-K-J-I-F-C-D-E-N-O-P-Q
5. M-L-K-J-I-F-G-H-E-N-O-P-Q
6. A-B-C-F-G-H-K-J-I-N-O-P-Q
7. A-B-C-D-E-H-K-J-I-N-O-P-Q

Na tabela abaixo indicamos, para cada vértice do grafo, um caminho que nao passa por
ele.

AIB|C|DI/E|F|GIH|T|J K|ILIM|N|O | P|Q
3135|565 |6|7]414 (32222 |1 ]1]1|1

Zamfirescu [34] conjecturou que o grafo da Figura [§ e o grafo da Figura [J] sao minimais
para os problemas P, e Py {planar}, respectivamente.

4.4 Grafos k-conexos

A seguinte pergunta surge de maneira natural: “Para que valores de k existem exemplos
de grafos k-conexos em que a interseccao dos caminhos mais longos é vazia?” Exigindo-se
maior conectividade, é de se esperar que, se existirem tais exemplos, entao serao de maior
ordem.

4.4.1 Grafos 2-conexos

O primeiro exemplo para grafos 2-conexos, construido em 1972 por Zamfirescu [32], tem
82 vértices e é planar. Quatro anos mais tarde o préprio Zamifrescu [35] descobriu os
menores exemplos conhecidos até hoje, tanto para o problema P.{2-conexo} quanto para o
Poo{2-conexo, planar}, com 26 (veja Figura[10)(a)) e 32 (veja Figura[L0|(b)) vértices respec-
tivamente.

4.4.2 Grafos 3-conexos

Para grafos 3-conexos, o primeiro exemplo foi construido por Grinbaum [12] em 1974 e
tem 484 vértices. Mas Zamfirescu [35] produziu uma resposta melhor, sem exigir planaridade,
com 36 vértices (veja Figura . Exigindo-se planaridade, o melhor exemplo foi obtido por
Hatzel [13], em 1979, com 224 vértices.
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4.4.3 Grafos 4-conexos

Para grafos 4-conexos a pergunta correspondente, conforme Zamfirescu [36], continua em
aberto:

Existe um grafo 4-conexo cuja intersec¢ao de todos os caminhos mais longos é vazia?

Para grafos planares 4-conexos sabe-se que a resposta é negativa. Isso é consequéncia
direta do conhecido Teorema de Tutte [25] que afirma que qualquer grafo planar 4-conexo é
hamiltoniano.

(a) (b)

Figura 10: (a) Menor grafo 2-conexo conhecido que nao possui vértice comum a todos os
caminhos mais longos. (b) Menor grafo 2-conexo planar conhecido que nao possui vértice
comum a todos os caminhos mais longos.

Figura 11: Menor grafo 3-conexo conhecido cuja interseccao de todos os caminhos mais
longos é vazia
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5 Numero fixo de caminhos mais longos

O que sabemos do problema P, para n fixo? O grafo da Secao mostra que P7; nao
¢ sempre verdade. Skupien [23] obteve, para n > 7, um grafo conexo no qual existem n
caminhos mais longos cuja interseccao é vazia, mas quaisquer n — 1 caminhos mais longos
tém um vértice em comum. Até hoje, esta é a maior cota inferior para n tal que se sabe que
P, nao é sempre verdade.

5.1 Dois caminhos mais longos

Além disso, para n < 7, s6 sabemos que:

Assercao 11 Se G é um grafo conezo, entao quaisquer 2 caminhos mais longos de G tém
um vértice em comum.

Prova. Seja G um grafo conexo e suponha, por contradi¢ao, que P, e P, sejam dois caminhos
mais longos de comprimento L cuja interseccao é vazia. Como G é conexo, existe um caminho
de P, a P,. Escolha um caminho minimal M que liga P; a P, ou seja, escolha M tal que sua
origem, z, esteja em P;, o seu término, y, em P, e nenhum vértice interno de M pertenga a
Py ou a P, (veja Figura [12).

Figura 12: Dois caminhos mais longos sempre se intersectam

O vértice z divide P, em dois caminhos. Seja P| o maior desses caminho. Analogamente,
y divide P, em dois caminhos. Seja Pj o maior desses caminhos. Agora, seja P o caminho
P{-M - P;. Como ||M| >1, ||P]|| > 3L e Py > 3L, entdo || P|| > L+ 1, o que contradiz o
fato de P, e P, serem caminhos mais longos. [
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5.2 Trés caminhos mais longos
Como vimos anteriormente, o seguinte problema continua em aberto:
Em um grafo conexo, existe um vértice comum a quaisquer trés caminhos mais longos?

Em 2009, Axenovich [2] provou que isto é verdade para uma classe especial de grafos,
mais especificamente para triplas de caminhos mais longos cuja uniao pertence a uma classe
especial de grafos, os exoplanares. Mais formalmente, o resultado provado por Axenovich é
o seguinte:

Teorema 12 Seja G um grafo conexo e Py, Py, P3 caminhos mais longos de G. Se PiUP,U
Py forma um grafo exoplanar, entao existe um vértice v pertencente a V (Py)NV (Py)NV (Ps).

A principal técnica usada para provar o Teorema [12] foi a de estabelecer configuracoes
que nao ocorrem quando se considera a uniao de trés caminhos mais longos, mostrando que
se ocorressem, entao seria possivel construir um caminho de comprimento maior que o mais
longo. A partir dessas configuragoes foi possivel obter alguns outros resultados interessantes,
como por exemplo:

Lema 13 Seja G um grafo conexo que é a uniao de trés caminhos mais longos, digamos Py,
Py, P;. Se PL U P, tem no mdzimo um circuito, entao existe um vértice comum a Py, Py,
P;.

Além da técnica citada acima, outro método utilizado foi o de considerar um contra-
exemplo minimal no qual trés caminhos mais longo nao tém um vértice em comum.
Isso pode ser feito somente para classes de grafos que sao fechadas para operagoes de
remocao/contragao de aresta, como é o caso da classe dos grafos exoplanares ou a classe
que abrange todos os grafos. Axenovich provou que um contra-exemplo minimal possui a-
penas um bloco nao trivial. Essa técnica também foi explorada por Kensell [I7] que obteve
outros resultados, dentre eles algumas configuracoes que nao ocorrem num contra-exemplo
minimal.

Nao reproduziremos aqui a prova de Axenovich para o Teorema [12] pois é muito ex-
tensa. Veremos que este segue como corolario do Teorema (19 e também do Teorema [21| que
provaremos na Secao [7]

26



6 Todos os caminhos mais longos

Apesar de termos visto varios exemplos de grafos nos quais a interseccao de todos ca-
minhos mais longos é vazia, podemos impor algumas condi¢oes aos grafos para garantir que
exista pelo menos um vértice nesta interseccao.

6.1 Arvores

Um primeiro resultado, facil de se provar, é que em arvores todos os caminhos mais
longos tém um vértice em comum. Isso é um corolario da seguinte proposicao, que pode ser
demonstrada por indugao no nimero de vértices de G.

Proposigao 14 Seja G uma drvore e seja P um conjunto de subdrvores de G. Se duas a
duas todos as arvores de P se intersectam, entao todas se intersectam em pelo menos um
vértice.

6.2 Uma condicao necessaria e suficiente

Klavzar e Petkovsek [I8] apresentaram uma caracterizagdo para grafos que possuem um
vértice comum a todos os caminhos mais longos. Essa caracterizacao permite tornar uma
pergunta global numa pergunta local. Para provar que todos os caminhos mais longos tém
um vértice em comum em G, basta provar que para todo bloco B de GG, todos os caminhos
mais longos que tém uma aresta em B, tém um vértice em comum. Na realidade, Klavzar
e Petkovsek provam o seguinte teorema, que é um pouco mais forte do que o resultado que
enunciam.

Teorema 15 Seja G um grafo e seja P um conjunto qualquer de caminhos mais longos. Se
nao existe um vértice comum a todos os caminhos de P, entao existe um bloco B de G em
que todos caminhos de P tém pelo menos uma aresta.

O resultado de Klavzar e Petkovsek, enunciado abaixo, segue como corolario.

Corolario 16 Seja G um grafo conexo. Entao existe um vértice comum a todos 0s caminhos
mais longos em G se e somente se para todo bloco B de G, todos os caminhos mais longos
em G que tém pelo menos uma aresta em B tém um vértice em comum.

Chamaremos de Pp o subconjunto de P formado pelos caminhos que possuem pelo
menos uma aresta de B. O Corolario [L6| pode ser escrito como: seja P o conjunto de todos
os caminhos mais longos de G. Entao (P # 0 < (Pp # 0 para todo bloco B de G.

Observe que o fato da condicao ser suficiente é consequéncia do Teorema e de ser
necessaria vem de Py C P.

Prova do Teorema [15} Queremos provar que ou todos os caminhos de P se intersectam
ou existe um bloco B tal que Pg = P. Vamos distinguir dois casos.

Caso 1: Para cada par de caminhos, existe um bloco no qual ambos tém uma aresta.
Nesse caso, seja T'(G) a arvore associada a G, em que os vértices de T'(G) sao os blocos
e os vértices de corte de G e as arestas de T'(G) representam intersecgao (veja Figura [13)).
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Denote por f(P) a imagem do caminho mais longo P em T'(G). Sejam f(Fy) e f(FP2) um par
de caminhos em {f(P)|P € P}. Pela hipdtese, existe um bloco em G no qual P, e P, tém
uma aresta e portanto f(P;) e f(P) se intersectam em T'(G). Como isso vale para qualquer
par de caminhos em {f(P)|P € P}, entao, pela Proposicao |14} existe v € ({f(P)|P € P}.
Se v corresponde a um vértice de corte ¢ de G, entao ¢ € [|P. Se v corresponde a um bloco
B de G, entao P = Ppg.

S

Figura 13: Grafo G a esquerda e T((G), arvore associada a G, a direita. A cor vermelha
representa vértices de corte, e as cores azul e verde representam blocos.

Caso 2: Existem dois caminhos P, ) € P tal que nao existe nenhum bloco no qual ambos
tém um aresta.

Nesse caso, P e () nao tém mais de um vértice em comum, pois se tivessem, ou teriam
uma aresta em comum ou existiria um circuito em G formado pelas arestas de P e (). Em
ambos 0s casos, existiria um bloco no qual ambos tém uma aresta. Logo, seja x o Unico
vértice em P N Q. Afirmamos que x € (|P. Suponha, por contradi¢do, que R € P nao
contenha x. Sabemos pela Assercao [11] que R intersecta P e ). Sejay € PN R tal que Py,
¢ minimo (nao existe nenhum vértice interno de P,, que pertence a R) e z € Q N R tal que
@:. ¢ minimo. Como R nao contém x, temos que x # y e x # z. Além disso, como z é o
unico vértice que pertence a P e @), entdao y # z (veja Figura .

Figura 14: Circuito Py, - Ry, - @z

Observe que P,y - Ry, - @, forma um circuito. Como ||Py,|| > 1 e ||Q..|| > 1, temos que
existe um bloco que contém pelo menos uma aresta de P e de (), o que é uma contradicao.
Logo todo caminho em P necessariamente contém z. [ ]
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Como consequéncia da Corolario [I6, temos que se todo bloco de um grafo G é
hamiltoniano-conexo, quase hamiltoniano-conexo ou um circuito, entao todos os caminhos
mais longos em G tém um vértice em comum.

6.3 Grafos divididos

Klavzar e Petkovsek [18] também provaram que grafos divididos tém pelo menos um
vértice na intersec¢ao de todos os caminhos mais longos.

Teorema 17 Se G é um grafo dividido conexo, entao existe um vértice comum a todos os
caminhos mais longos de G.

Prova. Seja P o conjunto de todos os caminhos mais longos de G. Seja V(G) = KU S
uma parti¢ao dos vértices de G em um clique K e um conjunto independente S tal que ||.S]|
¢ maximal. Seja x € K (se nao existisse tal z, como G é conexo, G possuiria apenas um
vértice e a afirmagcao seria ébvia). Suponha que existe um caminho mais longo P que nao
passa por x. Como S é um conjunto dependente maximal, existe um vértice y € S tal que
ry é uma aresta de G.

Suponha que P nao passa por y. Observe que ambas as extremidades de P pertencem a
S, pois caso contrario Px ou xP seria um caminho mais longo que P. Portanto P = P'uwv,
onde u € K ev € S. Mas, entao (Q = P'ury é um caminho maior que P (veja Figura .

oe—

Yy Q =z

Figura 15: P nao passa por y

Suponha entao que P passa por y. Seja w € K um vizinho de y em P. Nesse caso é
possivel construir um caminho ) maior que P inserindo x entre w e y (veja Figura .

Figura 16: P passa por y
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Em ambos os casos, a suposicao de que x nao esta no caminho P levou a uma contradicao.
Segue que K C (P, e portanto a intersec¢ao dos caminhos mais longos nao é vazia. [ ]

6.4 Grafos de intervalos

Balister e outros [3] provaram que grafos de intervalos tém pelo menos um vértice na
interseccao de todos os caminhos mais longos.

Teorema 18 Seja G um grafo de intervalos conexo. Entao todos os caminhos mais longos
de G tém um vértice em comum.

Prova. Seja F uma colecao de intervalos abertos na reta real associados ao grafo G. C =
(I1, 15, ..., 1) é chamado uma t-cadeia em F se para I;, [; € F temos que I; # I;, se i # j, e
I N 141 # 0 para todo 1 < k <t — 1. Uma cadeia contendo o maior niimeros de intervalos
é chamada de cadeia mais longa de F. Observe que cadeias em F correspondem a caminhos

em G (veja Figura[17).

I

L Iy I

Figura 17: Caminho mais longo em G e respectiva cadeia mais longa em F

O suporte de uma cadeia C (veja Figura ¢ definido como o conjunto
SuppC = [1 U ([1 N [2) U ([2 N [3) Uu...uU (It,Q N [tfl) U ([t,1 N It) U [t-

Observe que para uma cadeia mais longa C e um intervalo J € F, temos que J € C
se e somente se J N Supp C # (. Pela definicao de Supp C é ficil ver que se J € C entao
J N Supp C # (). Para provar a outra direc¢ao, observe que se J ¢ C e J N Supp C # ), entao
é possivel aumentar a cadeia C. De fato, se J N (Iy N [41) # 0, para algum 1 < k <t —1,
entao J pode ser inserido entre I, e I, 1; se J NI} # 0, entao J pode ser inserido ao inicio
de C; ese JN I, # 0, entao J pode ser inserido ao final de C. Isso contradiz o fato de C ser
maximal.

Vamos mostrar que existe um intervalo comum a todas as cadeias mais longas de F.
Suponha que t é o maior nimero de intervalos de uma cadeia em F, e seja N o numero
de t-cadeias em F. Vamos mostrar, por inducao em n, que para cada n = 2,..., N, todo
conjunto de n t-cadeias de F tém um intervalo em comum. Pela correspondéncia entre
cadeias e caminhos, temos pela Assercao [11] que isso é verdade para n = 2.

30



I I I
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I IhbN I3 1IN I IsNI; Iy
Supp C
Figura 18: Supporte de C
Agora seja n > 3, e sejam Cy,Cs,...,C, n cadeias mais longas de F. Seja Cp =

(IF,...,IF), 1 < k < n. Pela hipétese de inducdo temos que para cada 1 < k < n,
existe um intervalo J, € F tal que

Jkeﬂ{ci 1<i<nei#k}.

Claramente podemos assumir que J;, N Supp C, = 0, caso contrdrio J;, € C, e a prova
estd completa. Na realidade podemos assumir algo mais forte, J, NConv(Supp Cy) = @), onde
Conv(Supp Cy) € o fecho convexo de Supp Cy, ou seja o menor intervalo contendo Supp C.

De fato, suponha que J, N Conv(Supp C;) # 0, entdo existem pontos de Supp Cp de
ambos os lados de J;. Portanto existe 1 < r < ¢ tal que J; estd entre os intervalos I¥ |, N I*
e IFNIF,. Em particular, temos IF O J,. Para cada 1 <i < nei # k, como J, € C,,
temos I¥ N Supp C; # () o que implica que I* € ;. Ademais, I*¥ € C, entdo concluimos que
I"e {C : 1<i<n}

Agora suponha J; N Conv(Supp Ci) = 0, para cada 1 < k < n. Isso significa que ou
Ji < Supp C ou Ji, > Supp Ci, onde a desigualdade representa a ordenacao da esquerda para
direita de intervalos disjuntos. Como n > 3, existem dois inidices para os quais a desigual-
dade vale no mesmo sentido. Sem perdas de generalidade, vamos assumir que Supp C; < J;
e Supp Cy < Js. Assim temos que Supp C; < Jy ou Supp C; < J;. Em qualquer caso, isso
contradiz a hipotese de indugao que Jo € Cy e J; € Cs. n

A partir desse resultado, Balister e outros [3] também provaram que o mesmo resultado
vale para grafos arco-circulares, uma classe de grafos que inclui os grafos de intervalos. Outra
classe de grafos que inclui os grafos de intervalos sao os grafos cordais. Estes também contém
a classe dos grafos divididos, para a qual o resultado ja foi provado na Se¢ao[6.3] Embora esses
autores também tenham estudado esse problema nessa classe, nao conseguiram generalizar
a prova apresentada acima, assim o problema continua aberto para grafos cordais.
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7 Resultados novos

Nesta se¢ao apresentamos dois novos resultados que obtivemos relacionados com a inter-
seccao de caminhos mais longos. Para ambas as demonstracoes considere que, se G é um
grafo e B é um bloco de G, um caminho pendente de B é um caminho de G que intersecta
B em um unico vértice que denominaremos sua origem. Além disso, se C' é um circuito,
entao para vértices e y em C, denotaremos por Cyy 0 caminho em sentido horario de x a
yem C.

7.1 Primeiro resultado

Apresentamos aqui um novo resultado que permitiu tanto a simplificacao da prova do
Teorema [12] quanto sua generalizacao.

Teorema 19 Se G € um grafo exoplanar conexo, entao existe um vértice comum a todos os
caminhos mais longos em G.

Prova. Pelo Teorema |15 podemos asssumir que existe um bloco B de G em que todos os
caminhos mais longos tém pelo menos uma aresta. Se B é um bloco trivial, o resultado é
imediato. Entao, suponha que B seja um bloco nao trivial. Seja C' um circuito hamiltoniano
de B. Seja R* um caminho pendente mais longo de B (ou seja, um caminho de G que
intersecta B apenas na sua origem), e seja v sua origem. Provaremos o seguinte fato:

Assercao 20 Todos os caminhos em Py contém v.

Suponha, por contradicao, que exista um caminho P em Py que nao contém v. Considere
uma representagao planar de G de forma que todos os vértices pertencem a face externa de G.
Seja x o vértice em V(P)NV(B) tal que ||C,y|| é minimo, e seja y o vértice em V(P)NV(B)
tal que ||C,,|| ¢ minimo. Note que = # y; caso contrario, P intersectaria B s6 no vértice z.

Agora chame de z o vértice tal que xz € E(P)NE(B) e ||C,.|| ¢ minimo. Suponha y = z,
ou seja, suponha que existe uma aresta ligando z a y (veja Figura . Neste caso, considere
o caminho P’ obtido de P através da substitui¢do da aresta xy pelo caminho C,, ou seja,
P' = (P —xy)UCy,. Note que P’ é de fato um caminho pois C,,, s6 intersecta P nos vértices
zey. Assm [Pl = IP =yl + |Cull = IIP] = 1+ |Cuull + Cuyll. Mas [[Coul = 1 e
|Cuyl| > 1. Portanto, || P’|| > || P||, o que contradiz a maximalidade de P.

Agora suponha que y # z. Chame de P; e P, os dois caminhos de P tais que P = P; - P,
V(P)NV(P) =z 2z € V(P) ey € V(P) (veja Figura R0). Como G ¢ exoplanar, Ps
s6 usa vértices de Cy, e possivelmente de um caminho pendente, digamos R. Considere,
agora, o caminho P’ = P, - C. ' - R*. Entao ||P'|| = [|Pi|| + |Cuyll + |Cy2ll + |R*||. Como
ICyell = 1B = 1 RI, I1B] = [RIl € |Cuyll > 0, concluimos aue [|P'[| > [[P1]) + || Pall = [Pl
Mas isto contradiz a maximalidade de P. Portanto, todos os caminhos de comprimento
mMAaximo passam por v. |
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Figura 19: Caso y = z

R*

Figura 20: Caso y # z

Apo6s os estudos preliminares que permitiram a demonstracao desse resultado, foram
feitas reunioes periddicas com os professores Yoshiko Wakabayashi, Cristina G. Fernandes e
Daniel M. Martin, que se interessaram pelo assunto, e obtivemos resultados novos. Apresen-
tamos um desses resultados na Segao [7.2] Estes dois resultados (Teorema [19] e Teorema
foram submetidos e aceitos no Furopean Conference on Combinatorics, Graph Theory and
Applications 2011 [7]. Atualmente estamos preparando a versao completa desse artigo.

7.2 Segundo resultado

Teorema 21 Se G € um grafo conexo em que todos os blocos nao trivias sao hamiltoniano,
entdo quaisquer trés caminhos mais longos em G tém um vértice em comum.

Este teorema apresenta uma classe de grafos para os quais quaisquer trés caminhos mais
longos tém um vértice em comum. Em particular, essa classe inclui os grafos exoplanares.

Prova. Seja P = {Pi, P», P3} um conjunto de trés caminhos mais longos de G. Pelo
Teorema (15, podemos considerar que existe um bloco B de G que contém pelo menos uma
aresta de cada caminho em P. Vamos assumir que esse bloco é nao trivial, caso contrario o
resultado é imediato.
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Para todo caminho P, seja B(P) = BN P e seja C' um circuito hamiltoniano de B.
Considere P, = T, ' - B(PF,) - T.
(Queremos mostrar que:

(1) IB(P)|| + IB(P)[| + [ B(Ps)|| = 2/[C]-

Observe que, pelo Principio da Casa de Pombos, isto implica que pelo menos um vértice
aparecera nos trés caminhos de P.

Antes de prosseguir a prova, observe que, se um caminho de P contiver todos os vértices
de B, entao o resultado segue do fato de os outros dois caminhos se intersectarem em B.
Portanto, podemos assumir que todos os caminhos em P usam dois caminhos pendentes de
B.

Doravante, consideraremos somente caminhos pendentes de B que estao contidos nos
caminhos de P. Observe que possivelmente existem dois caminhos pendentes com a mesma
origem (nesse caso eles tém o mesmo comprimento). Se todos os caminhos pendentes inter-
sectam o bloco B em apenas dois vértices, entao o resultado é imediato.

Entao sejam T,, T, e T, trés caminhos pendentes disjuntos que sao o mais longo possivel

e seja v, a origem de T}, para x € {a,b,c}.
Caso 1: Existe uma funcao f bijetora de {v,, vy, v.} para P tal que f(v,) ndo contém
um caminho pendente com origem v,. Ou seja, existe um mapeamento f entre os vértices
{vq, Uy, v} € 0s caminhos em P tal que para cada v, existe um caminho f(v,) € P que nao
contém um caminho pendente com origem v, e além disso f(v,) # f(v,), para = # y.

Para simplificar a notacao, suponha que v,, v, € v. aparecam em sentido horario em C'
e que f(v,) = Pi, f(v) = Py e f(v.) = P3. Para provar (1), vamos encontrar um limite
inferior para cada ||B(F;)|| e mostrar que a soma dos trés limites inferiores é maior ou igual
a 2||C||. Para encontrar esses limites inferiores, vamos construir, para cada i, um caminho

Qi = R;'- B(R;) - R} tal que
IRl + (| Rill > (Tl + (| T

Isso, juntamente com o fato de
1Qill < 17

nos déd um limite inferior para ||B(P;)||, a saber, | B(F;)|| > ||B(Q:)]|-
Considere os caminhos

Ql = Tcil ' Cvc’ua ' C’Uavb : Tb?
Q2 = Ta_l : O'Uavb ' Ovbvc : TC?
QS - Tb_l ' C’ubvc : C’ucva : Ta'

A Figura [21] mostra a configuragdo de Q1. Observe que para cada i, |R;|| + | R:|| >
|||+ 1IT!||, pois R;, R, e o caminho pendente associado a f~!(P;) formam o conjunto dos trés
caminhos pendentes mais longos que estamos considerando. Como P; nao utiliza o caminho
pendente associado a f~!(P;), entao a soma dos comprimentos dos caminhos pendentes de
P; certamente nao ultrapassa a soma dos outros dois caminhos pendentes mais longos. Por
exemplo, para i = 1, ||[By[| + [| By || = |Te]| + | To]| > (173l + [|77]]-
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Figura 21: Configuracao de )y

Ty,

B(Qs)

Figura 22: | B(Q1)[| + | B(Q2) [l + [ B(Qs)]| = 2([C]|

Portanto, considerando que ||P;|| > ||Q;]|, temos que ||B(FP;)|| > ||B(Q;)]|. Isto implica
que | B(P)| + | B(R)[| + [|B(Ps)|| = [[B(Qu)]| + | B(Q2)[| + [[B(@s)]l-
Observe que [|B(Q1)|l + [|B(Q2)]l + [ B(@s)ll = 2[|C]| (veja Figura22). Logo (1) vale.

Caso 2: Nao existe tal funcao f.

Nesse caso, existem dois caminhos de P, digamos P; e P, cujos caminhos pendentes 7T}
e T, possuem a mesma origem, assim como 7] e Tj. O terceiro caminho de P, P3, possui
dois caminhos pendentes com origem distintas das origens de 77 e 77, pois, caso contrério,
ja teriamos o vértice comum aos tres.

Suponha que as origens v, vy, V. € vy dos caminhos pendentes de B aparecam em sentido
horario em C. Seja T, um caminho pendente maximal com origem em v,, para x € {a,b, c}.
Analogamente ao caso 1, vamos construir caminhos que fornegcam um limite inferior para
|B(Py)|| + ||B(P2)|| + [|B(Ps)||, mas, nesse caso, nao para cada ||B(F;)| separadamente.

Considere os caminhos

Q1 =T Chny* Cogun - Cow - T,
Q2=T;" Copo, - Cop, - Copo, * T,
Qs =T, Cpou, - Copoo * Couny - Tus
Qi =T, Coo + Conoy * Cogun * T



A Figura [23] mostra a configuragao de (). Somando os comprimentos, e considerando

que [ B(Qu)[| + [ B(@Q2)Il + 1 B(@s)ll + | B(Qa)|l = 3[CI| (veja Figura 4), temos

(2) @1l + 1Q2ll + 1@s]] + |Qull = 20N Tall + 1751 + Tl + 1 Tall) + 3[IC]

Figura 23: Configuracao de @y

B(Qs)

Figura 24: | B(Q1)[| + [ B(Q2)[| + [ B(@s)]| + [[B(Qu)l| = 3[IC]]

Observe que {11,77,T5,T;} sdo quatro caminhos pendentes maximais disjuntos e que
I3[l = [172[ e [|77]] = |73]]. Portanto,

(3) 1Pl + ([Pl + 2| P || = 201 Tall + [ To [l + [|7e ]l + (| Zal)) + (| B(P) + | B(R) || +2(| B(Fs) |
Como ||P]| > ||@Q;|| para todo i € {1,2,3} e j € {1,2,3,4}, entdo

(4) [ Pul| + [Pl + 2| B3| = (@] + Q2] + Q3] + |Qall
Por , , e , concluimos que ||B(P)| + [|B(P)|| + 2||B(Ps)]| > 3||C||. Como

|B(Ps)|| < ||C]], entao (1)) vale. Logo existe necessariamente um vértice comum a Py, P e
P3. |
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8 Alguns problemas em aberto

Nessa secao apresentamos uma sintese dos problemas em aberto mencionados ao longo
da monografia, e alguns outros de especial interesse. Existem muitas outras perguntas que
podem ser feitas sobre este assunto. A selecao apresentada aqui traz apenas algumas das
perguntas que achamos mais interessantes.

A maioria dessas questoes aparecem em [36], [32] ¢ [29]. E realmente muito intrigante
o fato de existirem tantos problemas elementares que ainda nao foram resolvidos. Embora
nessa monografia mencionamos apenas de passagem o problema da intersecgao de circuitos
mais longos, o problema é tao dificil quanto o de caminhos mais longos e as perguntas citadas
a seguir podem ser feitas trocando “caminhos” por “circuitos” e exigindo que o grafo seja
2-conexo.

Citamos anteriormente que foi provado que todos os caminhos mais longos de grafos
divididos [18] e de grafos de intervalos [3] necessariamente tém um vértice em comum. Essas
sao subclasses de grafos cordais, mas para grafos cordais em geral o problema continua em
aberto.

Pergunta 22 Todos os caminhos mais longos de um grafo cordal tém um vértice em comum?

Mencionamos essa pergunta em particular, mas existem muitas outras classes de grafos
para as quais o problema esta em aberto.

Mencionamos anteriormente que existem exemplos que mostram que para grafos 2-
conexos e 3-conexos nem sempre todos os caminhos mais longos tém um vértice em comum.
Mas para grafos 4-conexos o problema esta em aberto.

Pergunta 23 Todos os caminhos mais longos de um grafo j-conexos tém um vértice em
comum?

Como dissemos anteriormente, pelo Teorema de Tutte [25] sabe-se apenas que isso é
verdade quando se trata de grafos 4-conexos planares. Podemos também fazer a seguinte
pergunta, mais geral:

Pergunta 24 FEuxiste um inteiro k tal que se um grafo € k-conexo, entdo todos os caminhos
mais longos tém wum vértice em comum? Se existe, qual é o menor k que satisfaz essa
propriedade?

A pergunta se a intersec¢ao de caminhos mais longos é sempre nao vazia é essencialmente
a mesma que a pergunta se é verdade que existe um grafo tal que, para todo vértice do grafo,
¢é possivel encontrar um caminho mais longo que evita esse vértice. Vimos que existem tais
grafos. Também ¢é possivel encontrar um grafo que, dado quaisquer 2 vértices, existe um
caminho mais longo que evita esses 2 vértices [33] [30]. Porém nao se sabe se o mesmo é
verdade para 3 vértices.

Pergunta 25 Eziste um grafo cujos caminhos mais longos evitam quaisquer 3 vértices?

Uma pergunta mais geral seria:
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Pergunta 26 FEuxiste um inteiro k tal que todo grafo tem um conjunto de k vértices que co-
brem todos os caminhos mais longos? Se existe, qual € o menor k que satisfaz a propriedade?

Aludimos anteriormente ao fato de que 2 caminhos mais longos sempre téem um vértice
em comum, e que o mesmo nao vale para 7 caminhos mais longos. Portanto as seguintes
perguntas continuam sem respostas.

Pergunta 27 Quaisquer 3 caminhos mais longos sempre tém um vértice em comum?

Pergunta 28 FEuxiste um exemplo onde 6 caminhos mais longos nao tém um vértice em
comum?

Pergunta 29 Qual é o menor inteiro k tal que quaisquer k caminhos mais longos sempre
tém um vértice em comum?

O resultado de Skupien [23] implica que 2 < k < 6.

Vimos que dois caminhos mais longos sempre se intersectam. Mas em quantos vértices?
Isto obviamente depende da conectividade do grafo. Se o grafo for 2-conexo, entao é facil ver
que existem pelo menos 2 vértices nesta interseccao. De fato, a prova disto seria semelhante
a prova da Assercao [ Em um grafo 3-conexo, sao pelo menos 3 vértices. Em 1979, Smith
levantou a seguinte questao (se referindo especificamente a circuitos) e conjecturou que a
resposta € afirmativa.

Pergunta 30 Em um grafo k-conexo, quaisquer 2 circuitos mais longos tém pelo menos k
vértices em comum?

Este é um problema que ainda estd em aberto. Por um Teorema de Grotschel [11] sabe-se

que a afirmagao é vélida para k < 6; para k > 7 Chen e outros [6] provaram que o ntimero
de vértices em comum é O(Vk).
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9 Conclusao

Apresentamos aqui alguns dos tépicos que estudamos sobre dois problemas relacionados
com caminhos mais longos em grafos: busca de um caminho mais longo e interseccao de
caminhos mais longos. Nao se trata aqui de uma resenha completa sobre esses assuntos, que
sao bem vastos, mas procuramos apresentar alguns dos resultados mais relevantes para esses
problemas. Buscamos reproduzir as provas de maneira didatica, explicando cada passo e
ilustrando as demonstragoes com algumas figuras.

Na primeira parte, discutimos sobre a complexidade do problema de encontrar um ca-
minho mais longo em um grafo. Também mencionamos algumas classes de grafos para as
quais ¢ possivel encontrar um caminho mais longo em tempo polinomial e apresentamos dois
desses algoritmos.

Na segunda parte, concentramo-nos na questao da existéncia ou nao de um vértice comum
a caminhos mais longos. As variantes sobre este topico consideram todos os caminhos mais
longos, ou um certo nimero fixo deles; também consideram a mesma pergunta para diferentes
classes de grafos.

Esse trabalho levou-nos ao estudo de varios artigos e ao aprendizado de diversos conceitos
sobre grafos, algoritmos, redutibilidade e complexidade de problemas. No final, foi esse
aprendizado que nos permitiu chegar aos resultados novos que apresentamos na Segao [7]

NOTA: As figuras deste texto sdo coloridas. Caso a impressao deste texto nao seja
colorida, o texto pode ser visualizado em cores em:
http://www.ime.usp.br/~susanna/mac499/final/monografia.pdf
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Parte 11
Subjetiva

Estes estudos tiveram como ponto de partida a leitura de um artigo, como parte da
iniciacao cientifica. Essa leitura foi feita com o objetivo de ter um primeiro contato com
artigos especializados, pois até entao os estudos concentraram se em livros, e acabou trazendo
um grande aprendizado. Nesta segao trataremos dos desafios e frustragoes encontrados ao
longo do trabalho, das disciplinas mais relevantes e do plano de estudo para o futuro.

10 Desafios e frustracoes

Na minha iniciacao cientifica ja havia comecado a estudar conceitos mais avancados de
teoria dos grafos, que nao temos a chance de ver durante a graduacao. Embora essa area
sempre tenha me interessado muito, depois de um ano de estudo, queria poder estudar mais
a fundo um problema em concreto. No inicio de 2010, a professora Yoshiko me sugeriu a
leitura de um artigo de Axenovich [2] sobre intersecgao de 3 caminhos mais longos.

Talvez pela minha inexperiéncia com artigos especializados, tive algumas dificuldades
para compreendeé-lo. Vi que nem todas as passagens sao faceis de serem entendidas, e além
disso, algumas afirmacoes nem sao provadas. No final, o esfor¢co em tentar ‘completar’ essas
lacunas foi muito proveitoso. Foi possivel perceber que a prova apresentada neste artigo
(com andlise de casos) podia ser bem simplificada. Mas o mais surpreendente foi quando
percebemos que tinhamos conseguido obter um resultado um pouco mais geral.

Também interessaram-se pelo problema, além da professora Yoshiko, os professores Daniel
Martin (UFABC) e Cristina Fernandes. Reuniamo-nos para discutir o problema e, apos
alguns desses encontros, chegamos ao outro resultado que apresentamos nesse trabalho. Essa
oportunidade de trabalhar com problemas em aberto, me motivou mais a estudar outros
artigos. Comecei por pesquisar a histéria do problema e os resultados conhecidos.

Apoés ter escrito uma primeira resenha com alguns dos resultados encontrados, sele-
cionamos alguns dos artigos que seriam lidos mais atentamente, e cujos principais resul-
tados apresentamos nesse trabalho. Isso foi, de fato, um verdadeiro desafio. Precisei estudar
diversos conceitos de teoria dos grafos, algoritmos e complexidade. Percebi que o esforgo
por tentar reproduzir de maneira didatica as demonstragoes (que nem sempre eram féceis
de compreender) foi muito proveitoso, pois cada vez que relia e reescrevia a prova, entendia
melhor cada passo e a idéia que possivelmente motivou a descoberta do resultado em questao.

Mesmo as duas demonstracoes dos resultados novos que conseguimos foram sendo pro-
gressivamente simplificadas. Um fato que ajudou nesse processo foi a oportunidade de apre-
sentar esses resultados no EuroComb’11. O tempo de apresentagao era curto, e portanto era
necessario que as explicacoes fossem as mais sucintas possiveis.

Durante esse ultimo ano, a minha principal frustracao foi a de nao ter tido tempo de
trabalhar mais em cima de alguns dos problemas que tinhamos esperanca de conseguir algum
resultado novo. Mas espero poder fazé-lo no préximo ano.
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11 Disciplinas relevantes

Diversas disciplinas cursadas foram relevantes para o trabalho, de maneira mais ou menos
direta. Muitas, como por exemplo Calculo, Algebra, Programacao linear, simplesmente
por proporcionarem uma experiéncia maior com demontragoes, rigorismo matematico, ab-
stragao, além da maturidade que adquirimos ao cursa-las. As disciplinas Topologia e Teoria
dos Numeros, cursadas como optativas, além de proporcionarem essa experiéncia, foram de
especial importancia por ocasionarem, talvez por sua beleza, um gosto maior pelo estudo.

Outras disciplinas, como Introducao a Computacao e Principios de Desenvolvimento de
Algoritmos, foram especialmente relevantes por ensinarem conhecimentos basicos de com-
putagao, sem os quais seria impossivel acompanhar as demais disciplinas.

As disciplinas que influenciaram de forma mais direta esse trabalho estao listadas a baixo.

¢ MACO0338 Analise de Algoritmo: esse aprendizado sobre analise de complexidade e
prova de corretude de algoritmos tornou possivel acompanhar e reporduzir os resultados
dos artigos que tratam do problema de encontrar um caminho mais longo num grafo.

e MACO0328 Algoritmo em Grafos: esse contato com algoritmos em grafos também
ajudou a compreender melhor os algoritmos estudados, além de entender a dificuldade
de encontrar um caminho mais longo.

e MACO0325 Otimizacao Combinatéria: também aprendemos alguns algoritmos em
grafos, e mais uma vez tivemos a oportunidade de analisar a complexidade e provar
que estavam corretos.

e MACO0320 Introducao a Teoria dos Grafos: essa disciplina foi extremamente
importante, pois foi através dela que aprendi varias caracterizagoes de grafos, como se
relacionam e como demonstrar propriedades estruturais de grafos.

12 Trabalhos futuros

Pretendemos continuar a pesquisa na area, buscando respostas aos problemas em aberto
apresentados na Segao [§ em especial & Pergunta 27} “Quaisquer 3 caminhos mais longos
sempre tém um vértice em comum?” e ao estudo de classes de grafos para os quais é verdade
que todos os caminhos mais longos sempre se intersectam.
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