Estudo e modelagem de solucoes de

1. Introducao

Em problemas de otimizacao discreta, busca-se uma solu-
cao x* em um conjunto discreto F' que otimiza (maximiza
ou minimiza) uma fungao objetivo c¢(z), definida para todo
x € F[1].

Uma maneira sistematica de modelar uma ampla classe
de tais problemas é expressa-los como problemas de pro-
gramacao linear inteira, e resolvé-los através de alguma
biblioteca ou software (denominado “solver”), apds descre-
ver o problema na linguagem ou interface fornecida pelo
“solver”.

Neste trabalho, tal metodologia foi aplicada ao problema
de alocacao de recursos operacionais de acordo com uma
grade horaria, problema recorrente em instituicoes de en-
sino, onde os docentes representam o recurso, e a grade é
composta pelos horarios de aulas.

2. Conceitos

2.1 Algebra linear

Um vetor y € R" € uma combinacao linear de vetores
r; € R" i € {l,...,k}, k € N, se existem escalares «o; € R

tais que y = S0, q,z;.

Uma combinacao linear é chamada de:

o afim,se 3" o, = 1;
e cOnica (ndo confundir com cbéncava), se «; > 0;
e convexa, se for afim e conica.

O fecho linear (ou “span”, ou subespaco linear) € o con-
junto formado por todas as possiveis combinacgoes lineares
de tais vetores. Analogamente, define-se os termos subes-
paco afim, cone, e fecho convexo, para os itens acima [2].

Um subconjunto P C R" € denominado poliedro se
P={zeR"|Ax <b, AcR"*" be R"}
, € &€ denotado por P(A,b).

Um poliedro da forma {x €¢ R" |d'z < a, a € R, a € R"} &
denominado semi-espaco. Logo, segue que P(A,b) € uma
iInterseccao de semi-espacos.

2.2 Programacao linear

Define-se entao um problema de programacao linear PL
como:

PL ={max dz |z € P(A,b), ce R", z > 0}
E um problema de programacao linear inteira PLI como:
PLI = {PL|xz € Z"}

Denominamos ¢z a funcao objetivo, e =, variavel de de-
cisao do PL. O fecho inteiro de P(A,b) equivale ao seu
fecho convexo para x € PLI.

Figura 1: Poliedro (em vermelho) e seu fecho inteiro (em
verde)

2.3 Teoria dos Grafos

Um digrafo DG(V, A) consiste de um conjunto finito nao-
vazio V de elementos chamados vértices e um conjunto
A de pares ordenados de elementos distintos de V, cha-
mados arestas. Um grafo G(V, A’) O DG(V, A) pode ser
modelado a partir de um digrafo, construindo para cada
aresta a € A, uma aresta «* no sentido contrario, e adicio-
nando este par de arestas ao conjunto A'.

Um emparelhamento em um grafo € um conjunto de ares-
tas X C A onde nenhum par de arestas possui vértices em
comum. Um emparelhamento € maximal se, ao acrescen-
tar qualquer outra aresta de A em X, este conjunto deixa
de ser um emparelhamento, e maximo se, para qualquer
outro emparelhamento X' # X, | X'| < |X].
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3. Escolha do solver

Inicialmente, a modelagem deste trabalho foi formulada em
Lingo [4], pois foi 0 primeiro solver com que tomei contato
que dispunha de uma linguagem de modelagem e que re-
solvia problemas de programacao inteira.

Uma alternativa open-source, com desempenho equiva-
lente e com uma linguagem de modelagem superior, foi
encontrada apés algum tempo: o GNU Linear Program-
ming Kit (glpk) [3], que substituiu o Lingo neste trabalho.

A titulo de exemplo, apresentamos um modelo que encon-
tra, se existente, uma ocorréncia de um emparelhamento
maximo em um grafo.

4. Modelando um problema linear inteiro

4.1 Modelando restricoes

Uma variavel de decisao x; € {0,1}, pode compor restri-
coes no modelo de diversas formas. Quando ela representa
a ocorréncia ou nao de um evento, temos comumente al-
guns padroes de modelagem [1]:

e NO maximo um entre 0s n eventos ocotrre:

zn:$k; S 1
k=1

e Ou ambos eventos ocorrem (e.g. paran = 2), ou nenhum
ocofrre:
L1 = T2

e Se um evento x; ocorre, o evento z, necessariamente
ocorre:
1 < T9

4.2 Exemplo: Emparelhamento maximo

#Vértices
set V;

#Arestas
param A {1 in V, 7j in V}, binary;

#Varidvel de decisao
var X {vl in V, vZ in V}, binary;

#Funcao objetivo
maximize obj: sum {vl in V, v2Z2 in V} X|[v]l,
v2] * A[vl,v2];

## Restricdes #+#
#Cada aresta deve ter duas pontas distintas
check {v in V} : A[v, v] = 0;

#Modelando grafo a partir de um digrafo
check (vl in V, v2 in V} : A[vl,v2] = A[vVv2Z,
vl];

#Arestas duplas, ou nenhuma aresta
s.t. rl {vl in V, v2 in V} : X[vl,v2] * A]
vl,v2] = X[v2,v1l] * A[v2,v]1l];
#Modelando emparelhamento
s.t. r2 {vl in V} sum {v2 in V} (X[vl,v2]
* A[vl,v2] + X[v2,v]l] *« A[v2,v]1]) <= 2;

#Resolve o problema linear
solve;

#Mostra resultado
display X;

data;

#Definicdo de parédmetros
set V := V1 V2 V3 V4;

param A : V1 V2 V3 V4 :=

vi 0o 1 0 O
v2 1 0 1 O
vi 0O 1 0 1
vd 0 0 1 O,

#Resposta para esta instancia:

{{1,2},{3,4}}
end;

5. Modelando uma grade horaria

Na modelagem proposta, temos a seguinte fungao objetivo:
[ [
f(H, Peso)=H," " % Peso,""
m, sl m, sl
(H,,., €10,1}, Peso,; € Z)

Os indices representam o seguinte:
em c MATERIA: Matéria lecionada,;
e sl € SALA: Sala de aula;

e hr ¢ HORARIQO: Horario da aula;

ed € DI A: Dia da semana.

Assim, formulamos o seguinte PLI, sujeito a restricoes de
viabilidade:

m, sl

m, sl m, sl

max E Hhr, ) PGSOM g
hr, d

Assim, sugerindo P €508 atrelados as variaveis de deci-
. gm, sl o . ,
sao Ily,. 1, podemos indicar preferéncias na grade hora-

. )

ria.

6. Modelando restricoes

No modelo, existem restricOes de viabilidade, e restricoes
de escolha das possiveis combinacoes dos indices. Obser-
vemos um exemplo:

6.1 Restricao de viabilidade

1. Restricao 1: Uma sala nao pode ter duas disciplinas le-
cionadas ao mesmo tempo

para cada sl € SALA

para cada hr € HORARIO
paracadad € DIA

m, sl
Zm Hhr,d < 1

7. Conclusao

A modelagem proposta supde alguns requisitos limitantes,
como o fato de nao poder haver mais de um professor da
mesma matéria (o que sera exemplificado e demonstrado
na apresentacao), mas considerando a evolucao da pes-
quisa até chegar em uma modelagem que descrevesse e
resolvesse o0 problema, mesmo com tais limitacoes, ja foi
para o autor um motivo de contentamento com o resultado
do trabalho.
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