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Parte 1
Técnica

1 Introducao

Neste projeto estudamos algoritmos e estruturas de dados para problemas de
deslocamento no plano.

Em diversas aplicacos praticas surgem problemas deste tipo. Por exemplo, con-
sidere um rob6 que deve se deslocar entre varios objetos de uma sala para realizar
suas tarefas sem colidir com obstaculos. Ou considere um museu onde o guarda
noturno precisa vigiar todo o museu, neste caso seria importante ele andar em um
caminho onde a distancia percorrida fosse pequena e mesmo assim ele conseguisse
avistar todo o museu.

Ha diversas variantes interessantes destes problemas, no caso do robo, quando
colocamos restrigoes que este deve satisfazer no caminho (ele pode rodar em qualquer
angulo?) e no que desejamos otimizar (encontrar o caminho mais curto? caminho
mais rdpido?) obtemos novas variantes.

Nosso objetivo neste trabalho de conclusao de curso foi estudar diversos proble-
mas como esses e implementar algoritmos para resolvé-los.



2 Conceitos e tecnologias estudadas

2.1 Deslocamento em regioes com obstaculos

Um problema que foi estudado é o problema de deslocamento no plano bidimen-
sional, onde queremos determinar um caminho no plano em que um certo robo deve
se locomover sem colidir com obstaculos.

Chamemos nosso ambiente, onde estao os obstaculos (em forma de poligono),
de R. Considere dois pontos do ambiente s e t, para os quais queremos tragar um
caminho com inicio em s e término em ¢. Queremos responder as seguintes questoes:

1. Existe um caminho de s a t, livre de obstaculos em R?
2. Encontre um caminho de s a t em R, livre de obstaculos.
3. Encontre um caminho de menor distancia de s a t, livre de obstaculos.

E facil perceber que uma resposta para questo (3) satisfaz a (2), assim como
uma resposta para (2) resolve a (1). Logo, a questao de decisao é a mais facil das
tres.

Quanto a questao (3), sua defini¢ao nao é tao clara. Se considerarmos um robo
como sendo um ponto e ainda que ele possa se mover para todos os lados livremente,
entao bastaria pegarmos o caminho com a menor distancia euclidiana. Suponha
agora que seja um carro que precisaria acelerar e desacelerar para fazer curvas, ou
ainda pensemos em um robo que demore muito para virar. Nestes casos, a menor
distancia euclidiana pode nao ser a melhor escolha.

Aqui iremos aplicar algumas restrigoes. Talvez a mais drastica a primeira vista,
seja considerarmos o ambiente como um plano em duas dimensoes. Mas, se pensar-
mos em um mapa ou uma planta do local, isto nao se parece mais tao restritivo.
Consideraremos também que o ambiente seja estatico, ou seja, nao levamos em conta
pessoas ou outros objetos se movendo pelo cenario.

Primeiro, consideremos o nosso robé como sendo um ponto e ainda que ele possa
andar em todas as direc¢oes livremente. Uma forma de acharmos um caminho livre de
obstaculos foi proposta por Kedem e outros [6][7]. A ideia consiste em dividir a drea
livre em trapézios, o que chamaremos de mapa trapezoidal, para depois calcularmos
um caminho livre de obstaculos.

2.1.1 Mapa trapezoidal

Para alcancarmos nosso objetivo temos que olhar para um problema mais sim-
ples. Vamos discutir aqui sobre localizagao de pontos no plano. Podemos enunciar
da seguinte maneira: Dado um mapa e um ponto ¢ (definido pelas suas coordenadas)
que queremos localizar, ache a regiao do mapa que contenha gq.



No nosso caso o mapa P serd um conjunto de poligonos no plano, e S o conjunto
de retas que formam os poligonos de P. Consideraremos n como sendo o nimero de
vértices em P.
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Figura 1: Particao em fatias

Para nos ajudar a visualizar o problema, vamos apresentar uma estrutura mais
simples que satisfaca nossos pedidos de localizacao. Tracamos linhas verticais através
dos vértices dos poligonos, como na figura [I] Isto particionard o plano em fatias
verticais. Como iremos guardar as coordenadas x dos vértices em um vetor orde-
nado, isto torna possivel determinar em qual fatia vertical se encontra ¢ em tempo
O(logn). Como nao temos segmentos que se cruzam, entdo dentro das nossas fatias
verticais nao haverd vértices, apenas segmentos que nao se cruzam. Isto significa que
podemos ordenar de cima para baixo os segmentos contidos em cada fatia vertical.

Agora podemos enunciar o algoritmo de busca completo da sequinte maneira:
Primeiro executamos uma busca binaria pela coordenada z para encontrarmos a
fatia vertical em que o ponto ¢ se encontra e em seguida podemos fazer uma busca
binaria para saber onde o ponto se encontra dentro daquela fatia. A operacao que
precisamos para isto é: Dado um ponto g e um segmento s, determinar se ¢ esta
acima ou abaixo de s.

O tempo de localizacao é bom, nés apenas fazemos duas buscas bindarias. O
primeiro vetor (de fatias verticais) tem no maximo tamanho n no caso em que todos
os vértices tém coordenada x diferente. O segundo vetor também tem tamanho
O(n) pois cada fatia pode ser cruzada por no maximo n/2 segmentos.

Quanto a memoria, podemos observar que o vetor com informacgoes sobre as
fatias verticais usa espago O(n), mas temos que considerar também que usamos um
vetor de segmentos para cada fatia, que pode ter até n/2 segmentos cruzando cada



fatia vertical, o que nos leva a O(n?) de espago total.

Usando uma ideia parecida podemos definir o que chamaremos de mapa trape-
zoidal. Os segmentos na periferia do mapa irao nos atrapalhar agora, entao por
questao de conveniéncia incluiremos um grande quadrado que chamaremos de R co-
brindo todos os elementos de P. Isto nao é um problema quando queremos procurar
por pontos fora de R pois estes pontos sempre estarao fora dos poligonos.

Assumiremos também que nao ha vértices que compartilhem a mesma coorde-
nada x, esta restricao nao é muito realista pois em situagoes reais, ¢ comum termos
pontos na mesma coordenada x, ou até mesmo segmentos verticais. Mais tarde
iremos mostrar como retirar essa restricao.

Entao temos: S que é o conjunto de segmentos que formam os poligonos de P,
onde |S| = n, envoltos por um quadrado R com a propriedade que nao hé dois
vértices que compartilhem a mesma coordenada x, tracaremos duas linhas verticais
de todos os pontos extremos dos segmentos (vértices), uma para cima e outra para
baixo, parando em outra reta de S ou quando tocarmos uma das arestas de R.

O mapa trapezoidal de S é simplesmente a subdivisao induzida por S, o quadrado
R e as linhas verticais citadas acima. Veja figura [2]

A

Figura 2: Um exemplo de mapa trapezoidal

2.1.2 Computando o mapa trapezoidal

Descreveremos aqui um algoritmo para computar o mapa trapezoidal T'(S) de
um conjunto de segmentos S com n elementos em posicao geral. Para discutir o
algoritmo temos que definir uma estrutura de busca D, que auxiliard na busca de
pontos dentro do mapa. Esta estrutura é um grafo dirigido e aciclico, que tera,
quando concluido uma tnica origem (onde comegamos a busca) e um tinico né para



cada trapézio definido pelo mapa trapezoidal de S. H& dois tipos de nés em D,
0s nos, representam os vértices dos poligonos ou o ponto final das retas e os nds,
representam os proprios segmentos.

Quando fizermos uma consulta por um ponto ¢, comecamos a busca pela origem
e prosseguimos até uma das folhas, onde estao os trapézios. Em cada um dos noés
deste caminho, se estivermos em um nd, a pergunta é: o ponto ¢ estd acima ou
abaixo da reta representada por este n6? Baseado nestas perguntas decidimos se
andamos pela aresta da esquerda ou pela aresta da direita a partir do né atual.

O algoritmo que apresentaremos é incremental, isto é, ele adiciona os segmentos
um a um no mapa trapezoidal, atualizando a estrutura da mesma maneira. A ordem
em que os segmentos sao inseridos no mapa influencia a estrutura de busca, fazendo
com que o tempo de busca nao seja bom em todos os casos. Provaremos mais adiante
que o tempo de busca quando a estrutura é construida de maneira aleatoria é boa.
Comecemos com o esqueleto do algoritmo:

algoritmo MAPA-TRAPEZOIDAL(S)
entrada. Um conjunto S de segmentos que nao se cruzam.
saida. O mapa trapezoidal T'(S) e a estrutura D para T'(.5).

1. Determinar a estrutura R que contenha os elementos de S.
2. Inicializar T e D.
3. Compute uma permutacao aleatéria dos elementos de S.

4. para i« 1 até n faca

5. Ache o conjunto Ag, Ay, ..., A, de trapézios que s; intersecta.

6. Remova Ay, A1, ..., Ay, criando folhas para os novos trapézios formados.
7. Adicione essas novas folhas na estrutura.

8. Devolva T e D

Para acharmos Ay, A1, ..., A, usaremos a seguinte rotina.



algoritmo SIGA-SEGMENTO(T, D, s;)
entrada. O mapa T, sua estrutura de busca D e o novo segmento s;.
saida. A sequéncia Ay, Aq, ..., A, de trapézios que é intersectada por s;.

—_

. Sejam p e q os dois pontos das extremidades esquerda e direita de s;.
2. Localizar p na estrutura D para achar Ag.
3. 7« 0.

4. enquanto ¢ estd a direita do ponto que define A; pela direita faca

5. se o ponto da direita de A; estd abaixo de s;
6. entao A; recebe o vizinho abaixo de A;
7. senao A, recebe o vizinho acima de A;
8. je—Jj+1

9. devolva Ag, Ay, ..., Ay

2.1.3 Complexidade

Teorema. O algoritmo MAPA-TRAPEZOIDAL computa o mapa trapezoi-
dal T'(S) de um conjunto S de n segmentos em posigao geral e a estrutura de busca
D em tempo esperado O(nlogn), o tempo esperado de busca de um ponto ¢ é
O(logn) e o tamanho esperado de D é O(n).

Prova. Sabemos que o tempo de busca é linear no tamanho do caminho a
ser percorrido na estrutura, entao basta inferirmos o tamanho esperado do maior
caminho. E facil ver que um caminho cresce de no maximo 3 a cada iteragao, logo,
3n é um limitante superior para o tempo de busca. Este é o pior caso possivel na
escolha da ordem em S. Como inserimos os elementos em ordem aleatoria, a chance
de ocorrer o pior caso deve ser pequena. Vamos investigar o tamanho esperado do
caminho neste caso.

Considere um caminho correspondente a busca de um ponto ¢ em D. Todos os
noés nesse caminho foram criados em alguma iteragao do algoritmo. Seja X;, com
1 <4 < n, o nimero de nés criados no caminho na iteracao i. Se considerarmos S
e q fixos, entao X; é uma variavel aleatoria que depende apenas da permutacao dos
segmentos. Logo podemos expressar o tamanho esperado do caminho como:

E[Z?:1 Xi} = Z?:l E[Xz]

Como observamos anteriomente, cada iteragao adiciona no maximo 3 novos nds
nos caminhos, entao X; < 3. Isto quer dizer que se P; representa a probabilidade de
um né ser criado no caminho da busca de ¢ na iteracao i, teremos:

E[X;] < 3P



Considere S;, o subconjunto de S que contém os segmentos processados até a
iteracdo ¢ do algoritmo e o mapa trapezoidal T'(S;). Note que A,(S;) é unicamente
definido como funcao de S; e nao depende da ordem em que os segmentos de 5;
foram inseridos. Para inferirmos P; temos que pensar ao contrario, consideraremos
T(S;) e olharemos para a probabilidade de A,(S;) desaparecer do mapa trapezoidal
quando removermos o segmento s;. O trapézio A,(S;) desaparecera se acontecer um
dos seguintes casos:

1. o segmento de cima de A,(.S;) for removido.

2. o segmento de baixo de A,(S;) for removido.

3. o segmento da esquerda de A,(S;) for removido.
4. o segmento da direita de A,(.S;) for removido.

Todos eles tém chance de 1/i de acontecer, pois na iteragdo ¢ hé exatamente i
segmentos no mapa trapezoidal. Assim teremos:

Z?:I EX;] < Z?:I 3P < Z?:l 12/i =12 Z?:l 1/i=12H,

onde H, :==1/1+1/2+1/3+...+1/n

Sabemos que para n > 1, In(n) < H, < In(n) + 1. Assim concluimos que o
tempo esperado de busca é O(logn).

Para estimarmos o tamanho de D basta verificarmos quantos nés ha em D. As
folhas equivalem ao nimero de trapézios do mapa trapezoidal, logo sabemos que ha
O(n) nés que sao folhas. Seja k; o nimero de novos trapézios na iteragao i, sabemos
que o numero de novos nds internos é exatamente k; — 1. Logo o nimero de nés em
D ¢ limitado por:

O(n) + ER_i_ (ki — 1)] = O(n) + 321, Elkil.

Agora falta estimarmos um limite para k;. Considere S; C S.

Entao:

S(A,5) = 1 se A desaparece de T'(S;) quando s for removido de S;

0 caso contrério

Na analise de tempo de busca vimos que até 4 segmentos podem fazer um trapézio
desaparecer, logo:

>oses 2oneresy < 4T(S:)] = O(i).

Como k; é o nimero de trapézios criados na interseccao de s;, ou equivalente-
mente o nimero de trapézios em T'(S;) que aparece quando s; é removido e s; é um
elemento aleatério de S;, nés podemos estimar o valor esperado de k; tomando a
média sobre todos os segmentos de S:

Elk]=1/i ZSGSZ- ZAGT(SZ-) 6(A,s) <O(i)/i = O(1).

Concluimos assim que o nimero de nés criados é O(1) a cada iteracao do algo-
ritmo e portanto O(n) é um limitante para o consumo de meméria.

Nos falta agora provar o consumo de tempo para construcao do mapa. Devemos
observar que o tempo para inserir o segmento s; é O(k;) mais o tempo para localizar
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o ponto da extremidade esquerda do segmento s; em T'(S;_;), usando as anélises
anteriores podemos deduzir que o consumo de tempo esperado do algoritmo é dado
por:

O(1) + >, O(logi) + O(E[k;]) = O(nlogn).00

2.1.4 Grafo de caminhos livres

Com o mapa trapezoidal em maos, temos que representar agora a regiao livre
de obstaculos. Para isto, basta retirarmos do mapa os trapézios que se encontram
dentro dos poligonos.

Vejamos como isso nos ajuda a calcular o caminho livre de obstaculos entre dois
pontos, digamos s e t, em P. Se os dois pontos entao contidos no mesmo trapézio,
entao é facil: os trapézios representam regioes livres, logo, basta tracarmos uma
linha reta entre os dois. Agora, caso eles estejam em trapézios diferentes, nao basta
tragarmos uma linha reta, pois algumas vezes precisamos fazer curvas para entrar
em determinados trapézios. Para nos ajudar, construiremos o que vamos chamar
aqui de grafo de caminhos livres.

Neste grafo os centros dos trapézios e o centro de cada linha vertical serao os
vértices e havera arcos ligando os centros dos trapézios aos centros das linhas verti-
cais que sao adjacentes a estes trapézios. Note que estes arcos estao na regiao onde
o robo pode andar, pois tanto os trapézios como as linhas verticais estao na regiao
livre do mapa.



Figura 3: Um exemplo de grafo de caminhos livres.(Fonte: Computacional Geometry
Algorithms and Applications,[1])

Com o grafo montado basta adicionarmos uma aresta de s ao vértice que se
encontra no meio do trapézio onde s estd contido, e adicionamos também uma
aresta de t ao vértice do seu trapézio, depois disto usamos busca em largura, busca
em profundidade ou até mesmo o algoritmo de Dijkstra para acharmos um caminho
possivel de s a t.

2.2 Caminhos minimos

Vamos considerar agora o problema de encontrarmos um caminho de menor
distancia euclideana. A figura 4 ilustra a diferenca entre o método anterior e o
melhor caminho.
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Figura 4: O caminho minimo nao estd no grafo.(Fonte: Computacional Geometry
Algorithms and Applications,[1]

O melhor caminho nem sempre é o mesmo, depende do robo que estamos consi-
derando, como ja discutimos no inicio.

Alguns robos demoram para virar, entao seria bom um caminho que além de ser
curto tenha poucas curvas. Iremos considerar aqui um rob6 pontual que se move
através de um conjunto disjunto de poligonos S. Como sempre esses poligonos sao
chamados de obstaculos e o nimero de arestas dos poligonos de S é denotado por
n. Temos também dois pontos s e ¢ que serao os pontos inicial e final do caminho
respectivamente, o que estamos interessados é um caminho com menor distancia
euclideana entre s e t. Se considerarmos os poligonos como conjuntos fechados, ou
seja, se nao pudermos fazer nosso robo andar pelas bordas dos obstaculos, entao nao
existe caminho minimo pois sempre seria possivel chegar mais perto dos obstaculos.
Logo consideramos que os obstdculos sao poligonos abertos e podemos caminhar
sobre sua borda.

Nao faz muito sentido considerarmos fazer curvas durante o caminho, pois po-
demos cortar caminho por uma linha reta e fazer com que o caminho seja menor. O
lema seguinte formaliza esse conceito.

Lema - caminhos poligonais Qualquer caminho minimo entre dois pontos s
e t entre os poligonos em S é um caminho poligonal onde seus vértices sao vértices
dos poligonos em S.

Prova Suponha por absurdo que o caminho C' nao seja poligonal e seja minimo.
Como os obstaculos sao poligonais, isto significa que existe um vértice p em C' que
esta contido no espaco livre, ou seja, existe um € tal que o disco D com centro em
p e raio € esta totalmente contido em um espaco livre, logo, pegamos os dois pontos
onde o caminho se cruza com D e conectamos eles com uma linha reta ao invés de
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passarmos por p. Isto é um atalho digamos assim, logo, encontramos um caminho
de comprimento menor que C, pois qualquer caminho de comprimento minimo tem
que ser minimo localmente também. Desta forma podemos concluir que o caminho
tem que ser poligonal e excluimos a possibilidade de haver pontos contidos no espago
livre. De maneira similar conseguimos excluir os vértices encontrados nas arestas
dos poligonos pois podemos usar um argumento semelhante, agora ao invés de ter
um disco, temos a metade de um, e podemos usar o mesmo argumento para diminuir
o caminho. Assim s6 nos resta os vértices dos poligonos para p.[]

2.2.1 Grafo de Visibilidade

Podemos definir agora como Guis(P*) o grafo de visibilidade de P onde seus
vértices sao os vértices contidos em P |J{s,t} = P*, onde s e t sdo os pontos para
0s quais queremos o menor caminho. Por defini¢ao os arcos em Guis(P*) sdo entre
vértices, que agora incluem s e ¢, onde ha caminho em linha reta entre eles, e que
nao colida com obstaculos.

Sabemos assim que o menor caminho entre s e t consiste de arcos neste grafo,
logo, podemos usar o seguinte algoritmo para achar o menor caminho:

algoritmo CAMINHO-MINIMO(P, s,t)

entrada. Um conjunto P de poligonos e dois pontos s e t localizados em algum
espago livre.

satda. O menor caminho sem colisao entre s e t.

1. Guis(P*) — GRAFO-DE-VISIBILIDADE(P¥)
2. Vi, j € Guis(P*), custo(i, j) < a distancia euclideana do segmento 7.

3. Use o algoritmo de Dijkstra para calcular o caminho mais curto entre s e t.

4. Devolva o caminho.

2.2.2 Construindo o grafo de visibilidade

Seja S o conjunto de obstaculos em forma de poligonos disjuntos no plano com n
arestas no total. Nos temos que decidir quais duplas de vértices se “enxergam”, ou
seja, tém um trajeto em linha reta livre de obstéculos entre os dois (uma aresta no
grafo de visibilidade). Um algoritmo O(n?) é imediato, basta para cada segmento
ij com i,j € P testar se ij cruza com alguma aresta de poligonos em P.

Se executarmos os testes, nao em ordem arbitraria, mas considerando uma ordem
especial, podemos desenvolver um algoritmo mais eficiente que o algoritmo ingénuo.

12



Figura 5: Em vermelho as arestas do grafo, em verde os vértices dos poligonos e em
preto, s, t e a regiao interior dos poligonos

Para cada vértice p, decidiremos quais outros vértices sao visiveis a partir de p.
Quando analisamos se um vértice w é visivel a partir de p temos que consultar se o
segmento pw intersecta algum dos obstaculos. Agora considerando todos os vértices
do nosso conjunto e um p fixo, uma ordem intuitiva para tratar os outros pontos
¢ a ordem horaria ao redor de p tentando armazenar alguma informacao sobre os
pontos que ja foram tratados previamente.

Um vértice w é visivel a partir de p se o segmento pw nao intersecta o interior
dos obstaculos, se considerarmos p um semi-reta que comecga em p e passa por w,
bastaria ver se p nao cruza com alguma aresta pertencente a um obstaculo antes
que atinja w, ou seja, podemos executar uma busca binaria por w no conjunto de
arestas que intersectam com p. Caso p seja um vértice de algum dos obstaculos,
entao ha o caso em que w pertenca ao mesmo poligono e nao ha segmentos entre p
e w, mas w nao é visivel a partir de p (o segmento esta dentro do poligono).

Conforme tratamos os vértices em ordem horaria, mantemos uma arvore balance-
ada para guardar os segmentos que cruzam com p, ou seja, nés rodamos a semi-reta
p ao redor de p. Algoritmos deste tipo sao chamados de algoritmos de linha de
varredura.

O que sera guardado na linha de varredura sao os segmentos (as paredes dos
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obstdculos) na ordem em que sdo intersectados por p. Os eventos que atualizam
a linha sao os vértices de S. Para decidir se um vértice w é visivel a partir de p,
temos que buscar por p na estrutura de varredura, que chamamos de T e depois
atualizamos a estrutura inserindo ou removendo arestas incidentes em w.

Vamos definir entao o algoritmo.

algoritmo GRAFO-DE-VISIBILIDADE(P,s,t)

entrada. Um conjunto P de poligonos que nao se intersectam, dois pontos s e t
fora dos poligonos.

saida. O grafo de visibilidade Guis(P*).

1. V— PJ{s,t}

2. para cada p € V faca

3. O «— ORDENA(p,V — {p})

4. T — INICIALIZA (p)

5. para cada q € O faga

6. se VISIVEL(T, p, ¢)faga

7. Adicione a aresta pg em GVis(P)
8. ADICIONA(T,p,q)

9. REMOVA(T, p, q)

10. devolva GVis(P)

O algoritmo usa algumas subrotinas que detalharemos a seguir:

e ORDENA(p, S) recebe um ponto p e um conjunto de pontos S e ordena os
pontos em S no sentido anti-horario comecando do eixo x em relagao a p. Esta
rotina tem complexidade O(nlogn), para executarmos as comparagoes basta
usarmos fungoes trigonometricas que geralmente ja estao implementadas nas
linguagens de programacao mais conhecidas. A fung¢ao devolve um conjunto
de pontos ordenado que sera a ordem que trataremos os pontos eventos.

e INICIALIZA(p) inicializa a estrutura da linha de varredura com os segmentos
que cruzam a semi-reta paralela ao eixo x e que tem como inicio p e sentido
positivo. Esta fun¢ao também gasta tempo O(nlogn) no pior caso, quando
O(n) segmentos cruzam a semi-reta citada.
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e VISIVEL(T,p,q) decide se g é visivel a partir de p vendo se o segmento pg
cruza com o segmento mais perto de p na linha de varredura. Além desta
verificacao também precisamos tratar alguns casos especiais, como o caso em
que o segmento pq esta inteiramente contido em algum poligono de .S, neste
caso precisariamos fazer uma consulta para verificar se um ponto da reta esta
dentro do poligono ao qual p e ¢ pertencem. Esta consulta demoraria O(n)
se feita de qualquer maneira pois nao fazemos suposicoes sobre os poligonos
serem ou nao convexos fazendo com que nosso algoritmo ficasse ineficiente,
mas gracas ao mapa trapezoidal, descrito anteriormente, podemos executar
esta consulta em tempo O(logn), que ndo nos atrapalha.

e ADICIONA(T,p,q), insere os segmentos que comecam em ¢ e tém como
outra ponta um ponto no sentido anti-horario em relacao a linha de varredura,
na estrutura balanceada T que representa a linha de varredura. A cada ponto
evento, nosso critério de comparagao muda, seguindo a direcao da linha. A
ordem ¢é imposta pela ordem em que a linha de varredura cruza os segmentos
contidos em T'. Como os segmentos nao se cruzam, a ordem de comparacao nao
mudara entre um ponto evento e outro, garantindo que a estrutura continue
consistente em todo o algoritmo.

e REMOVA(T,p, q), remove da estrutura balanceada T os segmentos que comegam
em ¢ e tém como outra ponta um ponto no sentido anti-horario em relacao a
linha de varredura.

2.2.3 Complexidade

Podemos analisar o consumo de tempo da construcao do Grafo de visibilidade:
Temos para cada ponto uma ordenagao por angulo que custa O(nlogn) nos le-
vando a O(n?*logn), apds a ordenacao, para cada outro ponto verificamos a linha
de varredura, inserimos, removemos e muitas vezes consultamos o mapa trapezoi-
dal, cada uma destas operagoes tem consumo de tempo O(logn) levando a um total
de O(n*logn). Vale ressaltar que se o niimero de vértices dos poligonos é n entao
o numero de segmentos com que estamos trabalhando também é n, portanto faz
sentido falar em funcao de n quando nos referimos a segmentos ou vértices.

2.3 Tratamento de casos degenerados

Nas secoes anteriores colocamos algumas restricoes. Em primeiro lugar assu-
mimos que os pontos estavam em posi¢ao geral, ou seja, nao haveria dois pontos
com mesma coordenada x. Para este caso podemos notar que se fizermos uma pe-
quena rotacao nos pontos, tal que os pontos nao troquem de ordem resolveriamos o
problema, mas transformagoes levam a problemas numéricos de precisao. Uma abor-
dagem melhor é usar uma pequena perturbagao proporcional ao y de cada ponto,
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isto nos leva a um mapeamento dos pontos chamado transformacao de Shear. Segue
um exemplo ilustrativo:

£

Figura 6: Exemplo da transformacao de Shear

No desenho estamos usando uma transformacao no eixo x por algum valor e:

- ()-(7)

Se € > 0 for pequeno suficiente, a transformagao @ preserva a ordem dos pontos.

Sabendo disto, quando recebemos como entrada um conjunto de pontos S, po-
demos passar para os algoritmos vistos um conjunto novo @S := {@s|s € S}. Lidar
com transformagoes nos leva a problemas de aproximacao e arredondamento por
causa do ponto flutuante como foi dito antes. Mas aqui ha um truque. No caso
do mapa trapezoidal por exemplo queremos fazer dois tipos de comparacao com os
pontos. Na primeira temos dois pontos ¢ e s e queremos saber se p esta abaixo
ou acima de s, para a outra operacao, tinhamos um segmento s e um ponto p e
queriamos saber se p estava a direita, esquerda ou sobre s.

Nossa transformacao preserva a relacao entre pontos, ou seja se tivermos dois
pontos p = (2, Y,) € ¢ = (24, Y,) € T, <y, entdo x,+ €y, < x,+€y,, assim como pre-
serva a relagao entre segmentos e pontos ou seja se p esta a direita, esquerda ou sobre
um segmento s, entao @p estard a direita, esquerda ou sobre @s respectivamente.

Note agora que para fazer as comparagoes nao precisamos efetivamente de e,
podemos simplesmente comparar os pontos lexicograficamente para impor uma or-
denacao, resolvendo assim os problemas numéricos.
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2.4 O problema da rota do vigia

Iremos apresentar aqui outro problema de visibilidade, conhecido como problema
da rota do vigia (Watchman Route). O problema consiste em acharmos uma rota
interna a um poligono tal que todos os pontos do poligono sao visiveis de algum ponto
da rota. Uma possivel aplicacao seria pensar como a rota de um vigia noturno que
deseja cuidar de uma galeria, e gostariamos que além de vigiar toda a galeria, ainda
o fizesse em pouco tempo, para isto temos o objetivo de minimizar o tamanho da
rota.

Vamos mostrar aqui que este problema é NP-dificil para poligonos arbitrarios.

2.4.1 Definindo o problema

Problema do vigia

Entrada: Poligono P com buracos, inteiro k

Questao: Existe uma rota de tamanho menor ou igual a k, tal que esta nao
intersecte o exterior de P ou o interior de algum dos buracos de P e todos os pontos
do poligono sao visiveis de algum ponto da rota?

Mostraremos que o problema do vigia é NP-Dificil através de uma reducao ao
problema do caixeiro viajante geométrico retilinear (geometric traveling sales-
man).

Eis a defini¢ao:

Caixeiro viajante geométrico retilinear

Entrada: Conjunto S com n pontos no plano, inteiro b

Questao: Existe um caminho de comprimento menor ou igual a b que visita
todos os pontos de S através de um caminho retilinear?

2.4.2 Dificuldade do problema

Esta variante do problema do caixeiro viajante geométrico retilinear continua
NP-dificil [10].Dizemos que o problema é retilinear se os caminhos sé podem ser
feitos com linhas horizontais ou verticais.

A trasformagao envolve a constru¢do de uma galeria com O(n) corredores re-
tilineares envoltos em um retangulo como na figura 10. As paredes dos corredores
definem O(n?) buracos convexos no interior do poligono. Por fim inserimos, no lugar
dos pontos, estruturas como as mostradas abaixo. Claramente a construcao pode
ser feita em tempo polinomial. Temos assim o seguinte resultado:
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Figura 7: Método de construcao para representar o problema do caixeiro como

/\
\
N

/

Figura 8: Estrutura inserida para moldar o problema do caixeiro no problema do
vigia.

AN
/

Teorema O problema do vigia é NP-dificil até mesmo com poligonos convexos
e buracos convexos.

Prova Dada uma entrada para o problema do caixeiro viajante geométrico re-
tilinear, construimos uma estrada para o problema do vigia como descrito acima.
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Vamos chamar de R o retangulo que engloba todos os pontos de S. Devemos notar
que a estrutura forca as rotas produzidas pelo algoritmo a visitarem todas as inter-
secgoes que representam pontos de S e ainda, notemos que todos os corredores sao
visiveis a partir de alguma dessas intersec¢oes. Assim teremos que o caminho que
visita as interseccoes correspondentes aos pontos de S serd a rota do vigia, ou seja,
todos os pontos do poligono serao visiveis pelo menos por um ponto na rota. Havera
uma solugao do tamanho B para o problema do caixeiro se e somente se existir uma
rota do vigia de comprimento B + (2v/2nz + 4nx) — (2b+4c)z, onde z é o tamanho
do lado dos quadrados dentro da estrutura, b é o nimero de pontos em S que ficam
nas arestas mais externas do retangulo R e ¢ é o nimero de pontos de S que sao
pontas do retangulo externo R. [J

Para explicar este nimero que relaciona os dois problemas usarei das préximas
imagens que a menos de rotagoes e inversoes, tentam representar todos os tipos de
passagem pelos pontos na entrada do problema do vigia pelas estruturas que foram
citadas acima e também deixa claro os casos dos cantos e das bordas.

Como estamos considerando que os quadrados tém lado x, para passar pelos
cantos temos que percorrer uma rota com comprimento 2v/2z para conseguirmos
cobrir visualmente toda a estrutura.

Figura 9: Aqui o comprimento da menor rota é 2v/2x

Para os pontos localizados na margem de R a menor rota tem comprimento
2v/2x + 2z, em todas as seis formas minimas possiveis de se passar pela estrutura.
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Figura 10: Aqui o comprimento da menor rota é 221 + 2z

Figura 11: Aqui o comprimento da menor rota é 2v/2z + 2z

Ja para os pontos centrais, a menor rota no problema do vigia tem comprimento
2v/2x + 4z nas doze formas minimas possiveis de se passar pela estrutura.
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Figura 12: Aqui o comprimento da menor rota é 22 + 4z
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Figura 13: Aqui o comprimento da menor rota é 2v/2x + 4z

3 Resultados obtidos

O algoritmo implementado no programa resolve o problema do menor caminho
euclidiano entre dois pontos sem colidir com o conjunto de obstaculos. O pro-
grama aceita tanto entradas feitas a mao quanto geradas aleatoriamente, facilitando
a criacao de casos de teste.



A seguir mostramos alguns screenshots de testes realizados com nosso programa:

Visibility Graphs

File Edit Graph

Figura 14: A linha de varredura e algumas arestas ja inseridas.

Visibility Graphs

File Edit Graph

Figura 15: O grafo completo e o menor caminho
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Visibility Graphs
File Edit Graph

Figura 16: A linha de varredura e algumas arestas

Visibility Graphs
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Figura 17: O grafo completo e o menor caminho
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£ Visibility Graphs
File Edit Graph

Figura 18: A linha de varredura e algumas arestas

L Visibility Graphs
File Edit Graph

Figura 19: O grafo completo e o menor caminho

Foram implementados dois algoritmos para a solugao do problema. Um mais
ingénuo com complexidade O(n?), o outro com complexidade O(n?logn) descrito
neste trabalho.

Implementamos também uma funcionalidade que permite fazer o upload de um
programa que faz um robd do modelo NXT da Lego andar pelo caminho calcu-
lado pelo algoritmo. Exemplos desta funcionalidade podem ser encontrados no site
YouTube através dos seguintes links:
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Video 1 (http://www.youtube.com/watch?v=5ZWD7QSaZMI)

Video 2 (http://www.youtube.com/watch?v=DJHMvWKYwlg)

Video 3 (http://www.youtube.com/watch?v=gybuA2J36q0)

Video 4 (http://www.youtube.com/watch?v=m7NwY3XfEA)

E videos do robo andando através dos caminhos gerados acima podem ser en-
contrados nos seguintes links:

e Video 1 (http://www.youtube.com/watch?v=iFtGrxy0zPQ)
e Video 2 (http://www.youtube.com/watch?v=UfQpMNIQMPk)
e Video 3 (http://www.youtube.com/watch?v=i5dMrlz_uQw)

e Video 4 (http://www.youtube.com/watch?v=XOTtHYVEOKY)

4 Conclusao

Para a construcao do grafo de visibilidade, existe um algoritmo melhor que o
apresentado encontrado em [8]. Quanto ao problema do vigia, ha algoritmos para
a resolucao do problema quando, ao invés de considerar poligonos arbitrarios, con-
sideramos alguns poligonos especificos, como poligonos retilineares sem buracos, ou
poligonos simples. Nos problemas apresentados percebemos a dificuldade de proble-
mas de geometria computacional e apesar de ser uma area antiga, ha muitos estudos
a serem feitos sobre o assunto.

Como citado anteriormente problemas de geometria computacional podem ter
diversas aplicagoes praticas, como na area de robdtica. Sendo assim, como motivagao
pratica para a monografia de um modo geral, apresentamos o robo programavel NXT
da Lego.
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Parte 11
Subjetiva

1 Desafios e frustracoes

Os estudos na area de geometria computacional comecaram quando me interessei
pela area de algoritmos e procurei o Professor Carlos Eduardo, no primeiro semestre
de 2007, quando ele lecionava a disciplina de Estrutura de dados. A partir de
2008 comecei a fazer algumas optativas eletivas tais como otimizag¢ao combinatéria e
desafios de programacao que s6 me fizeram gostar mais da area de combinatoria. Em
2008 submetemos uma proposta de bolsa CNPq para estudar problemas e algoritmos
de deslocamento no plano e o projeto foi aceito. Apresentei o projeto de iniciagao
cientifica no IV Simpédsio de Iniciacao Cientifica e Pés-Graduagao do IME-USP e
no Simpésio Internacional de Iniciagao Cientifica da Universidade de Sao Paulo
(SIICUSP).

O maior desafio foi conciliar as matérias, o estagio e o trabalho de conclusao.
Com os encontros semanais com o orientador consegui entender melhor todos os
algoritmos e me convencer de fato que as provas funcionavam. Gostaria de ter
estudado alguns algoritmos para a resolucao do problema do vigia mas, devido
a complexidade dos artigos relacionados, nao consegui entender direito e acabei
desistindo de escrever sobre eles.

Outro desafio muito grande foi a parte do robo. O IME-USP possui um robo
do modelo RCX da Lego. Além do modelo ser mais antigo e conectar-se ao com-
putador através de portas pouco usadas atualmente, tivemos que limpa-lo pois o
esquecimento de uma bateria fez com que esta vazasse dentro do aparelho. Depois
de conseguir ligar e enviar o programa ao robo, percebemos que ele é instavel e
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possui configuracao complicada. Apesar de seguirmos as instrucoes da biblioteca
escolhida, o rob6 nao andava como esperavamos e, por isso, nao terminamos em
tempo habil para a apresentacao.

Posteriormente, pedimos a POLI-USP o rob6 do modelo NXT que comportou-se
de maneira esperada. Com isso conseguimos dar prosseguimento e concluir a parte
do robhd, que nos ajuda a visualizar na pratica os algoritmos estudados.

2

Matérias relevantes ao trabalho

Dentre as matérias que me ajudaram a realizar este trabalho de formatura, as
mais importantes sao:

MACO0110 - Introdugao a computagao Antes desta matéria eu nao sabia
nada de computacao e foi nela que dei meus primeiros passos.

MACO0122 - Principios de desenvolvimento de algoritmos Vimos algu-
mas estruturas de dados mais simples e alguns algoritmos nao triviais, o que
fez crescer a vontade de estudar mais a fundo combinatoria e complexidade.

MACO0211 - Laboratdrio de programacao Foi nesta matéria que tive meus
primeiros contatos com interface grafica, o que ajudou na hora de construir
um programa visual que simula o algoritmo. Além disso, aprendi ferramentas
essenciais como IXTEX, a qual utilizei para escrever esta monografia.

MACO0323 - Estrutura de dados Nesta matéria aprendi estruturas de dados
mais complexas como arvores balanceadas que sao usadas varias vezes nos
algorimos apresentados nesta monografia.

MACO0327 - Desafios de programacao Nesta matéria meus conhecimen-
tos em grafos, andlise de algoritmos, programacao dinamica e muitos outros
assuntos relevantes se solidificaram.

MACO0328 - Algoritmos em grafos Nesta monografia, grafos foram inten-
samente usados e esta matéria como o préprio nome ja diz foi um dos meus
primeiros contatos com grafos.

MACO0338 - Analise de algoritmos Me ajudou muito a discernir e visua-
lizar a complexidade dos algoritmos.

MACO0331 - Geometria computacional Esta é bem auto-explicativa.

Algumas outras matérias nao menos importantes sao MAT0139 Algebra linear
para computacao, MAC0450 Algoritmos de Aproximagao e introdugao a teoria dos
grafos.
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3 Conceitos relevantes

Os conceitos mais relevantes sao grafos, que, como ja foi dito, foi usado intensa-
mente em todos os assuntos apresentados na monografia, drvores binarias balancea-
das, pois geralmente linhas de varredura sao representadas computacionalmente por
elas, e conceitos basicos de geometria analitica que facilitaram muito a compreensao
das primitivas usadas na confeccao dos algoritmos de geometria computacional.

4 Futuro

Uma possivel continuagao para este trabalho seria o estudo aprofundado do pro-
blema do vigia para um melhor entendimento dos algoritmos utilizados para os casos
em que o poligono é simples ou retilinear sem buracos. Outra possibilidade seria
estudar algoritmos mais eficientes para construcao do grafo de visibilidade.
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