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Parte I
Parte Objetiva

Introducao

O método probabilistico € um método para prova de teoremas. Tomando-se um espaco de
probabilidade adequado, pode-se provar que uma determinada estrutura existe provando-se que
ela ocorre, com probabilidade nao nula, nesse espaco.

Esse método € amplamente utilizado em diversas dreas do conhecimento, incluindo especi-
almente topicos relacionados a ciéncia da computagdo e a combinatoria.

Nosso projeto foi a leitura de um livro a esse respeito, chamado "O Método Probabilistico".
Com isso, o aluno pdde adquirir aptidao com o uso do método, e também ter contato com dreas
diversas da Ciéncia da Computacao, o que serd ttil na escolha da drea de um futuro mestrado.

ApOs a leitura, selecionamos trés topicos que o livro apresenta, e os desenvolvemos em
maior detalhe. E esse desenvolvimento que apresentamos aqui.

O primeiro resultado que apresentamos €, historicamente, o primeiro resultado da drea de
grafos aleatorios. Serve como introdugdo a essa drea de estudo, e ilustra o uso de ferramentas
cléssicas para o uso do método probabilistico.

O segundo resultado que apresentamos € o teorema de Shannon. Esse teorema ¢ um dos
teoremas fundamentais de Teoria da Informacdo. Ele estabelece qual a minima perda de ve-
locidade necessdria para se reduzir a probabilidade de erro num determinado meio fisico de
comunicacao.

Nosso terceiro assunto € relacionado a geometria computacional. Abordamos um problema
cldssico da area, o problema de range searching, mas com um forte viés combinatério. O
problema em si € bastante fundamental, e nosso estudo o aborda utilizando a dimensao de Vap-
nik—Chervonenkis, o que nos permite revelar algumas propriedades interessantes dos espagos
que estudamos.

1 Grafos aleatorios e subgrafos pequenos

O estudo de grafos aleatorios € relevante, ndo s6 nas suas aplicacdes matematicas, mas em
problemas de teoria da computagdo, de redes, € mesmo em ciéncias sociais.

O problema que vamos explorar nas paginas que seguem € (uma varia¢io) do primeiro pro-
blema da drea: a determinagdo de quando um grafo aleatério contem um determinado subgrafo
pequeno.

Primeiro, teremos que definir algumas coisas: Nosso modelo de grafo aleatério é G(n, p).
Isso quer dizer que estamos tomando grafos de n vértices, e incluindo cada aresta com proba-
bilidade p. (ou, de forma mais precisa, que para todo grafo G de n vértices, temos P(G) =

po(l — p)(g)*eg, onde ¢, € o niimero de arestas de ()

Nosso problema é determinar quando G (n, p) contém um determinado subgrafo H (fixo).
Mais precisamente, queremos determinar um comportamento assintdtico, ou seja, saber se
surge em GG quando n vai a infinito. Note que esse problema ¢ trivial se p é fixo (Como o
tamanho de H ¢é fixo e o de G vai a infinito, G sempre conterd H se p > 0 € fixo). Assim, nos
preocuparemos com probabilidades que sejam fungdes decrescentes de n. De fato, pelo mesmo
motivo, lidaremos apenas com p que vao a zero.



As provas dessa primeira sessdo, a ndo ser quando dizemos explicitamente o contrario, sao
derivadas das provas de [NAOS]

1.1 Alguns fatos necessarios

Antes de enfrentarmos o problema em si, serd necessdrio enunciar alguns fatos. Presumimos
que o leitor se recorda da definicdo de esperanca de uma varidvel aleatdria, e de mais alguns
conceitos basicos relacionados.

1.1.1 Desigualdades de Markov e Chebyshev

Seja X > 0 uma varidvel aleatéria discreta. Apenas sabendo a esperanga de X, ja podemos
fazer uma afirmacao sobre a sua distribuicao:

Teorema 1. P[X > a] < @

Demonstragdo.
E(X)=) p(X =i)i>> p(X =i)i
7 i>a
> Zp(X =1i)a = aZp(X =1)=a.p(X >a)
i>a i>a
Assim,

E(X)

E(X) > ap(X >a),ouseja, P(X > a) <
a

O

Essa é a chamada Desigualdade de Markov. Utilizaremos essa desigualdade coma = 1e X
inteiro (X serd o niimero de vezes que H aparece em (). Teremos, entio:

P(X #0) = P(X > 1) < E(X) (1)

Assim, poderemos, provando que F/(X) é pequena, obter que P(X # 0) também o é.
Infelizmente, como veremos em breve, ndo conseguiremos fazer algo andlogo para P(X >
1) e E(X) grande. Nem mesmo quando F/(.X) vai a infinito poderemos implicar que P(X > 1)
vai a um. Precisaremos estudar a variancia para fazer alguma afirmacdo nesse sentido.
Lembremos a defini¢do de variancia,

Var(X) = 0 = E[(X — p)?] , onde pu = E(X)
Aplicando a desigualdade de Markov, temos P[(X — u)? > a?] < 0%/a? e portanto
Teorema 2. P[|X — pu| > a] < 0%/a?

Essa € a chamada desigualdade de Chebysheyv.
Podemos aplicd-la com a = p, obtendo

P(X =0) < P[|X — | > p] < 0?/ps? (2)

Temos, assim, um limitante superior para a P(X = 0). Junto com o limitante para P(X #
0), poderemos descrever bastante bem o comportamento de G(n, p) em relagdo a conter ou ndo
H. Mas, primeiro, precisaremos de algum trabalho técnico para utilizar a desigualdade acima.
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1.1.2 Lidando com a variincia

Nosso objetivo aqui € estabelecer uma maneira conveniente de lidar com a desigualdade (2).
Vamos assumir algumas hip6teses sobre a varidvel aleatéria X, e depois descreveremos melhor

como elas se aplicam a nosso problema.
Suponhamos que X = >_ X, sendo X, a varidvel indicadora' do evento A;. Entdo, temos:

o? = ZVar(Xi) + Z Cov[X;, X]
i i#]
Mas Var(X;) = E(X?) — [E(X;)?] = p; — p? = pi(1 — p;) < p; (onde p; é a probabilidade
de A;, i.e. a probabilidade de X; = 1). Assim

o? <> pi+ Y Cov[X;, X]]

i#]
= E[X]+)_ Cov[X;, X}]
i#]
Mas
Cov]X;, X;| = 0se X; e X forem independentes
Cov[X;, X;] = E[X,;X;] — E[X;]E[X,], caso contrério
Usando que

E dizendo que i ~ j se i # j e A; ndo é independente de A;. Temos,
o? < B[X]+ ZCOV[Xi,Xj]
i#]
= E[X]+ ) Cov[X;, X}]
i~j
< E[X]+ ) P[AiNAj] = E[X] + A ?3)
i~

(Onde A€, . P[A; A Aj))
Mas,
A=3"PlA; A4 = ZP[Ai] > PIAj]A)]

Se tivermos que }; ;. ; P[A;|A;] independe de 4, entdo chamaremos essa soma de A* e
teremos

o’ < E[X]+ A
= E[X] + E[X]A* (4)
Aplicando (2), obtemos:
B o? E[X] + E[X]A*
PX=0)= E[X]? = E[X]? ©)

Fazendo essa ultima expressao ir a zero, obteremos o seguinte

1X, é1se A; ocorre e 0 caso contrario



Teorema 3. Se X = ) X;, X; varidveis indicadoras de eventos A;, e temos que ), P[A;|Aj]
independe de i, e ainda supondo que lim,,_., E[X]| = 00 e A* = o(E(X)), temos
lim P(X =0) =0

n—o0

1.2 Achando a funcao limiar

Agora, ja podemos provar nosso primeiro resultado. Estamos interessados em saber para quais
p(n) temos que G(n, p) contém um determinado grafo H. Mais precisamente, para quais p(n)
temos que lim,, .., P[H C G(n,p)] = 1, e para quais lim, .., P[H C G(n,p)] = 0, onde
H C G significa que hd em GG um grafo K, ndo necessariamente induzido, isomorfo a H

Dizemos que f(n) > g(n) se lim, . f(n)/g(n) = 0o, e que f(n) < g(n) se
lim, . f(n)/g(n) =0

Desejamos achar uma fun¢do f(n) tal que, se p(n) > f(n), lim, .., P[H C G(n,p)] =1
e, caso p(n) < f(n), lim, .., P[H C G(n,p)] = 0. A uma tal fungdo chamaremos de fungio
limiar.

Vamos, nesse momento, nos restringir a um tipo especial de grafo H, chamado balanceado.
Posteriormente, generalizaremos nosso teorema para todo f fixo.

Definicao 1. A densidade de um grafo: p(H) = e(H)/v(H)

Definicio 2. Um grafo H é dito balanceado se, p(H) > p(L) para todo grafo L C H, e é dito
estritamente balanceado se p(H) > p(L) para todo L. C H, com L # H

Teorema 4. Se H é um grafo balanceado, a funcdo f(n) = (1/n)YPH) é uma funcéo limiar
para a propriedade de G conter H. Ou seja, se p(n) > f(n) temos lim,,_,., P[H C G(n,p)| =
1 ese p(n) < f(n) temos lim,,_., P[H C G(n,p)] =0

Vamos provar cada limite do teorema acima separadamente. No que se segue, utilizaremos
p=pH),v=0v(H) e=e(H)ep=p).

Fato. Se p(n) < f(n), entdo lim,_.., P[H C G(n,p)] =0

Demonstracdo. Vamos utilizar aqui a desigualdade (1), onde X serd o nimero de copias de H
em G(n,p)

Como dissemos acima, uma copia € um subgrafo K de G(n, p) isomorfo a H.

Notemos que hd, num grafo completo com n vértices, (7).v!/aut(H) tais subgrafos (onde
aut(H) é o nimero de automorfismos de H). Enumeremos os (possiveis) subgrafos corres-
pondentes em G(n,p) como Ky, Ko, ..., K;. Vamos definir X;, que serd 1 se K; for de fato
subgrafo de G(n, p) (i.e. se todas as arestas de K; estiverem em G(n, p)) e 0 caso contrrio.

Claramente, F(X;) = P(X; = 1) = p°. Assim, temos,

B(X) = B(Y_Xi) =} E(X;) =p* <Z) wl/aut(H) = (n),p°/aut(H) = ©(n"p°)

Mas p < f(n). Assim

0= lim p/f(n) = lim p/(1/n)"/*



Portanto
0= lim [p/(1/n)"/]° = lim p°/(1/n)" = lim n"p°

n—o0 n—oo

De (1), temos

lim,, o P(X > 0) < lim, .o, E(X) < lim,_.,Cn"p® = 0 (usando a constante superior
C da defini¢do de O).
OJ

De maneira completamente andloga (e, em particular, sem utilizar a hip6tese de balancea-
mento) obtemos que, se p > f(n), lim, ., E[X]| = o0

Ainda nem sequer provamos o teorema no caso restrito, mas ja podemos antever o problema
do caso geral. Tomando H um grafo ndo balanceado, sabemos que ele contém um H,, tal que
p(H) < p(H,,). A prova acima mostra que, tomando p(n) tal que (1/n)Y/?") < p(n) <
(1/n)Y/PtHn) (ver 2) , a probabilidade de haver cépia de H,, em G(n,p) vai a zero. Assim, a
probabilidade de obtermos uma cépia de H vai a zero também.

Entdo, temos os seguintes fatos interessantes;

1. A esperanca do nimero ocorréncias de /1 vai a infinito, mas a probabilidade da ocorréncia
de H vaia0

2. Nossa fung¢do limiar para o caso balanceado ndo pode ser a funcao limiar do caso geral

3. A esperanca do nimero de ocorréncias de [/ é maior do que a esperanca do numero de
ocorréncias de H,,, um subgrafo de H

ApOs essa digressdo, retomamos a demonstracao (em particular, voltamos a assumir /7 ba-
lanceado)

Fato. Se p(n) > f(n), entdo lim,_.., P[H C G(n,p)] =1

Demonstracdo. Vamos usar o teorema 3, usando o mesmo X do lema anterior. Verifiquemos
que todas as condigdes sdo respeitadas:

Pela defini¢do, X € soma de varidveis indicadoras.

Como jé dissemos, lim,, ., E[X] = cc.

Tomemos A; o evento associado a varidvel X, ou seja, o evento de K; ser subgrafo de
G(n,p). Defato, 3, , P[A;|A;] independe de A;. (Tomando G o grafo completo de n vértices,
K; uma cépia de H em G e [ um nimero natural, o nimero de K, cépias de H em G tais que
E(K;) N E(K,) =1 independe de K;)

Assim, basta verificar que A* = o( £[X]) e finalizaremos a prova.

Vamos analisar melhor a expressdo ;. ; P[A;]|A4;]. No nosso problema, ¢ ~ j significa
que o K; e K; sdo distintos e tem aresta em comum, e P[A;|A;] é a probabilidade de que as
arestas de K; estarem em G|(n, p) caso as de K; j4 estejam, ou seja, p/EUH)—BUENK)],

Como K; N K é um subgrafo de K (e K; é balanceado), temos que e(K; N K;) < v(K; N
K;)e/v. Assim, P[A;|A;] < pemvUnK;e/v

Vamos reescrever a soma da seguinte forma:

35 PLAGIAL = S5 S sy PLAGIA

Note que é possivel tomar tal p(n), pois (1/n)'/?H) < (1/n)'/P(Hn)




Mas o nimero de K; com v(/; N K;) =1¢

(;’) (v " z)“! Jaut(H) = O ((U " z)) = O(n* ™)

Assim,
v(H) v(H)
A* < ZOW e le/v __ ZO v— l e— le/v)
=2
v(H) U(H)
=) _O[(n'p")' ] =" o(n"p) < vo(n"p°) = o(n"p°)
=2 =2

Assim
A*
lim
n—oo B[X ]
como queriamos.
O
1.2.1 Notacao
Alguns comentarios breves sobre nossa notacao:
e Dado um evento FE, se temos que lim,,_...[P(E ocorre)] = 1, dizemos que esse evento

ocorre assintoticamente quase certamente (a.q.c.)

Evitamos usar esse termo na nossa primeira prova, porque cremos que assim o texto fica
mais claro (em particular, as contas com limites surgem mais naturalmente). No restante
do texto, porém, usaremos essa notagao.

Em particular, uma fungdo limiar para uma propriedade P serd uma f(n) tal que p(n) >
f(n) implica que P ocorre a.q.c, e p(n) < f(n), que a ndo ocorréncia de P é assintoti-
camente quase certa.

e Quando dizemos que H C G, H e G grafos, podemos querer dizer duas coisas distintas
(mas muito semelhantes). Ou de fato temos que V(H) C V(G) e E(H) C E(G), ou
temos .J isomorfo a H tal que V' (J) C V(G) e E(J) C E(G)

e De forma estrita, G(n, p) ndo é um grafo, mas sim um espago amostral. Quando falamos
de G(n, p) no texto, mais adequado seria dizer "um elemento de G(n, p)". Fazemos um
abuso de notac¢do, mas um abuso de notacdo muito usual na literatura.

1.3 Generalizando o teorema

Sera que ha uma funcao limiar que se aplique a um grafo ndo balanceado H ? Como discutimos
na sessdo anterior, certamente nio poderd ser f(n) = (1/n)/?1). Na verdade, sabemos que
nio pode ser menos que f(n) = (1/n)"/™H) onde m(H) =maxycgp(L).

Veremos que essa é, de fato, uma funcao limiar:



Teorema 5. Se H é um grafo (qualquer) f(n) = (1/n)Y"™H) ¢ uma funcdo limiar para a
propriedade de G(n,p) conter H

Dedicaremos essa sessdo a prova desse fato. Cumpre enfatizar, porém, que essa generaliza-
c¢do nao foi trivial. De fato, houve 20 anos entre a prova do teorema para grafos balanceados e
a prova do caso geral.

1.3.1 Uma prova construtiva

Dado um grafo nao balanceado H, construiremos um grafo balanceado F', que contem H, e tal
que p(F) = m(F) = m(H).

Pelo teorema (4), e tomando p(n) > (1/n)Y/?F) = (1/n)/™UH) obtemos que G(n, p)
contem [ a.q.c.. Assim, G(n,p) contem H a.q.c. . J4 estabelecemos na sessdo anterior, que
p(n) < (1/n)Y/™H) implica que G(n, p) a.q.c. ndo contém H. Assim, a existéncia de tal F
serd suficiente para provar que (1/n)"/™) & funcdo limiar para G'(n, p) conter H.

Essa abordagem ¢é devida a [EGS85], e apresentamos aqui um detalhamento da prova do
artigo.

Provemos, entdo, o teorema:

Teorema 6. Para todo grafo H, existe um grafo F tal que H C F, F' é balanceado e p(F') =
m(F) = m(H)

Vamos dividir a prova em 3 casos;
Sem(H) <1

Demonstragdo. Todo ciclo tem densidade 1. Assim, H ndo contém ciclos, i.e. H é uma floresta.
Primeiro, notemos que, se temos duas arvores A; e Ay, e A; tem maior nimero de vértices,
ela € a mais densa. (pois v; > v, implica Ulv—:l > ”v—gl ). Diremos que uma arvore é maior que
outra quando tiver mais vértices.
Vamos provar agora que a densidade de toda floresta € menor ou igual a densidade de sua
maior arvore:

Demonstragdo. A prova serd por inducao no nimero de arvores da floresta.

Se a floresta tem uma s6 drvore, ndo ha o que provar.

Se a floresta C' tem mais de uma drvore, separemos a floresta em A, uma arvore com |A|
maximo e B, o restante da floresta. Tomando A; a arvore de tamanho méaximo em B, temos,
pela H.IL.,

p(B) < p(4) < p(A)

Assim, e4/vs > ep/vp (ou, de uma forma mais conveniente: eAZ—i > ep)

8A+6Av73
__ €A __ VA eatep __
Portanto, p(A) = 4 = varoalt > el = p(0)

O]

Assim, é imediato que m(H) = p(A), onde A é a maior arvore de H.
E ficil completar as outras drvores de H para que tenham o mesmo ndmero de vértices que
A, obtendo F. Todo subgrafo F’ de F' é uma floresta, com drvore maxima menor (ou igual) a
A, e, portanto, com p(F") < p(A) = p(F)
]



O caso m(H) = 1 também é simples. Nao faremos uma prova completa.

m(H) = 1 implica que H contém um ciclo, e que H ndo tem nenhuma componente com
dois ciclos. Para gerar F', adicionaremos a cada componente sem ciclo um ciclo (adicionando
vértices e/ou arestas). p(F') = 1, e p(F’) < 1 para todo F” contido em F'.

Agora, chegamos ao caso dificil, m > 1.

Demonstragcdo. Lembremos que temos H, desbalanceado, e nosso objetivo é obter um F' que
contem H e tal que p(F') = m(F') = m(H). Chamaremos m(H) de m
Inicialmente, notemos que, se p(H;) = p(Hy) = m, entdo p(Hy U Hy) = m

Demonstragdo. |E(H, U Hy)| = [(E(Hy)| + |(E(Hs)| — |E(H1 N Hy)|
Mas [(E(Hy)| = m|V (H)], [(E(H,)| = m|V (Hs)| e [E(Hy 0 Ha)| < m|V(Hy N Hy)
Assim, |(E(Hy U Hs)| > m|V(Hy)| +m|V (Hs)| — m|V(Hy N Hy)| = m|V(H; U Hy)|.

[(E(H1UH2)| (H1UH»)| ) []

Temos (VIO > m, e ja tinhamos (da definicao de m) m <m

~Assim, tomando todo H; C H tal que p(H;) = m, definimos H = UH; e notamos que
p(H) =m
Agora, desejamos construir uma sequencia de grafos F; tal que:

o H=F,

o i1 CFE

o m(F;_1) =m(F;)

o V(F) = V(F) CV(Fim) = V(Fi-)

(onde F; é definido analogamente a )

Basicamente, estamos obtendo grafos que contém H, com m(F;) = m(H) e estamos dimi-
nuindo o tamanho do conjunto de vértices de F; fora de F,, até que F, = F,ie., p(F;) = m.
Tal F; serd nosso F'. No que se segue, faremos a constru¢do de [, pois as seguintes sdo com-
pletamente andlogas, e isso nos permite usar nota¢cdo menos carregada.

Definamos defeito de L C H como:

e(L) =m|V(L)| - [E(L)|

Temos que:

a. e(H) =0

b. €(Ly U L) = €(Ly) + €(La) — €(Ly N Ly) (basta expandir para verificar)
c. €(L) é positivo para todo L. C H

d. se (L) é positivo, p(L) < m

Tomemos um L subgrafo de H tal que L ¢ H tal que €(L) é minimo. Podemos escolher L
de forma que H C L (pois (LU H) = €(L) + 0 — ¢(L N H)) Chamaremos tal L de L* e ¢(L*)
de €

Se € > 1, podemos adicionar a H uma aresta e que tenha uma ponta fora de 4, sem que
m(H + e) > m(H): Claramente ndo criaremos L com ¢(L) < 0 (i.e. , ndo criamos subgrafo
com densidade muito grande) e, pela definicdo de [, tem de haver um par de vértices disponivel
para adicionar essa aresta®. Assim, assumiremos que €* < 1

3Se um vértice v fora de H tivesse aresta com todo membro de H, p(v + H) > p(H)
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1—€*

Tomemos k = [ =5 | +1 = 7171_—_61 + 0 (com 0 < § < 1). Tomemos m = p/q, p € q primos
entre si (a defini¢do de m claramente implica que ele é racional). Temos que €* = r/q (pela
defini¢do de € esse denominador € de fato possivel)

Tomemos, ainda, inteiros M e NN, tais que:

mN —M=k(1—m)—€+m

Podemos ver que eles existem usando a equag@o equivalente: pN — gM = k(q—p) —7r+Dp,
pois p e ¢ sdao primos entre si e o lado direito € inteiro. Assim, podemos aplicar o teorema de
Bézout. De fato, ha infinitos M e NN positivos, de forma que podemos escolher M e N com
algumas propriedades convenientes:

1 N>2m-+4

i I|[M/N|]—m|<1
isso é possivel pois mN — M = J (onde J = k(1 —m) — €* +m, uma constante positiva)
J

e, assim, m — % = %, com NV tdo grande quanto se queira.

iii m > M/N (de fato, m = M /N + J/N)

iv M/N > 1 (pelo mesmo argumento de ii, usando m > 1)

Vamos agora construir um grafo auxiliar B, com M arestas e N vértices. Os vértices serdo
os ndmeros de 1 a N. Vamos definir as arestas: Tomando s = |M/N |, todo vértice x serd
adjacenteazr — 1,z —2...x —seax+ 1,x +2...2 + s. Faltam f arestas, onde f € o resto
da divis@o de M por N. Essas serdo escolhidas da seguinte forma: Quando

o) > e - L), ©

adicionaremos uma aresta entre x € x+ — s — 1. (note que todas as somas e subtragdes aqui sao
mod N)
Nao escolhemos a mesma aresta duas vezes, pois m > M /N > se N é grande (ver i, iii)

Vamos agora juntar B a H. Adicionemos o caminho zyx; ...xycomxg € Bex, € L*—H,
e{r1...o, 1} N(V(BYUV(H)) =10

Terminamos nossa constru¢ao de Fi. Agora resta provar que ele € como queremos.

Tomemos F™* o subgrafo de F induzido por V' (L*) UV (B)U{z; ...xk_1}. Ele tem defeito
0, ou seja, densidade m

e(F") = m([V(L)| + [V(B)| + k —1) = (|E(L")| + k + | E(B)])
= (m|V(L")| = |E(L")]) + m|V(B)| — E(B) + mk —m — k
=€+ (mN—-M)+mk—m-—k
= +[k(l—m)—€+m]+mk—m—k
=0

Assim, F* C Fy, e portanto, V (F}) — V(F}) € V(Fy) — V(Fp) (onde, Fy = H).

S6 precisamos provar que m(F;) = m(Fy = H) e teremos terminado. Faremos isso pro-
vando que todo F’ C F tem €(F’) > 0 (vide d.). Na verdade, basta provar esse fato para todo
F’ conexo, pois, se F” tem duas partes desconexas F’; e Fs, temos €(F') = e(F'1) + €(F"y) —
E(Fll N F’Q) = E(Fll) + E(Flg)



Se F' C H, e(F") > 0 obviamente.
Se F' = B,

e(F')=¢(B) =mN — M
E(1—m)—¢€+m

1_ *
(1—m)m_€1—|—(1—m)5—e*—|—m

=—14+€e4+0—md—€c"+m
= 14+ 5+m(=5+1)
—14+5—-06+1=0(usandom > 1,6 <1)

V

Se F' C B, teremos que estudar dois casos. Para isso, definimos arco, um subgrafo de B
induzido por vértices consecutivos (mod V). Seja ¢ o comprimento do maior arco em F”. Note
que de fato s6 estamos interessados em F” induzidos.

Um vértice de B pode ter grau 2s (se ndo estd contido em nenhuma das dltimas f arestas
que colocamos), 2s + 1 (se estd contido em uma delas) ou 2s + 2 (se estd contido em duas).
Vamos chamar as f ultimas arestas de "arestas do tipo 2", e as anteriores, "arestas do tipo 1".

Se ¢ < st

Todo vértice x em F” estd num arco de comprimento c¢. Nos extremos desse arco, ha dois
vértices x, € x;, adjacentes a x em B, que ndo pertencem a F’. Assim, o grau maximo de um
vértice em F’ é 2s

Um vértice ¢ no extremo de um arco (i.e.,icomi,i+1...i+c—1€ F'ei—1¢ F')tem
grau maximo 2s — 1. Provemos esse fato: Existe j € W = {i —2...7 — s — 1} que ndo estd
em F” (se todo j em W pertencesse a F”, teriamos que W é um arco de tamanho maior do que
o permitido). Assim, se 05 (i) = 25+ 2, dp (x;) = 25 — 1. Mas se dp(x;) < 2s+ 1, ja tinhamos
o fato.

Assim, temos E(F") < s|V(F")| — 1, e portanto

e(F") > m|V(F")| —s|V(F)|+1>1(poism > M/N > s)

Sec>s:

Vamos tomar F’ com €(F’) minimo e, dentre esses, F’ com ¢ maximo. Suponhamos que
z,x+1,...2+ c— 1induzem um arco maximo A,eque z—i € V(F’) (1 < i < s+1). Vamos
criar I adicionando o vértice x — 1 a F',easarestasdez —laz — i, 2,2 +1... 0+ s — 1.
Adicionamos s + 1 arestas e um vértice, assim, ¢(F") = ¢(F') + m —s — 1 < e(F’) (ver
ii e a definicdo de s). Assim, a presenga de x — ¢ gerou uma contradicdo com a escolha de
F'. Portanto, para 1 < i < s+ 1, z — 7 e (analogamente) x + ¢ — 1 + 7 ndo estdo em F".
Pela defini¢do de B, A é uma componente conexa de F”. Lembrando que pudemos assumir F’
conexo, I’ = A. Assim, temos:

() = Ay 2 me—[(e= 1)+ (c=2) 4+ (e—5) + (et e— 1))~ (o]

(c—=1)4 (¢ —2)+ -+ (c — s) é aquantidade de arestas do tipo 1 em F”. Para verificar
esse fato, vamos somar, para cada vértice v;, as arestas a sua esquerda. Ha (¢ — 1) v; com uma
aresta a esquerda, (¢ — 2) v; com duas, (¢ — ) com s e nenhum com mais de s.

|(z +c— 1)L | — [(z)£] é o motivo pelo qual dissemos > e ndo =. E um limite superior
para a quantidade de arestas do tipo 2 em F”. Esse € o nimero de mudangas de valor de La%j
no intervalo [x + ¢ — 1, z|, e, portanto, o nimero de vértices que respeitam (6) em A. Cada
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vértice desses tem uma aresta do tipo 2 associada, mas € possivel que a outra ponta dessa aresta
ndo esteja em A, por isso um limite superior.
Assim, temos:

()2 me— (e~ 1)+ (e~ 2+t (=) + (e D]~ L]
s(s+1) f f
> me—cs+ —[(x—l—c—l)ﬁ]—i—xﬁ—l
_ Sy s+l f
fc(m—s—N)+ 5t 1
2m—3—%+3+%—1:m—120
(observandoquem—s—%:m—%zO,equem>1)

Terminamos, entdo, os F” em B. Falta ainda provar que e(F’) > 0,se I/ ¢ Be ' ¢ H.
Como F” é conexo, essas restricdes resultam que £ contém algum z; (lembremos, x; sdo os
vértices que colocamos para formar o caminho de B a H)

Podemos assumir que F” tem mais de um vértice (caso contrario, €(F”) = m). Assim, Se F”
contém z; com §(z;) = 1. podemos retirar x; de F”, obtendo F”, que tem menor defeito (dado
que m > 1 e aplicando a definicdo de defeito).

Assim, ' contém xg, z; ... T}

Tomemos, entdo, Hy = H N F' (# 0, pois 7, € H) e By = BN F' (# 0, pois zy € B).
Sabemos que €(Hy) > €* (pois zy, & H,eusando a definicao de €*). Temos, entdao

e(F') =m(|V(Ho)| + [V(Bo)| + k — 1) — |E(Ho)| — |E(Bo)| — k
= m|V(Ho)| = [E(Ho)| +m|V(Bo)| — [E(Bo)| + m(k —1) — k
> e 4+ €(By) +m(k—1)—k
Notando que B, é conexo (pois assumimos que F’ é), podemos usar os fatos anteriores

sobre €(By). Definindo ¢, o comprimento do maior arco de By, tinhamos:
Se ¢ < s, €(By) > 1. Assim,

e(FY>e+1+mk—1)—k=c+m—-1)(k—1) > >0
(Ilembrando que m > 1, e examinando a defini¢do de k, que implica £ > 1)
Se ¢ > s, €(By) > m — 1. Assim,
eFY>e+m—1+mk—-1)—k=€e+(m—-1k—-1

Mas k > =< Assim,
— m—1

e(FY>e+1—€—-1=0

Provamos, entdo, que ndo hd subgrafo F” de F; com defeito negativo, ou seja, com p(F") >

m. I} é como prometemos, e finalizamos a prova.
]

1.3.2 Uma prova probabilistica

Cremos que a prova construtiva é bastante interessante e instrutiva. Ela é, porém, bastante
trabalhosa e cheia de detalhes. Faremos agora uma prova do teorema 5 usando ferramentas
probabilisticas.

Precisaremos do seguinte teorema:
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Teorema 7. Seja H um grafo qualquer. H ocorre a.q.c. em G(n, p) se tivermos que, para todo
F, subgrafo de H, E[X;] — oo, onde X, é o niimero de copias de F; em G(n, p).

Demonstracdo. Usaremos a varidvel X, o nimero de ocorréncias de H, e o teorema 3.

Basta verificar que A* = o(F(X)). (as outras verificagcdes sdo como no segundo fato do
teorema 4)

Lembremos o que isso quer dizer. Tomando K a i-ésima cGpia possivel de H em G(n, p),
o evento A; € o evento de K; C G(n, p)

Temos, entao

A=) PlAjA)]
3/i~i
Lembremos também que j ~ ¢ se A; e A; ndo sio independentes. No nosso caso, isso quer
dizer que K; e K; tém aresta em comum.
Tomemos

Ap = > PIAjA]
j/KiﬂKj:Fl
Note que K; N K; € um grafo. Temos
A" = > Ay,
Fi/e(H)>|E(F})|>1

Vamos, entdo, tentar limitar superiormente A}l
Supondo que |V (F})| = a, |E(F)| =b, |V(H)| =ve|E(H)| = e, temos

v\ (n—wv
AL < vlpe?

Ap = 0" p"") =0 (” P )

no pb

Assim,

Mas F(X) = O(n"p?) e E(X;) = ©(np"). Assim,
. E(X)
% =0 (7))

X EX)
AT O (ZFl/e(H»E(szl E(Xz)> _0 Z 1
E(X) E(X) Fi/e(H)>|E(Fy)|>1 E(Xi)

Como ha um ndmero finito de F}, e E(F;) — oo para todo F}, temos que

Wy —o0 D 5, fe(bry> | B(X) 1 ﬁ =0, e assim, A* = o( (X)), o que conclui a prova. O]

Provemos agora, novamente, o teorema 5.

Demonstragdo. Tomemos f(n) = (1/n)/m™H),

Ja sabemos que, se p(n) < f(n), H ndo ocorre em G(n, p) a.q.c.
Quando p(n) > f(n), temos que, para todo F; subgrafo de H, F(X;) — oo
Assim, pelo teorema 7, H ocorre a.q.c. em G(n, p) O
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1.4 No limiar

A definicdo de fung¢do limiar ndo € muito intuitiva. Parece natural que nos perguntemos se nao é
possivel fazer melhor. Em particular, se ndo podemos determinar o comportamento de G(n, p)
em relagdo a conter H quando p(n) = O(f(n)).
No que se segue, diremos que a func¢do limiar descreve bem o comportamento de G(n, p),
no sentido que, se p(n) = O(f(n)),
lim P(H C G(n,p)) ¢ {0,1}

n—oo

1.4.1 Limitando a probabilidade

De inicio, precisamos definir o seguinte:
Definiciio 3. ¢y = min{E(Xg): K C H, e, > 0}

Onde X € como definido anteriormente, ou seja, a esperanca do nimero de ocorréncias de
K em G(n, p) (por enquanto, ndo estamos tomando nenhum limite, ou mandando 7 a infinito)

Notemos que, na nossa prova do teorema 7, ¢y teve um papel essencial. De fato, o que
obtivemos foi:

1 1
P(X =0) < —— + >
( )< B . E(X))
1/e(H)>|E(R) |21

(para verificar isso, veja a prova dos teoremas 7 e 3)
Obtivemos que o lado direito ia a 0, usando que todas as esperangas envolvidas iam a oo.
Mas, de fato, temos:

1 1
K, CH}=C—
E(X) ' ) h
(onde C' € o nimero de subgrafos K; de H com e(K;) > 1, incluindo H)
Observando a prova do primeiro fato do teorema 4 (e o comentério posterior) notamos que
nosso raciocinio foi

P(X =0) <C-max{

P(X >0) < P(X; > 0) < B(X))
de onde temos
P(X #0)=P(X >0) < ¢y eportanto, P(X =0) > 1 — ¢y

Até agora, obtivemos, entdo, que:

| =6 < P(X =0) < O—
b

Ocorre, porém, que é possivel fazer uma restricio bem melhor de P(X = 0):

Teorema 8. )
e < P(X = 0) < ¢ ©0n)
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Isso nos interessa porque, se ¢y = O(1) (e p(n) for a zero), lim,, ., P(X = 0) ndo serd 0
nem 1. A verifica¢do desse fato € trivial.
Verifiquemos, entdo, que:

Fato. Se p(n) = @((%)ﬁ), ou = O(1).

Demonstra¢do. Tomemos K subgrafo de H com p(K) = m(H)
Pela defini¢cao de ¢, temos

o < E(K) = 0(n""p ) = o[ (np™ )]
Também temos que, para algum J C H
on = E(J) = 0(n"Vp™) = 0[(np)) ] = 8[(np™ )]

Nao afirmamos que J é o mesmo para todo n. Mesmo que .J varie com n, temos que
O[(np™ )] = O(1), se p(n) = O((4)7m).
Também temos que O[(np™H))*(K)] = (1)
Assim, ¢y = O(1).
O

_1 ~ .
Dessa forma, temos que se p(n) = ©((=) ™M), H ndo ocorre a.q.c., nem deixa de ocorrer

a.q.c.

1.4.2 Provando as desigualdades exponenciais

Apresentamos uma prova do teorema (8), baseada na de [JS].

—oH . ) ‘. .
Comegamos provando que eT=»(v < P(X = 0). Para isso, serd necessdrio o seguinte
teorema:

Teorema 9. (desigualdade FKG) Seja f uma fungdo de [0, 1]" para R. Dizemos que uma tal
fungdo f é crescente se A C B implica f(A) < f(B), e que uma tal fungdo é decrescente se
A C Bimplica f(A) > f(B).

Tomemos Y = (y1,Yz - .. Yn), uma string de varidveis aleatdrias vy;, que tém valor 1 com
probabilidade p; e zero com probabilidade (1 — p;), e f e g duas funcées crescentes, ou f e g
duas funcoes decrescentes.

Temos, entdo: E(f(Y)g(Y)) > E(f(Y))E(g(Y)).

Uma prova pode ser encontrada em [eDRS].

Podemos ver os Y descritos acima como subconjuntos aleatérios de [1, n]. E frequente que,
dado um tal subconjunto aleatdrio, desejemos determinar se ele contém algum conjunto de uma
determinada familia. Por exemplo, usaremos esse ¥ como um conjunto aleatério de arestas,
e nos preocuparemos com quando ele contém uma determinada cépia de H, nosso grafo de
interesse.

Para formalizar essa nocao, consideremos .S um subconjunto de ollnl e paracada A € 5,
vamos definir uma varidvel indicadora [ 4, que € 1 se Y € 1 em todos os elementos de A, e 0
caso contrdrio, e definamos [ = ) 1 4.

Temos, entao:

Fato.

E(ls)

P(lg = 0) > ¢ Tmaxn
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Demonstracdo. A propriedade P,, de Y ndo ser 1 em todos os elementos de A, é claramente
decrescente.* Assim, temos, da desigualdade FKG:

E([] P = ] ElP.

AesS AesS
Mas E[[ [ cq Pa] = P(Is =0) e E[P,] =1 — E[14]. Assim, temos

P(Is=0)> [ 1 - E[L4]
AeS

Todos os E[I4] sio < 1. Mas, com z < 1, temos que 1 — 2 > e¢~*/(172) Assim

_Bllal BlI4] ElIg] Us]
IS — O > H e iz E[IA H 1= maersE[IA] —e 1= maerSEIA > e - max; p;
AeS AeS

Usando esse resultado, provaremos e% < P(X =0), a desigualdade que queremos:

Seja H,, um subgrafo de H tal que F(H,,) é minimo (ou seja, igual a E(H,,) = ¢g).

Tomemos 7 como o nimero de arestas maximo de G(n,p) (ou seja, (2)) e os elementos
A € S como conjuntos de arestas de copias de H,,

Temos que P(X = 0) = P(H ndo ocorre) > P(H,, ndo ocorre) = P(lg = 0) >

_ E[lg] _qbih
e l-maxjp; — e~ I-p_ COMO querlamos
Provemos, agora, P(X = 0) < ©(@u) Para isso, utilizaremos o seguinte teorema, cuja

prova pode ser encontrada em [JS]:

Teorema 10. Com Is = ) 14, como definido acima, temos

E(Ig)?
P(]S = 0) < eXX4,Bes,anB0 ETATB)

Novamente, tomamos n como o nimero de arestas maximo de G(n, p), mas, desta vez, e 0s
elementos A € S serdo conjuntos de arestas de copias de H.

Dois conjuntos A e B de S tem interseccdo ndo nula somente se representam copias de
H com arestas em comum. Tomemos L o menor subgrafo de A isomorfo a esse conjunto de
arestas. Entdo, temos:

>, Bs)= >, 3 ) v

A,BES,ANB#£0D LCGe>1 G G'NG

Ou seja, para toda interseccdo L possivel, tomamos todos os pares de grafos isomorfos a
H com intersec¢@o L (aos quais chamamos GG e G') e somamos a probabilidade de esses pares
ocorrerem em G(n, p).

Mas,
S ST 5 e S e ey
LCG,ep>1 G G'NG LCG.ep>1 LCG,ep>1

Tomando k o nimero de subgrafos de H, temos (E(H)?/¢n) < 301 e, 51 (E(H)?/E(L)) <
k(E(H)?/¢m). Como k independe de n, segue que ), ;. -, O(E(H)?/E(L)) =

“Descrevemos uma propriedade como uma funciio, que é 1 quando a propriedade é respeitada e 0 caso contrério
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Assim, usando F(Ig) = F(H), temos:

E(Ig)?
e 24,Bes,AnB#0 PUAlR) — e@(q)H)

que € o que necessitivamos provar.

2 Teorema de Shannon

Nosso segundo problema € o seguinte:

Como transmitir dados com confiabilidade alta, usando um canal fisico que tem confiabili-
dade baixa ?

Podemos ter, por exemplo, um sistema de envio de dados digitais via radio, que, por suas
limitacdes fisicas, apresenta uma chance de 0.1 de inverter cada um dos bits enviados. NOs
podemos melhorar esse desempenho, sem alterar as caracteristicas fisicas do sistema, usando
uma codificacdo antes do envio e uma decodificacdo apds o recebimento.

2.1 Uma solucao "ingénua"

Uma abordagem possivel € simplesmente repetir os bits.

Utilizemos como codificagdo repetir cada bit 3 vezes, e como decodificagdo, tomar o bit
mais frequente em cada tripla.

Se enviamos o bit 1 por nosso canal, qual a chance de ele ser recebido como 1 ? O decodi-
ficador aceita como 1 as strings em

{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}

A primeira dessas strings ocorre com probabilidade 0.9 = 0.729, e as demais, com p =
0.92-0.1 = 0.081. Assim, nossa probabilidade de acerto subiu para 0.972

De fato, podemos usar essa ideia para reduzir a probabilidade de erro o quanto queiramos.
Tornemos essa no¢do mais precisa, € provemos esse fato:

Definicao 4. Um canal bindrio simétrico é um canal para transmissdo de dados digitais que
inverte um bit com uma dada probabilidade p.

Aplicaremos esse conceito com a seguinte notacdo: Seja x uma string bindria, y = C(x) é
uma string aleatoria com

Ply;=1lz; =1) = P(y; = 0lz; =0) =1 —p
P(y; =1|z; =0) = P(y; = 0lz; =1) =p

Definicdo 5. O cddigo de repeticdo R,, é um par de fungdes: F : {0,1} — {0,1}" e G :
{0,1}™ — {0,1}.

F(1) é a string de n 1s, F'(0) é a string de n zeros.

G(A) = 1 se A é uma string com mais uns do que zeros, e 0 caso contrdrio.

Fato. Tomando um canal bindrio simétrico, com p < % temos que

lim P[G(C(F(x;))) # z;] =0,

n—oo

com F e G da definicdo de R, e i uma posicdo qualquer do vetor de bits transmitido
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Demonstra¢do. Tomemos o cédigo R,,, X; o nimero de bits invertidos em C'(F(x;)). Temos:
n
P[G(C(F(x:))) # zi] = P[Xi 2 n/2] < P|X; — np| 2 5 — np]

Como E(X;) = np, pela desigualdade de Chebycheyv,

2
n ox, n[p(1 —p)]
PlIX; —npl > - —np| < i
| 2 S =3 T el b
Como lim,, % = 0, provamos o fato. O
2

Notemos que a hipdtese de p < 1/2 é realmente necesséria. Na prova, haveria uma divisao
por zero se isso ndo fosse verdade. Isso acontece porque,de fato, um canal de comunica¢do com
p = 1/2 ndo transmite informagdo nenhuma.

Para termos uma nocao intuitiva desse fato, basta notar que um canal que ignora a mensagem
e transmite uma string aleatdria uniforme é um canal bindrio simétrico com p = 1/2.

2.1.1 Por que ingénua ?

Na solugdo apresentada, conseguimos aumentar P|G(C(F(x;))) = x;] o quanto quisemos, mas
isso teve um custo: Conforme P[G(C'(F(x;))) = z;] ia a um, a velocidade de transmissdo dos
dados ia a zero.

O resultado que desejamos provar é que podemos fazer melhor do que isso: E possivel,
usando um cédigo adequado, transformar um canal bastante impreciso em um quio preciso
quanto se queira, € mesmo assim perder uma fracdo fixa (independente da precisdo desejada!)
da velocidade.

Vamos precisar de algumas definicdes para poder deixar essa afirmacao mais precisa.

2.2 Defini¢oes

Sejam X e Y varidveis aleatdrias discretas, que assumem, respectivamente, valores x1, zs . ..,

CUYL,Y2.. - Ynm
Denotaremos p(X = ;) como p(z;), p(Y = y;) como p(y;) e analogamente para as proba-
bilidades condicionais.

Definicao 6. Entropia de X :
H(X) = zn:p(xi) log <L)
st p(:)

Podemos interpretar a entropia como uma medida da quantidade de informacao fornecida
por uma varidvel aleatdria.

Defini¢ao 7. Entropia condicional de X dado Y = y;:

H(X|Y =y;) = ip(“”"‘%) log (;>

p(xily;)
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Definicao 8. Entropia condicional de X dado Y :

H(X|Y) =" ply;) H(X]y;)

n

:ip(yj)zp(myj)log( 1 ‘ )

j=1 i=1

Fato. H(X,Y) = H(Y)+ H(X|Y)

Demonstragdo.

)

J

(

= 3ot S ptedton () + 3w S e o (1
(
1

Definicao 10. A informagcdo miitua de X e Y:
I(X,)Y)=H(X)—- H(X|Y)

Temos que I(X,Y) = I(Y, X) (do fato acima) e que /(X,Y) >0

Essa defini¢ao é fundamental para o que se segue. Podemos interpretar a informacao mutua
como uma medida de quanto uma varidvel aleatdria revela sobre outra.

H4 um porém com essas definicdes: precisamos excluir as probabilidade nulas dos somat6-
rios. Para evitar carregar a notacdo, mencionamos esse fato aqui, e nao nas defini¢des acima.

2.2.1 Codigos de bloco

Definicdo 11. Um cédigo de bloco (N,K) é um conjunto ordenado S de 2% = |S| strings em
um alfabeto A,, cada string com comprimento N.
A taxa de um cédigo de bloco é definida como % O tamanho do cédigo é N.

R,., 0 nosso exemplo de cédigo "ingénuo”, tem N = n e |S| = 2, assim sua taxa é

3=
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Definicao 12. Um decodificador (associado a um cédigo de bloco) é uma fungdo das strings
de comprimento N em A, para o conjunto S'U f, onde f & S
Adicionamos esse elemento extra para indicar uma decodificacdo que falhou.

No nosso exemplo "ingénuo", o decodificador era uma fun¢@o que associava cada string de
comprimento 7 a seu bit mais frequente. No caso de empate, o decodificador no nosso exemplo
devolve zero, mas talvez fosse mais adequado devolver f, pois é igualmente provavel que o bit
de entrada tenha sido zero ou um.

Definicao 13. Um canal discreto sem memoria () é caracterizado por dois alfabetos: um de
entrada (A;) e um de saida (A,), e, para cada elemento de A,, uma distribui¢do de probabili-
dades p(y|x) sobre os elementos de A,,.

Definiremos, como no nosso exemplo, uma varidvel aleatoria C(x), que associa a cada
string no alfabeto A, uma string no alfabeto A, com probabilidade p(y,ys . . . yn|T122 . . . Tp) =

p(yrlz)p(yelz2) - p(ynlzn)
Definicao 14. A probabilidade de falha de uma string S; € S é

Pf(Si) = P[G(C(Si)) 7é Si]

Nosso objetivo € escolher um cédigo (e um decodificador) que minimize F,, a maxima
Pr(S;).

2.3 O Teorema de Shannon’

Teorema 11. Para todo canal discreto sem memoria, existe um nimero D tal que, para todo
e >0e R < D, tomando N grande o bastante, existe um codigo de bloco de tamanho N e taxa
maior que R tal que P, < €

Apresentaremos uma prova devida a [Mac05], com algumas alteracoes.

Tomemos A, e A, os alfabetos de entrada e saida do nosso canal. Seja N o tamanho do
nosso c6digo, e p(x) uma distribui¢do de probabilidade sobre os elementos de A,, definindo a
varidvel aleatéria X. Sorteando z; € A,, definimos a varidvel aleatéria Y = C(x;) (i.e. Y é
uma varidvel aleatoria cuja distribuicao depende de X).

Vale a pena enfatizar que essa distribui¢ao p(x) que estamos tomando tem como finalidade
estabelecer uma distribui¢do nos cédigos possiveis. Nao estamos colocando nenhum tipo de
restricdo na distribui¢do das mensagens que posteriormente se enviard pelo canal.

Chamaremos as strings de comprimento N em A, de ji, jo - . . jja,|~, € s de comprimento
Nem Ay, ki, k... ki Ayl J serd uma varidvel aleatéria nas strings de comprimento N em A,
com p(j = x1,22...2x5) = p(x1)p(22) . .. p(xN). Definiremos também uma varidvel aleatéria
K=C(J).

30 teorema que apresentamos é basicamente o mesmo de [NA08], mas generalizado para canais quaisquer.
Uma diferenca relevante é o fato de que ndo assumimos nada sobre a distribui¢do dos caracteres de entrada. O
teorema de [NAOS] pode ser adaptado para ter essa caracteristica, bastando para isso ndo usar todas as strings
possiveis do alfabeto de entrada, como na prova que apresentamos
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Definicdo 15. Diremos que j; e k; sdo tipicas em conjunto® para uma tolerdncia 3 se:

e
‘Nlog( &m) HO <0

1 1
v (i) ~ 0] <0

Onde as probabilidades sdo as determinadas pelas distribuigdes J e K.

)—H(X) <f

(7

®)

€))

Fato. A probabilidade de que j; e k), sorteadas como em J e K, sejam tipicas em conjunto vai

a um conforme N vai a infinito.

Demonstragdo. Vamos avaliar a esperanca € a variancia de < log (p(] )), com o intuito de

aplicar a desigualdade de Chebycheyv.

E (%log (Zﬁ)) = oE (log <$>) = GHU) = S(NH(X)) = H(X)
Onde H(J) = NH(X) vem de aplicacdes sucessivas de H(A, B) = H(A) + H(B|A)

(s (i) = e (v (5 ) = o (s () ) = 7

(onde o2 independe de N)

Assim,
p(llog( ! )—H(X)>ﬁ)<§
N p(Ji) ) T B

que, com (3 fixo, vai a zero conforme NV vai a infinito.

Assim, provamos que a probabilidade de (7) se verificar quando /N vai a infinito vai a 1.
Podemos provar esse fato para (8) e (9) de forma inteiramente andloga. Dai, temos que (7), (8)

e (9) se verificam ao mesmo tempo com probabilidade que vai a 1

]

Com um N fixo, hd um conjunto fixo de pares tipicos em conjunto, ao qual chamaremos
T'ng. Quando sorteamos um par de acordo com J e K, hd uma probabilidade de que esse par
caia nesse conjunto. O que acabamos de afirmar € que essa probabilidade vai a um conforme

N — o0
Vamos agora limitar o tamanho de Ty 3.

Fato. |Tys| < 2NVHEXY)+0)

em inglés, jointly typical
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Demonstragdo. Se (j;, ki) € Tnp, temos

%log (p(jz‘l, kl)> — A Y] <

L log(p(ji, k1)) — H(X,

N
log( (]Za kl)
(ju kl

&

Y)<p

>-N(B+ H(X,Y))
< 9~ N(B+H(X.Y))

Assim, fazendo um sorteio de acordo com as distribui¢des J e K, temos
p[(]za kl) € TN/B] = Z (]a,kb) > 9~ N(B+H(X)Y) )|T ’

(Jarky)ETNg

Mas 1 > p[(ji, ki) € Tnp]. Assim,

oN(B+H(X.Y)) > T sl
O

Agora, sortearemos j; de acordo com a distribui¢do J, mas também outro j,, e entdo k; de
acordo com C'(j,). (i.e. mantivemos as probabilidades de um dado j; ou k;, mas os tornamos
independentes)

Fato. P((ji, k) € Typ) < 2-NUXY)=35)
Demonstragdo. O fato de j; e k; pertencerem a algum par em 7'xs jd nos permite deduzir

algo sobre as probabilidades de j; e k; ocorrerem: |- log H(X)| < ( implica que

P(J p(ji)
p(js) < 27 NEAHHX)) e analogamente, temos p(k;) < 2~ N(=A+HY))

P((ji, k) € Tnp)) = > P(ji)P(k;)
(Jisk1)ETNB
< ’TNﬂ‘Q—N(—ﬂ-i-H(X))Q—N(—ﬁ-FH(Y))

< ON(H(X.Y)+8)9—N(~3+H(X))g~N(~B+H(Y))

— 2N(35+H(X,Y)7H(X)7H(Y))

De HX,Y)=H(Y)+H(X|Y)eI(X,Y)=H(X)— H(X|Y) temos

I(X,Y)=H(Y)+H(X)— H(X,Y)

Assim,

P((ji, k) € Tg)) < 2NGA-1XY)
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O decodificador GG associard uma string k; a uma .S; tal que S; e k; s@o tipicas em conjunto,
se houver apenas uma tal S; € S. Caso k; ndo seja tipica em conjunto com nenhuma .S;, ou
seja tipica em conjunto com S; e S;, ¢ # j, k; serd associada a f.

Dizemos que houve falha na transmissdo de uma string .S; se G(C(S;)) # S;, e chamamos
a probabilidade desse evento de p;(S;). Ocorre falha de duas maneiras distintas: Talvez C'(S;)
ndo seja tipica em conjunto com S;, ou talvez haja alguma S; que seja tipica em conjunto
com C(5;).

Faremos o seguinte experimento: Utilizando |S| = 2V, tomamos um cédigo aleatério
Vi, ou seja, um conjunto de .S strings, com cada string escolhida independentemente de acordo
com J. Escolhemos aleatoriamente, entdo, uma string .S; dentre as |S| strings do cédigo, e
calculamos a probabilidade de ocorrer falha na transmissdo dessa string.

A probabilidade de C'(.S;) ndo ser tipica em conjunto com S; é a probabilidade de tomarmos
ji de acordo com J, e termos que C'(j;) ndo € tipica em conjunto com j;. Como jé estabelece-
mos, podemos levar essa chance a zero aumentando N.

Vamos agora estimar a chance de algum outro S; € V ser tipico em conjunto com C/(S;).
Fixando um tal S, j& sabemos que essa probabilidade nio é maior que 2~ NU(XY)=30) " do
terceiro fato. Como temos apenas oNE" _ 1 escolhas para j, entdo, a chance de haver um tal 5 é
menor ou igual a 2V 2= NU(XY)=86) — o=NUI(X,Y)~F'=35)

Se tivermos I(X,Y) > R’ + 33, levar N a infinito também leva essa probabilidade de erro
a zero. Assim, se (X, Y') respeitar essa desigualdade, podemos tomar uma probabilidade de
erro do experimento menor que 9, para qualquer 6 que queiramos.

Mas, sendo V' o conjunto dos codigos possiveis, Py, a probabilidade de termos selecionado
o c6digo V;, Ps, a probabilidade de termos selecionado o simbolo S; e P(V;, S;) a probabilidade
de erro na decodificagdo de .S;, usando o c6digo V;, essa probabilidade que acabamos de estimar

z

€

> PuPsP(Vi,S) =Y Py Y PPV,

VieV,S;eVy VieV S Ve

Temos, entdo, )y, . Pv; D g ey, Ps, P(V;, Si) < 6. Assim, hd um c6digo W com

> Ps,P(W,S;) < 6.

S;eEW

Nesse codigo, obviamente ndo ha mais do que metade das strings com P(W, S;) > 24. Retire-
mos essas strings. Obtemos um c6digo W’ onde P(W’,S;) < 24 (toda string S, € W' jd tinha
PW' S,) <25emW,e a retirada de elementos de W somente fez P(WW’,S,) diminuir)

W’ é um cédigo com 2+ strmgs Assim, sua taxa é —— NR L =R -1

O teorema estd provado' Tomemos D = I(X,Y), R < De>0. godemos construir W’
com P, menor que ¢, etaxal = R’ — %, onde a Unica restri¢ao sobre R' ¢ R’ < I(X,Y)—30.
Assim, podemos tomar 7' quao préxima de D quanto queiramos (aumentando /N e diminuindo
(). Em particular, para todo R < D, podemos tomar 7" > R.

I(X,Y) varia conforme a distribui¢éo p(x) que adotamos, entdo, é conveniente tomar p(x)
que maximize /(X,Y) e, portanto D. Chamaremos esse /(X,Y’) maximo de capacidade do
canal.
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3 Um problema geométrico

Nessa sessdo, trataremos do seguinte problema geométrico: Temos um conjunto A de n pontos
em um plano, e, para uma grande quantidade de regides distintas, queremos saber (ou estimar)
quantos desses pontos estdo em uma determinada regido. Seria desejdvel reduzir o nimero de
operacoes necessdrias para estimar o nimero de pontos em uma dada regido.

Digamos que queremos saber quantos elementos de A estdo dentro de um tridngulo. Ao
invés de testarmos todos os pontos de A, € possivel escolher para testar um conjunto B C A,
tal que, para todo triangulo 7', a propor¢do de elementos de B em 7' € préxima da proporc¢ado de
elementos de A em 7. O resultado surpreendente que discutiremos a seguir é que o tamanho de
B pode ser fixo, independente do tamanho de A, e mesmo assim obteremos uma boa estimativa
dessa propor¢ao.

Na verdade, podemos obter um tal 5 se nossas regides forem quadrilateros. Ou hexdgonos.
Ou se nossos pontos estiverem em R*, e nossas regides forem semi-espacos. Utilizaremos um
importante conceito de combinatéria, a dimensdo de Vapnik e Chervonenkis (que chamaremos
dimensao VC) para caracterizar exatamente quando serd possivel obter um tal 5.

3.1 A dimensao VC

Vamos comecar definindo exatamente o que se espera do conjunto 5.

Defini¢io 16. Um espaco de regives ’ (X, R) é um par, onde X é um conjunto, e R é um
conjunto de subconjuntos de X

No nosso exemplo, X é R? e R é o conjunto de todos os tridngulos em R2.

Definicao 17. Dado um espago de regides (X, R) e um conjunto A C X, finito, diremos que
B C A é uma e-aproximacdo de A se, para todor € R
|[Anr|  |BNr|
— <e
Al | B

O que desejamos determinar é quais espagos de regides (X, R) sdo tais que, para todo A
subconjunto finito de X, temos uma e-aproximacdo B, com |B| < t, onde ¢ é um inteiro que
depende de € e (X, R), mas independe de A.

Comegamos exibindo um espago que ndo nos permite tais B: (R?, P), onde P é o conjunto
de todos os poligonos convexos em R2,

Tomemos (R?, P), e A um conjunto de pontos distintos sobre um circulo. Para todo C' C A,
podemos tomar o poligono que tem os elementos de C' como vértices. Chamando esse poligono
der,éclaroque rN A= C.

Isso gera um problema: Se B € uma e-aproximacdo de A,r € Rer N A = C, segue direto
da defini¢do que

Anr| |C]
=1 >e¢=|BNr|>1,
Al [A]
como temos que |[BNr| = |BNANr| = |BNC|, segue que B tem que intersectar todos os
subconjuntos C' de A com |C| > €| A|. Isso s6 € possivel com |B| > (1 — ¢)|A|. Como A pode

ter um tamanho arbitrério, claramente ndo hd o ¢ que desejavamos.

"em inglés, range space
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O fundamental do argumento acima foi construir um conjunto A, de tamanho arbitrario, tal
que, por meio de interseccdes com conjuntos de R, conseguimos gerar todos os subconjuntos
de A. Isso é suficiente para impedir um espago de ter as e-aproximagdes que buscamos. Esse
fato motiva as seguintes defini¢des:

Definicdo 18. Dado um espaco de regioes (X, R), e um subconjunto A C X, definimos a
projecdo de A como

Mr(A)={AnNrlr € R}.

Dizemos que um conjunto A é particionado em um espago de regives se |IIg(A)| = 24
(i.e. se a projecdo de A contém todos os subconjuntos de A)

A dimensdo VC de um espaco de regioes (X, R) é o maior natural d tal que hd A, com
|A| = d, e A particionado. Se ndo houver tal d (i.e. para todo natural n houver A, com
|A| > n, particionado) diremos que a dimensdo de (X, R) é oo

Como vimos em (R?, P), espagos de dimensdo infinita ndo permitem e-aproximagdes de
tamanho limitado. Provaremos em breve que espacos de dimensao finita permitem tais aproxi-
magdes.

3.2 Alguns espacos de Dimensao VC finita

Vamos agora mostrar alguns espacgos de regides naturais com dimensao finita.

Definicio 19. Dado um ponto x em R", dizemos que o conjunto de pontos y tais que (z,y) = 1
é o hiperplano definido por x em R" (onde (x,y) é o produto escalar usual).

Dizemos também que esse hiperplano define dois semi-espagos: {y|(z,y) > 1} e{y|(z,y) <
1}. Ao primeiro, chamaremos de semi-espago positivo de h, e ao segundo, de negativo. Cha-
maremos o conjunto de todos os semi-espagos em uma dada dimensdo de H™

Teorema 12. (R™, H") é um espago de regides de dimensdo n + 1

Para provar esse fato, precisaremos mostrar que nao ha conjunto de n + 2 elementos parti-
cionado nesse espaco, mas h4 tal conjunto com n + 1 elementos.

Fato. Ndo hd conjunto de n + 2 pontos que possa ser particionado por hiperplanos em R"

Demonstragdo. Tomemos um conjunto S de n + 2 pontos em R". Vamos mostrar um subcon-
junto C'de S'talquendohd h € H" com SNh = C.

Tomando S = {si,52,...,Snt2}, temos n + 2 reais Ay, Az ...\, 42, N30 todos nulos, tais
que:
n+2 n-—+2
i=1 i=1
(para verificar a existéncia de tais A, basta tomar o conjunto L = {ly,ls,...,l,40} de n + 2

pontos no espaco de dimensdo n + 1, onde /; tem as primeiras n coordenadas de s;, e 1 em sua
ultima coordenada, e o fato segue diretamente de L ser um conjunto linearmente dependente de
pontos)

Tomamos, entdo, C', 0 conjunto dos s; tais que \; é positivo. Notemos que C' # {} e C' # S
pela definicao dos A. Suponhamos, por absurdo, que hd um hiperplano que contenha todos os
pontos de C', e nenhum de C' — S. Seja x o vetor que define esse hiperplano. Temos, entdo, que,
para todo s; em C, (x,s;) > 1, e para os demais, (z,s;) < 1.
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Porém, € facil verificar que

2seo NiSi _ Qiggo —Nisi
ZsieC /\i Zsigc _)\i

e, fazendo o produto escalar desses dois vetores com z, obtemos que

ZSZ-EC’ Ai(z, 51) B Zsigc =i, 87)
ZSiEC )\Z Z&QC _>\7'
Mas o lado da esquerda é uma média ponderada de nimeros maiores que 1, e o da direita,
uma média ponderada de nimeros menores que 1, o que é um absurdo.

(Vale a pena observar que o lado esquerdo de (10) é um ponto no fecho convexo de C, e o
lado direito, de S — ()

(10)

O
Fato. Hd um conjunto particionado por hiperplanos, com n + 1 pontos, em R"

Demonstracdo. Tomemos S o conjunto que contém o vetor nulo, e 0s vetores com 1 em uma
coordenada e 0 nas demais.

Para todo subconjunto C' de S que ndo contém a origem, tomemos o vetor (1, Xa, ..., Ty,)
com x; = 2 se a o vetor da coordenada 7 estd em C', e zero caso contrario. Tal vetor define um
hiperplano h. Chamando o semi-espago positivo de h de h™, temos h™ NS = C. Chamando o
semi-espaco negativo de h de h~, temos h~ NS = S — C. Assim, podemos, por interseccoes
com semi-espagos, obter todos os subconjuntos de S que nao contém a origem, e também todos
os que contém a origem, o que finaliza a demonstracao. 0

7z

Temos ainda que (R™, H}') tem dimensao finita, onde H;' € o conjunto das intersec¢des de
no maximo % elementos de H". Assim, os tridAngulos em R? (ou qualquer conjunto de poligonos
com numero fixo de lados) geram um espaco de dimensao finita. Esse fato segue do seguinte
teorema:

Teorema 13. Dado um espago de regives (X, R), de dimensdo d, finita, com d > 2, e tomando
Ry={rmNron...rp:7,79...7 € R}, temos que (X, Ry) também tem dimensdo finita. De
fato, a dimensdo de (X, Ry,) é menor ou igual a 2dhlog(dh).

Provaremos esse teorema na sessao seguinte.

Observemos que, para o caso dos tridngulos, o limite superior que esse teorema fornece
é bastante frouxo. A dimensdo de (R? T'), onde T € o conjunto dos tridngulos em R?, é 7.
Verifiquemos que, de fato, a dimensio de (R?, T') é menor que 8:

Tomemos 8 pontos em R2. Se um ponto estd no fecho convexo dos demais, é impossivel
selecionar os demais sem selecionar esse ponto. Caso contrdrio, os pontos sao vértices de um
poligono convexo € impossivel selecionar um conjunto de 4 vértices sem vértices vizinhos.

3.3 Uma consequéncia de uma dimensao VC finita

Nessa sessdo, vamos estabelecer uma propriedade essencial dos espacos de dimensdo finita:
Como a dimensao afeta [1z(A), para subconjuntos A maiores do que a dimensao do espago. Na
verdade, determinaremos que |[1z(A)| < |A|? + 1, para tais A. Esse fato serd fundamental para
a prova de que ha e-aproximagdes nesses espacos.

Seja g(n,d) = Z?:o ("), e observemos que, diretamente de (%) = (”fl) + (’7_1) segue que

7 A 1—1

g(n,d) =g(n—1,d)+ g(n — 1,d — 1) .Temos, entdo:
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Teorema 14. Se (X, R) é um espago de regides de dimensdo d, e | X | = n, entdo |R| < g(n,d)

Demonstragdo. Faremos essa prova por indu¢do. De inicio, se n = 0, o Unico conjunto que R
pode conter é o vazio. Assim, |R| < 1 = g(d,n). Se d = 0, o teorema também se verifica: R
nao pode conter mais do que um conjunto, pois, caso contrario, haveria um subconjunto unitario
de X particionado.

Agora, vamos assumir que o teorema se verifica para espagos com | X | = n — 1 e dimenséo
d ou d — 1. Vamos agora fixar um elemento z € X e, com base nele, definir dois espacos de
regides auxiliares:

e 51, retirando x de X, e de todo » € R que o contenha.Ou seja,
Sl = (Xl,Rl), com X1 =X — {l’} € Rl = {7’ — .lel’l” € R})

e Sy = (X3, Ry), retirando = de X, e selecionando em R apenas conjuntos r "atropela-
dos"em S, ou seja, conjuntos r € Rtaisque z € rerU{x} € R.

Claramente, |R;|+|Ra| = |R|, e |R1| < g(n—1,d). Também temos que a dimensdo de Sy é
no maximo d — 1, pois, para todo subconjunto particionado C' de Sy, C'U {x} é um subconjunto
particionado de S. Assim, |Ry| < g(n — 1,d — 1), e temos

OJ

Nosso interesse no teorema acima reside no seguinte fato: Seja (X, R) um espago de regides
de dimenséo d qualquer (i.e., X pode ser infinito) e A um subconjunto finito de X. (A, I1x(A))
é um espaco de regides, de dimensdo no maximo d. Assim, |TIz(A)| < g(|A], d).

Resta provar que g(| A, d) < |AJ? + 1.

Na verdade, se d > 2, g(| A, d) < |A]?. Notemos que g(|A|, d) é o nimero de subconjuntos
de A de tamanho maximo d. Vamos mapear as strings de comprimento d no alfabeto A para
os subconjuntos nao vazios. Tomemos uma tal string, J, e seja a; € A o primeiro simbolo
repetido dessa string. Vamos associar .J ao conjunto dos simbolos que antecedem a segunda
aparicdo de a; (e se ndo houver tal a;, associaremos a string ao conjunto de todos os seus
d simbolos). Lidemos com com o vazio da seguinte maneira: escolhemos um conjunto de d
elementos,e associamos alguma de suas ordenacgdes ao vazio. Construimos, assim, uma fun¢do
sobrejetora, de um conjunto de cardinalidade |A|? para um de cardinalidade g(|A|,d), o que
prova |A|? > g(|A|, d). No caso d = 1 verifica-se trivialmente que g(|A|,1) = |A| + 1

Registremos esse resultado

Teorema 15. |I1x(A)| < |[A|4 +1

Estamos prontos para provar nosso resultado principal. Antes, porém, devemos provar o
teorema (13):

Demonstragdo. Temos que d > 2, assim, |IIz(A)| < |A|. Mas os elementos de Ilg, (A) sdo
intersec¢des de no médximo h elementos de I1(A). Assim, IIg, (4) < ZLI ("%'d) < | Ak,
Assim, se |A|% < 21 A ndo pode ser particionado. Sabemos que hd um inteiro n = |A]

a partir do qual essa desigualdade vale, e pode-se verificar que a desigualdade é verdade para
n > 2dhlog(dh) (lembrando que d > 2 e h > 2). O
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3.4 Existéncia de c-aproximacoes para espacos de regioes

Teorema 16. Dado (X, R), um espago de regives de dimensdo VC d, para todo A subconjunto
de X, existe uma e-aproximagdo de A de cardinalidade min(|A|, m), onde m é fungdo de € e d,
mas ndo de A.

Tomemos uma sequencia aleatéria (com possiveis repeticdes) de m elementos de A. Cha-
mando o multiconjunto® dos elementos que aparecem na sequencia de L, seja P; a probabili-
dade de L ndo ser uma e-aproximacdo de A, ou seja, a probabilidade de existir » € R tal que

|ANr| |LNr|
— > €
[A] |L]

Tomemos também uma sequencia aleatéria de 2m elementos de A. Chamemos o multicon-

junto dos m primeiros termos de B, e o dos m seguintes, de C'. Diremos que uma tal sequencia
|Bnr|  |Cnr

|B| C]
tal sequencia ser desequilibrada de Fs, e a probabilidade de esse evento ocorrer, de P5.

€ desequilibrada de houver » € R tal que ‘ ‘ > 5. Chamaremos o evento de uma

Fato. Sem>e%,P22%P1

Demonstracdo. Tomando uma sequencia aleatéria de 2m elementos de A, com B e C definidos
como acima, chamaremos Fs5 ao seguinte evento:

. ~ 2z . ~ . |ANr| |BNr|

(i) B nao € uma e-aproximacao, pois, para alguns r em R, AT~ TRl > €.
.. . AN cn

(if) Para um dos r acima, temos que ‘l ‘A‘T' _ | IClrl <3

Claramente, E'5 implica Fs, e, portanto, P, > Ps.

Mas, a chance de (i) ocorrer é P, e vamos provar que a chance de (ii) ocorrer, para um r
qualquer, é maior que 1/2. Assim, teremos P3 > P; /2.

Provemos que a chance de (ii) ocorrer para um r qualquer é maior que 1/2: Seja p a pro-
babilidade de, sorteando um elemento de A uniformemente, obtermos um elemento de r. Pela

p(1—p)
desigualdade de Chebychev, temos P <‘ Anr] _ [O0r]] 5) <% = 53— < 1/2. (usando

Eren :
quep(p—1) < 1/dem > 2/é?).
Assim, (ii) ocorre com probabilidade > 1/2, P; > P, /2 e, portanto, P, > P, /2. O

el
4

Fato. Dada uma sequencia aleatoria de 2m elementos de A, a probabilidade de a sequencia
ser desbalanceada para é menor que g(2m, d)e*m@/ 8

Antes de partir para a demonstracdo, precisamos enunciar um teorema, devido a [Hoe63].

Teorema 17. Sejam X, ... X,, varidveis aleatorias independentes, tais que a; < X; < b;, e
t > 0, temos

—2t2m?

P[|X — p| > 1] < 2eTimimed?
[

Demonstragdo. (do fato) Faremos um sorteio em duas etapas, que produzird as sequencias de
tamanho 2m de forma equiprovéavel.

8j.e., um conjunto generalizado que permite a repeticio de elementos. Nesse trabalho, quando lidamos com

|F Nr], e F é um multiconjunto, estamos nos referindo a soma do nimero de ocorréncias de cada elemento de r
em F'
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De inicio, sorteamos uma sequencia de 2m elementos de A, elemento a elemento, com
reposi¢do, obtendo uma sequencia S;. Chamemos ao i-ésimo elemento dessa sequencia de a;.
Usando 57, produzimos uma sequencia aleatdria So, da seguinte forma: Paracada 1 < i < m,
trocamos de posi¢do a; € a,,;, com probabilidade 1/2.

S, claramente tem distribuicdo equiprovavel dentre todas as sequencias de 2m elementos
de A

Depois de feito o sorteio de S, ja sabemos quais subconjuntos de A estdo em I1g(S2) =
IT1z(S1), e que hd no maximo g(2m, d) deles. S serd desbalanceada para um r somente se for
desbalanceada para seu representante em I1z(.S3), pela definigdo.

Nosso intuito, entdo, é achar um limite superior para a probabilidade de S; ser desbalance-
ada para um dos conjuntos de I1z(.S3). Fixemos um tal conjunto, chamando-o w.

Definamos as varidveis aleatérias X ... X,, da seguinte maneira: Se o ¢-ésimo elemento de
S, pertence a w, mas o m + 1-ésimo nao pertence, X; € 1. Se o inverso ocorrer, X; é —1. Se
ambos (ou nenhum) pertencerem a w, X; € 0. Assim, X; sdo varidveis aleatdrias, no intervalo
[—1, 1] (de fato, algumas dessas "varidveis aleatérias"assumem apenas o valor zero, mas isso
nao nos impede de aplicar o teorema (17)). O valor esperado da soma é zero. A probabilidade
de S, ser desbalanceada é P[|X — 0| > ¢/2]. Mas, pelo teorema (17):

2
€2 2 2 2 2
2(3) 2 7%m2 2

P[IX — 0] > /2] < 2eTim1tim? = ¢ZL®? =i - = 5™

&2

2
Assim, P, < e~ 5™|I1z(S2)| = e~ 5™g(2m, d)
]

52 62 .
A prova do teorema (16) segue: e~ 5" g(2m, d) < e~ s ™[(2m)?+1], e essa tiltima expressdo

vai a zero conforme m cresce. Assim, F vai a zero, e, portanto, /; vai a zero. Existe, portanto,
b tal que, se m > b, P, < 1. Isso implica que hd L C A tal que o evento de P, ndo ocorre. Tal
L € uma e-aproximacao.

A prova do teorema nos dd mais informacdes: Podemos escolher m de tal forma que,
ao pegarmos B C A de cardinalidade m, B aleatdrio, a probabilidade de B ndo ser uma e-
aproximacdo € quao pequena quanto queiramos. De fato, segue da desigualdade que obtivemos
que, com

m = % (dloggl +log1)
€ € )

um subconjunto aleatério de m elementos de A é uma e-aproximacio com probabilidade 1 — §.
(c € uma constante positiva, independente de ¢, ¢ e d)

Os resultados dessa sessao, provados em um contexto diferente, vém de [eAYC71]

3.5 Rumo a uma solucio exata (e barata)

Acabamos de obter uma maneira razoavel de dar solu¢des aproximadas para o problema geomé-
trico que nos propomos a estudar. Nessa se¢do, estabelecemos um resultado util para construir
uma solugdo exata.

Antes de mais nada, precisamos pensar a respeito da solucdo exata trivial: Simplesmente
pegar cada ponto de A e testar se ele estd em r. Essa é uma solugdo linear em |A|. Desejamos
solugdes melhores: Solugdes cujo tempo de execugdo seja O(|A|%), com o < 1.

Para isso, utilizaremos a seguinte estrutura:

Definicdo 20. Uma drvore de particdo para um conjunto A é uma drvore bindria, com |A|
folhas. Cada né n da drvore é caracterizado por um conjunto E(n) de elementos de A. Para
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cada subconjunto unitdrio x de A, associamos uma folha (i.e. n, com E(n) = x). Quando n
ndo é uma folha, ele tem dois filhos e temos E(n) = E(n.) U E(ng), onde n. € o filho esquerdo
de n, e ng, o direito. Alem disso, E(n.) e E(ng) sdo disjuntos e ndo vazios. A raiz ra tem

E(ra) = A.

Dada uma tal drvore, o problema de determinar |r U A| pode ser resolvido recursivamente:
Definimos uma fung¢éo f(r,n) que retorna 0 se r ¢ £'(n) sdo disjuntos, |E(n)| se E(n) C r, e
f(r,nq) + f(r,n.) quando E(n) tem elementos dentro e fora de . Claramente, f(r,ra) nos
retorna | N A|. O tempo necessério para executar f depende do nimero de nés visitados, e
também do tempo necessario para determinar qual tipo de intersecgdo ocorre entre r e F(n).

Nés, porém, sé nos preocuparemos com o nimero de nds visitados. Em quais espacgos de
regides € possivel, para todo A, construir uma arvore de parti¢do, de forma que, paratodor € R,
o algoritmo descrito acima visite O(]A|*) nds ? Claramente, essa é uma condi¢do necesséria
para conseguirmos usar drvores de particdo para descobrir |A N r| rapidamente .Para alguns
espacos de regides naturais, essa condi¢do serd suficiente.

Os resultados que apresentamos a seguir, € sua aplicacdo para gerar algoritmos eficientes,
podem ser encontrados em [eEW&9].

3.5.1 A dimensao VC e as arvores de particao

Dizemos que um conjunto r atravessa um conjunto F(n) quando existem x,y € F(n) tais que
rETeYLTr.

Dado um espago de regides (X, R), A C X e T uma drvore de parti¢cdes de A, dizemos que
r € R visitaum né n de 7' se n € a raiz, ou se o pai de n ¢ atravessado por r. O nimero de
visitacoes de uma dada drvore € o maximo ndmero de nds visitado porum r € R.

Nosso objetivo €, entdo, descrever quais espacos (X, R) permitem arvores de parti¢des com
nimero de visitacdo O(|A|%). Novamente, provaremos que esses espagos sdo os espacos de
dimensao VC finita.

De inicio, provemos que num espaco de dimensdo VC infinita, toda drvore tem niimero de
visitagdo em (| A|).

Se A é particionado, entdo, para toda drvore de A, temos que o niimero de visitagdo é > |Al:
Tomemos uma 4rvore 7'. Enumerando suas folhas da direita para a esquerda, e escolhendo as
folhas com numeragao impar, obtemos um conjunto / C A. Tomemos r talque r N A = I. r
atravessa todo n6 tal que seus dois filhos s@o folhas, e também todo n6 que tem um descendente
tal que seus dois filhos s@o folhas. Assim, r atravessa todo né interno de 7', e visita todos os
n6s de T, incluindo as |A| folhas. Assim, num espaco de dimensdo VC infinita ndo podemos
construir as arvores que desejamos.

No que se segue, provaremos que todo espaco de dimensao VC finita permitird drvores de
particdes com nimero de visitagdo O (| A|*), o < 1.

3.5.2 O espaco de regioes dual

Dado um espago de regides (X, R), vamos definir seu espaco de regides dual como o espaco
(R,X*),onde X* = {R,|z € X} e R, = {R|z € R}. Ou seja, passamos a ver os conjuntos
r € R como pontos, € os pontos x € X como conjuntos R, que contém todos os r que
continham .

Se (X, R) é um espaco de regides, definamos a fungio de particionamento ° como 7(m) =
max|a—m [[Izr(A)]. Essa no¢do ndo é nova, e o fato de que ela é polinomial em m quando um

9em inglés, shatter function
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espaco tem dimensao finita foi bastante importante na prova da existéncia das e-aproximagdes.

Definimos, entdo a fun¢do dual de particionamento de um espaco (X, R), 7*(m), como a
fung¢do de particionamento de (R, X*).

Ha também uma defini¢cdo alternativa, que nos ajuda a entender melhor essa fun¢do: Dado
um conjunto () C R, chamamos de célula um conjunto maximal de elementos de X que ndo
¢ atravessado por nenhum » € ) (i.e. uma classe de equivaléncia em relagdo a pertinéncia
em elementos de ()). Definindo IT*(Q)) como o nimero de células de @, temos 7*(m) =
max|gj—m II"(Q)

O espaco de regides dual tem a seguinte propriedade importante:

Teorema 18. (X, R) tem dimensdo finita sse (R, X*) também tem dimensdo finita.

Demonstrag¢do. Provaremos que (X, R) tem dimensdo infinita sse (R, X*) também o tem. De
fato, provaremos apenas que se (X, R) tem dimensio infinita, (R, X*) também o tem, pois a
volta € andloga.

Se (X, R) tem dimensio infinita, entdo, para todo k, (X, R) contém um conjunto particio-
nado com 2* elementos'®. Tomemos um tal conjunto A, e numeremos seus elementos. Tome-
mos, entdo a representacdo bindria desses nimeros.

Paratodo 0 < i < k—1, seja S; um conjunto em R tal que .S; N A contém todos os elementos
com 1 na i-ésima posicao de sua representacao bindria, e nenhum com 0 nessa posi¢do. Como
A é particionado, R de fato contém um .S; para cada i. Se houver mais de um candidato a S;
para um dado 7, simplesmente escolhemos arbitrariamente.

Seja S o conjunto dos .S;. Claramente, ele é particionado em (R, X*).

Assim, obtivemos um conjunto particionado de R, com k elementos, para qualquer k. Te-
mos, entdo que, (R, X*) tem dimensao infinita. O

3.5.3 Construindo uma boa arvore de particao

Nés afirmamos que, para todo espago de regides (X, R) de dimens3o finita, e todo subconjunto
A € X, é possivel produzir uma drvore com nimero de visitagio em O(|A|*), com a < 1.
Nessa sessdo, provaremos esse fato, construindo uma tal arvore. Precisamos de mais dois fatos
antes de iniciar a construcgao:

Teorema 19. Se (X, R) tem dimensao finita, (X, R) também tem (onde R = {(r U r')\(r N
r)|r,r" € R})

Para constatar esse fato, basta notar que I15 < (IIg(A))? e, assim, se 7r(m) < m?+1 (isso
¢ o teorema (15) traduzido para a linguagem de fungdes de particionamento) entdo m(m) <
(m? 4+ 1)2. Mas, a partir de algum 7, (5% + 1)? < 27, e assim, conjuntos A tais que |A| > j ndo
sdo particionados em (X, R)

Defini¢do 21. Dado um espago de regides (X, R), e um multiconjunto A de elementos de X,
com cardinalidade finita, uma e-rede ' é um multiconjunto B € A tal que

|ANr|>¢eAl —rnNB#0

Essa defini¢do, e o teorema a seguir, sdo essenciais para a constru¢ao que vamos fazer.

10de fato, sabemos que hd um conjunto particionado com mais de 2* elementos, e podemos tomar um subcon-
junto de exatamente 2* elementos que, obviamente, também ¢é particionado
em inglés, e-net
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Teorema 20. Se (X, R) é um espago de regides de dimensdo d finita, para todo A multiconjunto
de elementos de X, existe B uma e-rede de A, com |B| < [%4]log 3¢

A prova desse teorema € bastante similar a prova que ja apresentamos, da existéncia de e-
aproximacdes. Assim, a omitimos. Ela pode ser encontrada em [NAOS] !2 Registramos apenas
que toda e-aproximacgao € uma e-rede.

Faremos a construcio da arvore de particdo em etapas: Definindo uma aresta de A como
um par de elementos de A, provaremos que, em determinadas condi¢des, existe uma aresta que
atravessa poucos conjuntos. Utilizaremos tais arestas para construir um caminho cujas arestas
atravessam poucos conjuntos (caminho no sentido usual para grafos). Esse caminho, entao, nos
permitird construir uma arvore de particao.

Preste aten¢do nas hipéteses dos teoremas a seguir: Basicamente, eles assumem que (X, R)
tem dimens@o finita, e que (R, X*) também o tem. Pelo teorema (18), podemos deduzir essas
hipéteses apenas do fato de que (X, R) tem dimensao finita.

Teorema 21. Seja (X, R) um espago de regives, 7 (m) < gm?. Seja A um subconjunto de X
com n pontos, e () um multiconjunto de elementos de R com m conjuntos. Existe um par de
pontos de A que é atravessado por no mdximo cm(logn)/ n'/?® conjuntos v € Q, onde ¢ é uma
constante.

Esse teorema € o coracdo da prova. Tentaremos escrevé-lo com cuidado, e sugerimos cui-
dado ao 1é-lo.

Demonstracdo. Como 7*(m) < gm?, o espago dual (R, X*) tem dimensio finita. Lembremos
que os elementos de X* sdo os R,, conjuntos que contém como elementos todos os 7 € IR que
contém .

A diferenca simétrica de R, ¢ 12, € o conjunto de todos os conjuntos de [2 que contém x
ou y, mas ndo ambos. Ou seja, o conjunto de todos os conjuntos de R que atravessam {z, y}.
Assim, X* é um conjunto de subconjuntos de R, e para cada desses subconjuntos, ha um par
{z,y} que todos os seus elementos atravessam, e mais ninguém atravessa.

Mas, como ja vimos em no teorema (19), (R, X *) tem dimensao finita. Resulta que podemos
construir uma e-rede de (R, X *) , para qualquer valor de ¢ que queiramos. Construamos [V,
uma e-rede, com € = c(logn)/n'/?. Pelo teorema (20), e usando *(m) < gm¢, podemos obter
7*(|N|) < n, com uma escolha apropriada de c.

Entao, construimos N, um conjunto de elementos de 12, com menos de n células. Assim,
h4 dois pontos de P numa mesma célula. Ou seja, esse par ndo € atravessado nenhum dos
conjuntos de N. Mas todo conjunto grande de X* estd representado em N. Ou seja: todo
par que é atravessado por mais de em = em(logn)/n'/? conjuntos de @ é atravessado por
um conjunto de N. Assim, esse par que estd numa mesma célula é atravessado por menos de
em(logn)/n'/? conjuntos de Q.

O

Teorema 22. Seja (X, R) um espago de regides, de dimensdo u, com w*(m) < gm® e A um
subconjunto finito de x. Hd um C = C(g,d) e um caminho hamiltoniano em A tal que todo
r € R atravessa ndo mais do que Cn'~'/"log n arestas.

I2A prova que consta nesse livro é de um teorema mais forte que esse: N#o s6 se afirma a existéncia de uma
e-rede, como também se elabora um procedimento para obté-la com probabilidade alta. Por isso, o tamanho da
e-rede no livro também € func¢do de um pardmetro §. Tomando um § apropriado, nossa versdo do teorema segue
imediatamente
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Demonstragcdo. Nosso intuito € aplicar o teorema (21) vérias vezes, para construir uma arvore
com todos os elementos de A. Apliquemos o teorema com A e () = IIz(A), obtendo um par
To, Yo que ndo é atravessado por mais do que cm(logn)/n'/? conjuntos de ). Apliquemos
novamente o teorema, dessa vez, a A — {zo} € Q1 = QU {r € Q|r atravessa xqyo }'*. Obtemos
um par x,y;, que ndo é atravessado por mais do que c|Q:|(logn — 1)/(n — 1)/ conjuntos de
Q.

Aplicando o teorema n — 1 vezes, obtemos uma arvore (composta pelas arestas devolvidas
pelo teorema), e um conjunto (), tal que

n—1 1

n—1
l clogn - e — il
|Qn—1| < TIg(A) H (1 + (Cﬂ) < (n*+1)e 08" im0 (177

—_ 7\1/t
pales n —i)t/
n 1
<9 2ulogn601°gnzi=0 -/t < 2c’n1*1/t logn

onde ¢’ é uma fungdo de u, t e c.

Temos que um conjunto € R que atravesse s arestas da nossa arvore aparece em (Q,,_1 2°
vezes. Assim, temos 2° < 2¢n'/flogn o portanto, s < ¢'n'~/*logn

Transformemos a arvore que obtivemos num caminho: Dobramos cada aresta da arvore, e
tomamos um circuito euleriano no grafo resultante. Isso nos fornece uma string de vértices.
Mantendo apenas a primeira ocorréncia de cada vértice, obtemos um caminho hamiltoniano.
Esse € o caminho que desejamos. Afirmamos que, se um dado conjunto r € R atravessa [
arestas na arvore que obtivemos, ele atravessa no maximo 2/ arestas nesse novo caminho ha-
miltoniano. Associemos as arestas do caminho hamiltoniano aos caminhos correspondentes no
circuito euleriano (i.e. associamos uma aresta zy ao caminho percorrido entre a primeira ocor-
réncia de x e a primeira de y no caminho euleriano). Uma aresta do caminho hamiltoniano sé
pode ser atravessada por r se alguma aresta do caminho correspondente o for. Como ha 2/ ares-
tas atravessadas por 7 no circuito euleriano, ha no maximo 2¢'n'~1/*log n arestas atravessadas
no caminho hamiltoniano. 0

Agora, estabelecemos como transformar nosso caminho hamiltoniano numa arvore de par-
ticdes adequada.

Teorema 23. Dado um espago de regies (X, R), e um conjunto finito A C X, de cardinalidade
n, se hd um caminho hamiltoniano em A tal que todo r € R atravessa no mdximo p arestas
do caminho, entdo, hd uma drvore de particdo para A, com niimero de visitacdes no mdximo
2p[logn] + 1

Demonstragdo. Nossa arvore serd uma arvore bindria balanceada, com n folhas. Tomando as
folhas, da direita para a esquerda, vamos associa-las aos conjuntos unitarios de A na ordem em
que eles aparecem no caminho hamiltoniano.

Tomemos um ¢ € R o conjunto com nimero de visitagdes maximo. Se um noé interno da
arvore for atravessado por ¢, a subdrvore desse n6 contém duas folhas consecutivas x e y tais
que xy € atravessada por ¢q. Dessa forma se houver p tais folhas, haverd no maximo p[logn|
nds internos atravessados por ¢. Assim, ¢ visitard no maximo 2p[logn]| + 1 nds (os filhos de
quem ele atravessa, € mais a raiz). L]

Assim, obtivemos uma arvore de particio com nimero de visitagdes no maximo
4c¢nt=Ytlognflogn] + 1, e, portanto, que pertence a O(| A|%).

130s Q; sdo multiconjuntos, e estamos aqui aumentando a multiplicidade de alguns de seus elementos, "penali-
zando"os conjuntos que atravessam oo

32



Referéncias

[eAYC71] V. N. Vapnik e A. YA. Chervonenkis, On the uniform convergence of relative fre-

[eDRS]

[eEW89]

[EG85]

[Hoe63]

[JS]
[MacO5]

[NAOS]

quencies of events to their probabilities, Theory Probab. Appl. 16 (1971), 264-280.

Geoffrey R Grimmett e David R. Stirzaker, One thousand exercises in probability,
Oxford University Press.

Bernard Chazelle e Emo Welzl, Quasi-optimal range searching in spaces of finite
ve-dimension, Discrete and Computational Geometry 4 (1989), 467-489.

A. Rucinski E. Gyori, B. Rothschild, Every graph is contained in a sparsest possible
balanced graph, Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 98 (1985).

Wassily Hoeffding, Probability inequalities for sums of bounded random variables,
Journal of the American Statistical Association 58 (1963).

Rucinski A Janson S., Luczak T., Random graphs, Wiley.

David J. C. MacKay, Information theory, inference and learning algorithms, Wiley-
Interscience, 2005.

J. Spencer N. Alon, The probabilistic method, Wiley-Interscience, 2008.

33



Parte 11
Parte Subjetiva

Acho que o maior problema que tive durante o TCC (e talvez, durante todo o BCC) foi estabe-
lecer uma rotina de estudo. Ocorre que eu me cobro muito quando estudo, o que nao sé torna o
trabalho menos produtivo, mas também menos prazeroso do que poderia e acaba sendo um forte
incentivo para deixar para depois. Acho que isso estd melhorando (e, em particular, melhorou
bastante por causa do TCC) mas ainda € um problema.

O livro "O Método Probabilistico"ndo € f4cil de se ler. Ele enfatiza bastante o método de
prova, e ndo se detém muito sobre cada resultado. O préprio autor diz que o objetivo € enfatizar
o método de prova, e ndo os resultados em si. Isso foi um desafio muito enriquecedor: Eu tive
que buscar me aprofundar nos resultados, para poder entender porque eles eram interessantes.
Sai um pouco da postura passiva de ser convencido da relevancia dos fatos, para uma postura
mais ativa, que acredito que serd muito positiva nas minhas futuras atividades académicas. A
variedade dos resultados com os quais tive contato também foi um ponto positivo da escolha do
livro.

O trabalho indicou vérios possiveis caminhos para meus estudos futuros. Em particular, a
leitura do "information theory"é muito agraddvel, e pretendo ler o resto o livro e estudar mais
sobre teoria da informacdo. Pretendo fazer um mestrado em 2010, e tenho certeza que o método
probabilistico me serd util em qualquer drea da ciéncia da computacdo que eu v4 estudar. Ha
algumas técnicas probabilisticas de prova com as quais gostaria de me familiarizar mais, e
que suspeito que serdo muito uteis no mestrado. Em particular, gostaria de estudar mais sobre
desigualdades de correlacao.

Vale a pena enfatizar que a leitura de "O Método Probabilistico"me levou a estudar (em
menos detalhes, claro) varios resultados que nao pude incluir nessa monografia.

E necessdrio destacar que o apoio dos meus pais e dos meus colegas de BCC foi essencial
durante a feitura dessa monografia. Também cumpre agradecer o professor Yoshi, por seu apoio
e paciéncia.

A recuperacao

Essa é a segunda versao dessa monografia. A grande mudanca em relagdo a primeira € a terceira
parte, que aborda um problema de geometria computacional. Essa terceira parte foi bastante
bem pesquisada e (creio eu) estd bastante bem escrita. Acho que marca bem o meu amadureci-
mento no correr desse trabalho.

Os problemas de organizacao para o trabalho persistem, e tiveram seu impacto nessa versao
da monografia. Me empolguei bastante com essa terceira parte, e acabei negligenciando um
pouco as anteriores.

Disciplinas do BCC mais relevantes para o trabalho

e Algoritmos em Grafos, Matematica Concreta (grafinhos) : Foram muito tteis, por servir
como introdu¢do a problemas de grafos e combinatdria, e, em particular, por ilustrar
bastante bem técnicas construtivas de prova.

34



Andlise de Algoritmos: Sem os conceitos de andlise assintdtica, seria absolutamente im-
praticavel usar o método probabilistico. O conhecimento da disciplina também ajudou a
motivar diversos dos resultados estudados.

Algebra I: Essa é uma disciplina que eu acho que aproveitei particularmente bem, e tem
sido muito 1til desde entdo. O ferramental para lidar com os inteiros acaba ficando tao
natural que a gente nem nota que estd usando. Em particular, na monografia, utiliza-se o
teorema de Bezout.

Algebra Linear para Computacio: De fato, cursei essa disciplina na engenharia. Suspeito
que teria sido bom curséd-la no IME mesmo, porque tenho oportunidade de a utilizar
muito frequentemente. Em particular, dlgebra linear € bastante util quando lidando com
problemas que envolvem geometria € combinatdria.

Cilculo Diferencial e Integral I: E absolutamente essencial para o raciocinio assintético.
Como dlgebra I, € uma daquelas disciplinas que se tornaram naturais para mim, € nem
noto muito quando uso. Também cursei essa disciplina na poli, mas supri as deficiéncias
cursando Anélise Real.

Algebra II: E uma disciplina muito interessante, e é essencial para entender os enunciados
de alguns dos teoremas cuja prova li durante o trabalho (mas para nenhum dos que foram
inclusos nessa monografia)

Topicos de Matematica Discreta: Fiz essa matéria com a Cris, e o assunto estudado foi
algoritmos probabilisticos. A matéria introduziu varios conceitos que eu utilizaria no
TCC, e também me deu algum traquejo com o tipo de prova e raciocinio necessarios.
De fato, tive a oportunidade de assistir a vdrias matérias de "Topicos", e considero que
elas foram muito interessantes para minha formagao. Porém, a matricula nelas ndo foi
possivel, por causa do reuso das siglas "coringa". De fato, infelizmente, isso fez com
que, em alguns momentos, tais matérias, que eu considero muito importantes, fossem
preteridas em favor de outras, menos interessantes mas "pra nota".

Ja comentei esse problema com alguns professores, e gostaria muito que ele fosse cor-
rigido. Talvez com a inclusdo de mais siglas coringa e um uso mais organizado das
mesmas.
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