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Resumo

Esta monogra�a descreve o trabalho desenvolvido como parte dos requisitos para a dis-

ciplina MAC0499 - Trabalho de Formatura Supervisionado do curso de Bacharelado em

Ciência da Computação. Apesar do reconhecimento de escrita já ser um tema de pesquisa

bastante explorado, ainda existem muitos desa�os, um dos quais é o reconhecimento de nota-

ção matemática, um caso em que a quantidade de possíveis símbolos é grande e a disposição

espacial dos símbolos é bastante complexa. O reconhecimento de expressões matemáticas é

geralmente dividido em duas etapas: (1) segmentação e reconhecimento dos símbolos, e (2)

análise estrutural. Neste trabalho apresentamos uma abordagem encontrada na literatura

recente para análise estrutural de expressões matemáticas manuscritas. A abordagem ex-

plora conceitos como baselines e árvores geradoras mínimas para determinar a estrutura de

uma expressão. Descrevemos também uma implementação dessa abordagem. Durante parte

do desenvolvimento deste trabalho, os autores receberam bolsa do CNPq.
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Parte I

Parte Técnica

1 Introdução

Expressões matemáticas transmitem informação por meio de um arranjo bidimensional de

símbolos, e seu reconhecimento automatizado é um ramo do reconhecimento de padrões de ex-

trema importância prática. Seus usos vão da conversão de artigos e livros cientí�cos para o

formato digital a fácil criação de documentos em LATEX sem conhecimento dos comandos especí-

�cos da linguagem para a inserção de símbolos matemáticos. Além disso, o reconhecimento pode

ser útil para auxiliar portadores de de�ciência visual, através de �leitura� de anotações escritas

em quadros ou papéis. Pode também simpli�car a entrada de dados em softwares especializados

em manipulação algébrica de expressões matemáticas, entre outras utilidades [1, 2, 7].

A linguagem matemática é especialmente complicada no que diz respeito ao seu reconhe-

cimento, pois aceita inúmeros dialetos, com uma grande variedade de símbolos. Além disso,

as relações espaciais e de tamanho entre os símbolos são fortemente exploradas nas fórmulas,

dando sentidos diferentes às expressões. No caso de expressões manuscritas, em especial, o mau

posicionamento dos símbolos é comum, di�cultando o trabalho de sistemas de reconhecimento.

Expressões matemáticas podem ser encontradas tipografadas (escritas em um computador)

ou ainda manuscritas. Além disso, o reconhecimento pode ser online ou o�ine. No segundo,

os dados são obtidos após a escrita, por exemplo através de um scanner. Já no caso do reco-

nhecimento online, a expressão matemática é lida ao mesmo tempo em que o usuário a escreve,

possibilitando aos reconhecedores o uso de informações temporais referentes a cada traço.

O reconhecimento e digitalização de expressões matemáticas se divide naturalmente em duas

etapas [1, 2]. A primeira consiste na classi�cação dos símbolos da expressão [12, 14], na qual cada

símbolo é isolado em um retângulo envoltório (bounding box ), a saber, a menor caixa retangular

na qual o objeto pode ser colocado, e reconhecido por meio de um classi�cador, recebendo uma

etiqueta que de�ne sua identidade.

Na segunda etapa, é feita a análise estrutural da expressão [6, 13, 15]. Toma-se a lista de

símbolos classi�cados e a posição de seus retângulos envoltórios e analisa-se a relação espacial

entre eles. A expressão reconhecida é devolvida em alguma forma estruturada e hierárquica, ou

até mesmo reescrita numa linguagem que aceite fórmulas matemáticas, como o LATEX.

O objetivo desse trabalho é investigar e implementar um algoritmo para análise estrutural

de expressões matemáticas manuscritas. Este trabalho está inserido no contexto do projeto

ExpressMath [8] e dá sequência a trabalhos previamente desenvolvidos [4, 5]. Dentre os trabalhos

relacionados à análise estrutural de expressões matemáticas manuscritas existentes na literatura

da área, três merecem destaque e foram os que mais in�uenciaram o desenvolvimento deste
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trabalho.

Matsakis [9] foi o primeiro a utilizar uma árvore geradora mínima como passo inicial da

análise estrutural. Seu método considera cada traço como um vértice em um grafo totalmente

conexo, agrupando-os depois em símbolos, a partir dos quais constrói-se uma árvore geradora

mínima que os conecta. Essa árvore representa uma aproximação da estrutura �nal da expressão.

Infelizmente esse método não funciona muito bem para expressões matemáticas complexas.

Zanibbi [15] propôs a construção de uma Baseline Structure Tree, uma estrutura baseada

no conceito de baselines de uma expressão. Seu método corrige irregularidades horizontais na

escrita e a sobreposição de símbolos, explorando bastante o conceito de dominância e a ordem

de leitura da esquerda para a direita.

Tapia [11] combinou essas duas abordagens, apresentando um sistema que trata de irregula-

ridades horizontais, associação de operadores, e sobreposição de símbolos. Apresenta limitações

no reconhecimento de algumas estruturas.

Desta forma, investigamos e implementamos a abordagem proposta em [11]. Este texto

está organizado da seguinte forma. Na seção 2 apresentamos os conceitos básicos, tais como

dominância entre símbolos e baselines de uma expressão, necessários para o entendimento do

algoritmo de análise estrutural. Na seção 3 descrevemos o algoritmo para análise estrutural da

expressão, que visa construir uma árvore representativa da expressão. Essa estrutura abriga

todos os símbolos da expressão e suas relações espaciais, e a partir dela é possível reconstruir

facilmente a expressão original em qualquer linguagem digital estruturada. Em seguida, na

seção 4, descrevemos a implementação do algoritmo e na seção 5, apresentamos alguns resultados

obtidos pelo algoritmo implementado. Apresentamos as conclusões na seção 6.

2 Conceitos básicos

Nesta seção descrevemos alguns dos principais conceitos e estruturas de dados utilizadas na

abordagem utilizada para a análise estrutural.

2.1 Regiões e atributos de símbolos matemáticos

Uma expressão matemática consiste de um arranjo espacial de diversos símbolos no plano

bidimensional. A posição relativa entre os símbolos é determinante na de�nição da relação entre

eles e, consequentemente, na de�nição de suas funções do ponto de vista semântico na expressão.

As posições relativas entre símbolos podem ser caracterizadas em termos de regiões de�nidas

ao redor dos mesmos. Analisando um símbolo, podemos ter outros nas regiões �acima�, �abaixo�,

�superscript�, �subscript�, �direita�, �abaixo e à esquerda�, �acima e à esquerda�, e �sub-expressão�,

regiões estas que são usadas para expressar as relações entre símbolos numa expressão.

A quantidade e localização dessas regiões é dependente do tipo de símbolo em questão. Essa
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dependência pode ser observada, por exemplo, na diferença da posição do índice nos símbolos x∗
e y∗. Alguns símbolos, como um operador de divisão por exemplo, não somente possuem regiões

onde podem existir atributos, mas exigem a presença dos mesmos (não faz sentido um operador

binário sem seus operandos). A �gura 1 mostra alguns símbolos e regiões esperadas dos seus

argumentos.

Figura 1: Alguns símbolos com seus atributos e regiões (Fonte: [11])

Para auxiliar na de�nição das posições dessas regiões espaciais em torno dos símbolos, usamos

seus atributos básicos (a etiqueta e o retângulo envoltório) para inferir o centróide e os limiares

inferior e superior de um símbolo.

• Centróide: representa o seu centro de massa, ou seja, o ponto que poderia substituir o

símbolo inteiro durante a análise com perda mínima de signi�cado.

• Limiares inferior e superior: são atributos numéricos, que representam limitações para

regiões ao redor de um símbolo no eixo vertical. Por exemplo: de�nimos que um símbolo b

está à direita do símbolo a se a coordenada y do seu centróide está entre os limiares inferior

e superior do símbolo a.

Esses atributos são calculados em função das coordenadas do retângulo envoltório, e depen-

dem do tipo de símbolo em questão, como será explicado posteriormente. Podemos inferir as

relações espaciais entre dois símbolos comparando a posição dos seus centróides e limiares, que

por sua vez de�nem a estrutura de uma expressão matemática.
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Na �gura 2 vemos o centróide e os limiares de três símbolos com distribuições espaciais

diferentes dos traços. Como podemos ver, o cálculo desses atributos sugere a separação dos

símbolos em classes, como visto na próxima seção.

Figura 2: Alguns símbolos com retângulo envoltório, centróide (em vemelho), e limiares superior
e inferior

2.2 Categoria dos símbolos

Numa expressão matemática podemos encontrar diferentes tipos de símbolos, sejam operado-

res, letras especiais como o símbolo dos números reais (R), ou até letras do alfabeto grego. Essa

ampla gama de símbolos, no entanto, pode ser classi�cada de acordo com o tamanho, número

de operadores, tipo e posição esperada dos argumentos, posição do centróide, entre outras. A

separação dos símbolos reconhecidos de acordo com esses atributos é importante no sentido de au-

mentar a robustez do algoritmo, possibilitando inclusive o reconhecimento correto de expressões

ambíguas.

O analisador estrutural pode eliminar alguns arranjos dos símbolos, que embora sejam pos-

síveis de se inferir da entrada do usuário, não fazem sentido do ponto de vista matemático. A

�gura 3 mostra um exemplo disso.

Figura 3: Operador da adição escrito na região de superscript da fração.
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2.2.1 Segundo sua estrutura geométrica

Internamente, cada símbolo é classi�cado de acordo com a concentração de traços dentro do

seu retângulo envoltório, e a posição esperada de seus argumentos numa expressão, a saber, o

centróide e os limiares superior e inferior.

Nesse quesito, cada símbolo pode ser classi�cado como Central, Ascendente ou Descendente.

Essa classi�cação é interna a cada símbolo, e determina a fórmula para o cálculo do centróide

e dos limiares superior e inferior, e também como são realizadas as comparações do tamanho

relativo.

A divisão dos símbolos nessas três classes faz bastante diferença na decisão das posições

relativas entre eles, eliminando arranjos inviáveis matematicamente, e possibilitando inclusive

uma certa tolerância a imperfeições da escrita do usuário, uma qualidade muito importante na

análise de expressões manuscritas.

2.2.2 Segundo seu aspecto comportamental

A divisão dos símbolos em categorias tem o objetivo de limitar o comportamento de acordo

com características matemáticas especí�cas. Operadores binários, por exemplo, se comportam

de uma maneira bastante diferente que um operador com limites, ou uma raiz.

Podemos de�nir quantas classes julgarmos necessárias para de�nir o comportamento dos sím-

bolos. Num extremo podemos considerar cada símbolo uma classe por si só, com comportamento

altamente especí�co. No entanto, essa abordagem implica uma quantidade muito alta de classes,

di�cultando o entendimento e a análise do código produzido. No ExpressMath optamos por

dividir os símbolos em seis classes, agrupando símbolos com comportamento semelhante:

• Raiz: O operador da raíz foi separado dos outros, pois é o único símbolo que pode ter

outros símbolos contidos nele, e sua região superior esquerda tem um signi�cado especial,

tanto matematicamente (radicando), quanto na sua representação em LATEX. A posição

dos seus operadores é limitada a uma sub-expressão (obrigatória), um possível radicando,

subscritos e superscritos.

• Barra horizontal: A barra horizontal é um símbolo que merece uma classe exclusiva,

pois pode assumir o papel de diferentes símbolos dependendo dos argumentos encontrados:

operador de divisão, sublinhado, ou sobrelinha. Além disso, cuidado especial é necessário

ao de�nir a dominância, visto que esse operador a exerce verticalmente, e embora seja de

tamanho insigni�cante no eixo vertical, domina sobre seus operandos, não importando seu

tamanho. Também como decorrência do seu aspecto achatado, precisamos tomar cuidados

especiais para de�nir a sua região adjacente no eixo horizontal.

• Operadores com Limites: Podem ter atributos superiores e inferiores apenas. Cuidado

especial é necessário quanto seus argumentos invadem as regiões à esquerda e à direita.
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Também é necessário tratar o caso em que seus argumentos são escritos longe do opera-

dor, muito comum em expressões matemáticas manuscritas. Esse tratamento será melhor

explicado posteriormente.

• Scripted: Letras, números e símbolos que tem signi�cado completo sozinhos. A princípio

podem ter argumentos em qualquer região espacial, exceto acima e abaixo.

• Non-scripted: Operadores unários ou binários e símbolos matemáticos diversos. A prin-

cípio só possuem argumentos os operadores matemáticos.

Embora essa classi�cação seja comportamental, podemos usá-la também para o cálculo dos

limiares. Programaticamente cada classe de símbolos é uma implementação diferente de uma

mesma interface, de modo que podemos sobreescrever qualquer método que de�ne comporta-

mento.

É importante ressaltar que em alguns casos há também limitação para o tipo dos argumentos

esperados. Por exemplo, embora um símbolo da classe Scripted permita um argumento sub-

escrito, não faz sentido que esse argumento seja um operador binário.

2.2.3 Desvantagens

Embora a classi�cação prévia dos símbolos nas classes descritas acima seja muito vantajosa

nas decisões tomadas no algoritmo, ela gera também o aspecto negativo de limitação dos símbolos

aceitos. Dada uma etiqueta, o ExpressMath deve saber reconhecê-la para classi�car o símbolo.

Para minimizar esse problema, buscamos manter uma lista ampla de símbolos aceitos, contendo

a maioria dos símbolos relevantes aceitos no LATEX.

2.3 Dominância

Símbolos em uma expressão matemática são agrupados segundo uma certa hierarquia, de�-

nida implícita ou explicitamente pela posição e tamanho relativo dos símbolos na expressão [3].

Uma barra de divisão, por exemplo, é mais relevante que seus operandos (numerador e denomi-

nador). Dizemos portanto que um operador exerce dominância sobre seus argumentos. Assim,

podemos de�nir uma função booleana, domina(a, b), que é verdadeira quando o símbolo a

exerce relação de dominância para com o símbolo b.

A implementação dessa função leva em consideração o tipo do símbolo, e as áreas relativas a

ele nas quais parâmetros são esperados. Voltando ao exemplo do operador da divisão, temos as

regiões superior e inferior, nas quais não só esperamos outros símbolos, como os demandamos.

De�nimos a abrangência de um símbolo como toda a área onde esperamos encontrar ope-

randos e outros atributos dominados por ele. A partir dessa de�nição, podemos dizer que um

símbolo a domina sobre outro símbolo b, se b está na área de abrangência de a, e a não está na

área de abrangência de b.

9



Em casos em que a dominância não pode ser determinada dessa forma, existem ainda outros

critérios, tais como tamanho relativo dos símbolos, e a ordem de leitura da esquerda para a

direita (um símbolo mais a esquerda domina o próximo símbolo).

(a) (b) (c)

Figura 4: Expressões onde (a) Dominância é determinada pela abrangência. (b) Dominância é
determinada pelo tamanho. (c) É difícil determinar a dominância dos operadores

No caso da �gura 4(c), podemos resolver a ambiguidade de�nindo a dominância do operador

de divisão de maior comprimento, ou até do de menor coordenada y. Esse exemplo mostra como

o conceito de dominância está bastante aberto a interpretações. Diferentes de�nições desse

conceito ajudam a de�nir dialetos da linguagem matemática, e a literatura sobre este tema

apresenta diversas de�nições desse conceito.

2.4 Baselines

Apoiados no conceito de dominância entre símbolos, podemos passar a explorar formas de

representar uma expressão matemática em função dos símbolos dominantes e de seus atributos.

De�nimos uma baseline como uma lista de símbolos que representa um arranjo horizontal na

expressão. Desse modo, podemos representar uma fórmula matemática como um conjunto de

baselines aninhadas hierarquicamente [15]. Cada símbolo pode ter ligação para outras baselines,

que satisfaçam relações espaciais especí�cas para com ele. A expressão xi + y2 +
a+ b

d
, por

exemplo, é composta por 5 baselines, [x, +, y, +, -], [i], [2], [a, +, b] e [d], sendo que as 4 últimas

estão ligadas aos símbolos x (subscript), y (superscript), - (acima), e - (abaixo).

À baseline que não está associada a nenhum símbolo damos o nome de baseline principal da

expressão, e todas as outras baselines estão ligadas e ela, direta ou indiretamente, por conexões

rotuladas com a relação espacial satisfeita entre elas.

A �gura 5 mostra uma expressão matemática, com suas baselines em vermelho.

2.5 Árvore Geradora Mínima

Uma árvore geradora de um grafo é um subconjunto de suas arestas, de modo que todos os

vértices possam ser atingidos por meio dela. Quando trabalhamos com um grafo com pesos nas
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Figura 5: Baselines de uma expressão matemática

arestas, denominamos árvore geradora mínima a árvore geradora cuja soma dos pesos de suas

arestas é mínimo.

Em nossa abordagem consideramos os símbolos de uma fórmula matemática como vértices de

um grafo totalmente conexo e podemos atribuir pesos às suas arestas de acordo com a proximi-

dade e relações de dominância entre símbolos. Desse modo, pode-se construir a árvore geradora

mínima desse grafo, estrutura que nos dá uma boa aproximação das relações espaciais entre os

símbolos na expressão.

3 Algoritmo para análise estrutural

No ExpressMath, o ponto de partida para a análise estrutural de uma expressão matemática

é uma lista de símbolos previamente reconhecida pelo classi�cador. Cada item dessa lista contém

informações básicas sobre o símbolo, a saber, sua classi�cação, o conjunto de seus traços (com

informação de tempo), e seu retângulo envoltório (bounding box).

Para que seja possível dar início ao algoritmo de análise estrutural, cada símbolo dessa lista

é classi�cado em dois tipos de categorias: uma relacionada à disposição geométrica dos traços

dentro do retângulo envoltório, e outra relacionada ao comportamento esperado daquele símbolo

numa expressão matemática, conforme explicado anteriormente.

A partir dessa lista de símbolos classi�cados dá-se início ao processo de análise estrutural,

seguindo em linhas gerais o seguinte �uxo:

1. Determinar baseline principal;

2. Calcular a árvore geradora mínima;

3. Construir listas com os �lhos dos símbolos na baseline principal, rotuladas com a relação

espacial que satisfazem com ele;

4. Aplicar a recursão para cada uma das listas não vazias.
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3.1 Determinar a baseline principal

A construção da baseline principal de uma expressão matemática explora bastante o conceito

de dominância e a ordem de leitura da esquerda para a direita. A seguir explicamos duas sub-

rotinas básicas para sua construção, e em seguida a função que os combina recursivamente,

construindo a baseline.

3.1.1 Encontrar o primeiro símbolo dominante mais à esquerda

Para encontrar o primeiro símbolo dominante de uma expressão utilizamos uma função sim-

ples, que vai removendo símbolos não dominantes do �nal da expressão, até que só reste o símbolo

desejado. A seguir mostramos o pseudo-código dessa função.

Símbolo start(Lista lista)

se |lista| = 1

devolva o único elemento de lista

ultimo = remova último de lista

penultimo = remova último de lista

se domina(ultimo, penultimo)

adicione ultimo em lista

senão

adicione penultimo em lista

3.1.2 Encontrar vizinhos à direita

Conhecendo o primeiro símbolo dominante da expressão podemos usar uma função que encon-

tra todos os seus vizinhos à direita, retornando uma lista dos símbolos considerados adjacentes

ao primeiro dominante. A chave para um reconhecimento satisfatório da baseline principal é

apresentar uma de�nição robusta de adjacência. Cuidado especial é necessário no tratamento de

irregularidades horizontais, bastante comuns em expressões manuscritas.
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3.1.3 Algoritmo

Baseline construirBaselineDominante (Lista lista)

se |baseline| = 0

primeiro = start(lista)

inserir primeiro em baseline

vizinhos = encontrarVizinhosADireita(lista, baseline.pegarUltimo())

se |vizinhos| = 0

devolva baseline

senão

next = start(vizinhos)

inserir next em baseline

devolva construirBaselineDominante(lista);

3.1.4 Comprimir símbolos compostos

Após construir a baseline principal, veri�camos se existem nela símbolos que agrupados re-

presentem algum outro símbolo aceito pelo LATEX como por exemplo, cos, sen, tan, lim e entre

outros.

Caso algum desses padrões seja encontrado, agrupamos os símbolos correspondentes, removendo-

os da estrutura e adicionando o novo símbolo agrupado com uma nova etiqueta e atributos

recalculados (caixa envoltória, centróides e limiares).

3.2 Construção da árvore geradora mínima

A construção da árvore geradora mínima da expressão é o passo mais importante na abor-

dagem proposta. É essa etapa que irá determinar quais são as relações espaciais mais relevantes

na expressão, de�nindo a sua estrutura. Nas próximas seções apresentamos a proposta da abor-

dagem, e em seguida discutimos alguns dos detalhes e cuidados necessários.

3.2.1 Proposta

Após o reconhecimento da baseline principal, construímos a árvore geradora mínima, também

chamada de Minimal Spanning Tree (MST) da expressão. Para isso, utilizamos o algoritmo de

Prim [10]. Tal algoritmo utiliza do conceito de franja, que pode ser de�nido como um conjunto

de arestas de um grafo G com um vértice pertencente a árvore T e a outra ponta fora desta.

Na primeira iteração do algoritmo, a árvore T é um vértice qualquer do grafo, a partir da qual
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procura-se na sua franja a aresta de custo mínimo que será adicionada à árvore T. Enquanto a

franja de T não for vazia, repete-se esse processo. Se o grafo G for conexo, o algoritmo encontra

uma arvore geradora mínima, caso contrário, encontra uma árvore de uma componente de G.

Na implementação apresentada neste trabalho, os símbolos da expressão matemática são

representadas por vértices de um grafo totalmente conexo.

3.2.2 Cálculo dos Pesos

Na construção da MST, o passo mais importante é o cálculo dos pesos das arestas, pois terá

total in�uência na estrutura �nal da árvore, e consequentemente, da expressão. Esse cálculo é

feito com base na distância real entre os símbolos, participação em uma baseline pré-reconhecida,

e principalmente dominância entre símbolos.

Dados dois símbolos a e b, o cálculo do peso da aresta que os une ocorre da seguinte maneira:

• Caso 1 Se não existem relações de dominância entre os símbolos, o custo da aresta será a

distância entre seus centróides.

• Caso 2 Se domina(a, b), ou domina(b, a), o custo será a menor distância entre seus

pontos de atração.

Os pontos de atração, ou attractor points, são pontos localizados nas bordas do retângulo

envoltório de cada símbolo, e seu número e posição variam de acordo com sua classe. Além disso,

se um símbolo faz parte da baseline principal da expressão sendo analisada, posicionamos mais

pontos de atração, de modo a minimizar o custo �nal das arestas que ligam símbolos na baseline

a outros símbolos fora dela.

Em seu trabalho, Tapia [11] não informa o número ou posição ideal dos pontos de atração,

e é aceitável ponderar que não se possa chegar a um arranjo que seja absolutamente melhor que

outro. Assim, a escolha desses pontos ocorreu empiricamente no ExpressMath, com o objetivo

de minimizar as taxas de erro para o conjunto de testes utilizado.

3.2.3 Cuidados especiais

Usando essa técnica para o cálculo dos pesos conseguimos obter resultados satisfatórios para

a maioria das expressões. No entanto, uma construção recorrente em expressões matemáticas

manuscritas que pode não ser reconhecida corretamente é a escrita dos limites de símbolos muito

longe do seus operadores. Havendo algum outro símbolo próximo, os limites serão associados

com ele, gerando uma expressão inválida. Para corrigir esse problema, multiplicamos o peso da

arestas que ligam um operador com limites ao seu argumentos com um fator 0 < α < 1. A

�gura 3.2.3 mostra um exemplo de reconhecimento com e sem esse fator.
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(a) (b)

Figura 6: Árvore geradora mínima da expressão (a) Sem o fator α. (b) Usando o fator α.

3.3 Obtenção das novas listas de �lhos

Após a obtenção da árvore geradora mínima da expressão, percorre-se a baseline principal,

veri�cando para cada símbolo se existem arestas ligando-a a outros vértices. Para cada aresta

saindo da baseline principal criamos uma nova lista contendo todos os símbolos que se conectam

à baseline principal por meio dela. Essa lista é identi�cada pela relação espacial que satisfaz para

com o seu símbolo pai na baseline principal.

Após ordenar essas listas em ordem crescente da menor coordenada horizontal dos símbolos,

aplicamos o algoritmo de análise estrutural recursivamente.

4 Implementação

O algoritmo de análise estrutural descrito na seção anterior foi implementado e integrado

ao sistema ExpressMath. O sistema ExpressMath é uma evolução do Math-Picasso [5], e está

sendo desenvolvido em conjunto com uma outra equipe. O ExpressMath aproveitou parte do

código do Math-Picasso, principalmente na parte relativa à aquisição dos traços da escrita e à

segmentação dos símbolos (agrupamento dos traços em símbolos individuais). A outra equipe

foi responsável por algumas reestruturações no código e está responsável pela introdução de

melhorias na parte de reconhecimento (classi�cação) dos símbolos. O ExpressMath deverá ser

posteriormente disponibilizado como software livre.

O ExpressMath foi desenvolvido em Java, de acordo com o padrão Model View Controller

(MVC) de arquitetura de software. Essa estrutura visa minimizar o acoplamento entre a interface

com o usuário e o resto do código, facilitando alterações em ambos.

4.1 Reconhecimento

O ExpressMath executa integralmente as duas etapas do reconhecimento de expressões ma-

temáticas, sendo a primeira dividida em duas sub-etapas:

• Captura da escrita: captura dos traços de entrada e sua segmentação em símbolos.
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A interface de captura, e o algoritmo de segmentação foram integralmente herdados do

Math-Picasso.

• Classi�cação dos símbolos: reconhecimento dos símbolos da entrada, associando cada

um à sua representação em LATEX. Corresponde ao trabalho sendo desenvolvido pela outra

equipe.

• Análise estrutural: a partir dos caracteres devidamente classi�cados, é realizado o reco-

nhecimento estrutural e gerado o código LATEX da expressão.

Uma vez que a abordagem de análise estrutural investigada nesse trabalho requer que os

caracteres e símbolos da expressão estejam previamente classi�cados, decidiu-se por uma im-

plementação na qual a parte de análise estrutural pudesse ser desenvolvida e testada de forma

independente da parte de classi�cação. É muito importante para o nosso método que os carac-

teres estejam reconhecidos de maneira correta, pois as diferenças comportamentais entre �5� e

�
Z
�, por exemplo, causariam comportamento inesperado do algoritmo.

Esse resultado foi atingido por meio de alterações na interface do Math-Picasso [5], feitas em

conjunto com o grupo que está trabalhando no classi�cador. Em particular, disponibilizamos

uma interface para classi�cação manual dos símbolos, na qual o usuário digita o código LATEX

correspondente à expressão. A �gura 7 mostra um exemplo de uso desse classi�cador manual.

Figura 7: Exemplo de uso do reconhecedor manual.

4.2 Interface de correção de erros

Como no reconhecimento computadorizado de linguagens naturais não é possível obter um

sistema 100% e�ciente, uma das preocupações durante o desenvolvimento foi disponibilizar uma
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interface amigável, que permitisse ao usuário corrigir, em tempo de execução, possíveis erros

cometidos pelo programa.

A principal preocupação no desenvolvimento dessa interface foi a simplicidade e usabilidade.

A maior di�culdade em atingir esse objetivo foi evitar que a interface exigisse conhecimento do

usuário sobre o funcionamento do algoritmo, ou seja, conhecer conceitos como baseline principal,

ou árvore geradora mínima.

A solução encontrada foi uma interface no estilo drag & drop, na qual o usuário pode arrastar

símbolos na expressão, de modo a priorizar as relações desejadas. Essa abordagem se mostrou

bastante adequada a usuários sem conhecimento prévio do algoritmo. A �gura 8 mostra um

exemplo de uso dessa ferramenta.

(a)

(b)

Figura 8: (a) Expressão reconhecida equivocadamente: xy2. (b) Expressão corrigida com a
interface drag & drop: xy2 .

A introdução desse método de correção induziu uma nova etapa na avaliação de desempenho
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do algoritmo: determinar o número de movimentações necessárias para corrigir uma expressão

equivocadamente analisada, ou a impossibilidade dessa correção. Os resultados obtidos nessa

etapa serão apresentados na seção 5.

A �gura 9 apresenta telas do nosso sistema em diferentes estágios do reconhecimento.

4.3 Formato de Saída

O resultado �nal do processo de análise estrutural do nosso sistema é a árvore geradora

mínima da expressão. Nela, cada símbolo é um vértice que possui no máximo 8 arestas, re-

presentativas das possíveis relações entre os símbolos que ligam (�acima�, �abaixo�, �superscript�,

�subscript�, �direita�, �abaixo e à esquerda�, �acima e à esquerda�, e �sub-expressão�). Raramente,

no entanto, um símbolo gera mais de 3 arestas.

É fácil ver que essa estrutura pode ser percorrida facilmente de maneira recursiva, possibili-

tando a reconstrução da expressão por meio de um algoritmo razoavelmente simples, em qualquer

formato digital estruturado.

Para este trabalho, escolhemos o LATEX para representar a expressão �nal. Essa escolha levou

em consideração a ampla aceitação dessa linguagem para produção de textos cientí�cos no meio

acadêmico, a abertura de seu código e especi�cações, a ampla gama de símbolos reconhecidos,

e também fatores limitantes de dialeto, conforme explicados anteriormente. O LATEXin�uenciou

na de�nição das classes de símbolos, uma vez que seu comportamento foi limitado ao permitido

por esse formato.

4.4 Estrutura do software

O ExpressMath foi desenvolvido de acordo com o padrão Model View Controller (MVC) de

arquitetura de software. Essa estrutura visa minimizar o acoplamento entre a interface com o

usuário e o resto do código, facilitando alterações em ambos.

4.5 Melhorias Futuras

Embora nosso sistema tenha se mostrado capaz de lidar com as necessidades da maioria dos

usuários, podemos listar algumas melhorias possíveis:

• Interface de correção de erros: Uma funcionalidade útil que não foi implementada

ainda nessa ferramenta é o redimensionamento de símbolos. Acreditamos que, munida

dessa característica, seja possível corrigir qualquer expressão pela interface.

• Cadastro de símbolos: Atualmente, a lista de símbolos conhecidos pelo sistema é ar-

mazenada em um arquivo .xml, e sua edição pelo usuário, embora possível, exige algum

conhecimento técnico, se tornando proibitiva. Disponibilizar uma interface agradável para

edição desse arquivo aumentaria a usabilidade do sistema.
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(a)

(b)

(c)

Figura 9: (a) Expressão matemática a ser reconhecida. (b) Expressão com retângulos envoltórios.
(c) Expressão reconhecida: símbolos com etiqueta, centróide e limiares.
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• Reconhecimento de expressões tabulares: A abordagem utilizada neste trabalho não

trata matrizes e outras expressões tabulares. No entanto, o sistema poderia ser acrescentado

dessa funcionalidade por meio de uma extensão do código.

5 Avaliação de desempenho

A comprovação do funcionamento do método implementado não poderia ser veri�cada de

outra maneira que não por testes. A seguir documentamos como ocorreram os testes de e�ciência

do analisador, e seus resultados.

5.1 Preparação

Para automatizar esse processo, implementamos a feature de salvar e carregar uma expressão

em um arquivo no formato .xml. A interface grá�ca possui atalhos claros para o uso dessa

função, que foi implementada em conjunto com a equipe do classi�cador.

O arquivo .xml de entrada contém uma lista de símbolos com todas as informações necessárias

para sua reconstrução, a saber:

• Etiqueta LATEX

• Conjunto dos traços (com informação de tempo)

• Coordenadas do retângulo envoltório

Para que fosse possível testar todas as etapas do reconhecimento, inserimos também nesse

arquivo de entrada a fórmula LATEX �nal esperada, que pode então ser comparada com a obtida

pelo método implementado.

Todos os testes foram automatizados usando a ferramenta para criação de testes paramete-

rizados do JUnit 4, possibilitando que fossem rodados a qualquer momento, fato que auxiliou

bastante na medição dos impactos de pequenas alterações nas constantes utilizadas no algoritmo.

5.2 Coleta de dados

A coleta das expressões para testes se deu em duas etapas, com objetivos relativamente

diferentes. Todos as expressões foram coletadas com auxílio de um dispositivo do tipo data

tablet, e classi�cadas manualmente por meio de um classi�cador mockado.

5.2.1 Testes de e�ciência

Nesse primeiro grupo de testes estão incluídas apenas expressões escritas pelos desenvolvedo-

res do sistema, e seu objetivo foi testar o comportamento de cada uma das etapas do algortimo.
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As expressões desse conjunto são em geral simples, mas apresentam algumas das principais irre-

gularidades frequentemente encontradas em expressões matemáticas manuscritas.

Esse conjunto de testes consiste de 111 expressões matemáticas, e o sistema foi capaz de

reconhecê-las corretamente em 90,8% dos casos.

5.2.2 Testes de aceitação

Nessa etapa dos testes o objetivo era garantir que o sistema se comportava aceitavelmente

em situações reais de uso. Para isso buscamos ajuda de voluntários para entrada de expressões

pré-de�nidas. Dez voluntários participaram, sendo que cada um escreveu as seguintes expressões:

• 1: a2 = b2 + c2

• 2: 23+4 + 2

• 3: 234 + 5n − 2x2

• 4: 3
√
x4 − x2 + xe21

• 5: S = S0 + V0t+
at2

2

• 6: x+
6∑

m=0

y
a+b
m

• 7: x =
b+
√
b2 − 4ac
2a

• 8: 1√
2π

∫ ∞
−∞

e−
x2

σ2 dx

O aproveitamento do sistema nesse teste não foi tão alto, em virtude das variações na escrita

de alguns usuários. Das 88 expressões capturadas, apenas 62 foram reconhecidas corretamente

na primeira tentativa, representando 70,5% do universo de testes.

Nas expressões erroneamente analisadas, utilizamos a interface de correção de erros, contando

o número de movimentos necessários para que o ExpressMath acertasse a análise estrutural.

Nesse contexto, foi possível corrigir 70% das fórmulas com apenas uma movimentação. As 30%

restantes foram corrigidas em menos de quatro movimentos.

Apesar das inconsistências na escrita dos diferentes voluntários, foi possível, por meio da

interface drag & drop, corrigir todas as expressões analisadas incorretamente.

Essa etapa dos testes foi muito importante como feedback no desenvolvimento, e mostrou

claramente a importância e e�ciência da interface para correção de erros. Em não poucos casos

de teste, voluntários escreveram expressões de formação duvidosa, ou até incorreta, forçando os

limites do algoritmo.
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5.2.3 Análise dos resultados

Os testes realizados durante o desenvolvimento comprovaram a e�ciência do método estu-

dado, que se mostrou robusto no tratamento de expressões de variados níveis de complexidade.

Avaliações realizadas até a presente data mostram que os resultados concordam com os apresen-

tados no trabalho que serviu de referência [11].

A baixa taxa de reconhecimento apresentada pelo sistema nos testes com voluntários ressaltou

a importância da interface de correção de erros. Sem essa funcionalidade, a usabilidade do sistema

seria afetada, uma vez que além da escrita manuscrita ser muito variável, o uso de uma data

tablet pode prejudicá-la.

6 Considerações �nais

Descrevemos um método conhecido para análise estrutural de expressões matemáticas ma-

nuscritas fortemente baseado no conceito de dominância entre símbolos e operadores e que faz

uso de baselines e árvores geradoras mínimas. Descrevemos também um sistema computacional

que implementamos para a análise estrutural de expressões matemáticas manuscritas, baseado

no método descrito. Nossa implementação gera ao �nal da análise estrutural a representação da

expressão em LATEX, um dos formatos mais utilizados na criação e edição de notação matemática.

O método implementado é um dos mais recentes encontrado na literatura sobre esse tema.

Segundo os autores dessa abordagem, ela ainda apresenta de�ciências no que diz respeito à

e�ciência, robustez e reconhecimento de estruturas complexas como, por exemplo, matrizes e

sistemas de equações. Essas mesmas de�ciências foram veri�cadas nesse projeto. Algumas

expressões mais complexas como as que incluem estruturas tabulares, como matrizes, de�nições

de funções e operadores com limites em pilha, não são corretamente reconhecidas.

Devido à vastidão dos símbolos possíveis numa expressão matemática, é muito difícil obter um

algoritmo que saiba lidar com todos. Nesse projeto consideramos o tratamento de um conjunto de

símbolos condizente com aqueles encontrados na maioria das expressões e fórmulas na literatura

cientí�ca. Esse conjunto pode ser incrementado com novos símbolos, tarefa que listamos como

melhoria futura.

As implementações desenvolvidas serão úteis para melhor avaliar essa abordagem baseada

na construção de MST's e consequentemente para identi�car as suas de�ciências. Isto será

importante para guiar os próximos passos nessa linha de pesquisa.
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Parte II

Parte Subjetiva

Conforme pedido na ementa da disciplina MAC0499 - Trabalho de Formatura Supervisio-

nado, esse documento relata as minhas experiências pessoais (acadêmicas e pro�ssionais), que

se mostraram relevantes e in�uentes no desenvolvimento do ExpressMath, inicialmente como

iniciação cientí�ca, e posteriormente como trabalho de formatura.

7 Iniciação Cientí�ca

Meu interesse no reconhecimento de expressões matemáticas começou com um e-mail da

professora Nina, convidando alunos para trabalharem no projeto. Já havia desenvolvido um certo

interesse pela área de reconhecimento de padrões, por se tratar de um campo da computação em

que a perfeição não pode ser alcançada, e portanto existe o constante desa�o de melhorar taxas

de reconhecimento e e�ciência dos algoritmos.

Prontamente me apresentei como candidato a trabalhar no projeto, e em poucos dias já es-

tava lendo artigos cientí�cos e outros materiais sobre o tema, disponibilizados pela orientadora.

Após esse período de familiarização com o assunto da pesquisa, acertamos que eu iria trabalhar

na área da análise estrutural, nunca antes incluída em trabalhos feito no âmbito do Express-

Math. Até então os sistemas desenvolvidos se focavam apenas na primeira etapa do processo de

reconhecimento, a segmentação e classi�cação dos símbolos matemáticos.

O trabalho de implementação começou na linguagem C++, buscando uma possível integração

com o Freehand Formula Entry System, software esse que já fornecia toda uma interface para

desenho dos símbolos, em conjunto com um classi�cador e�ciente.

Ainda numa etapa bastante inicial do desenvolvimento, participei do IV Simpósio de Iniciação

Cientí�ca do IME, evento que foi muito importante para acelerar o processo de desenvolvimento,

e resultou no primeiro texto cientíco sobre o trabalho sendo desenvolvido.

Ainda no período que caracterizo como iniciação cientí�ca, entrou para o projeto o aluno

Bruno Yoiti Ozahata para trabalhar comigo na análise estrutural. Com sua entrada as reuniões
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com a orientadora se intensi�caram. Juntos decidimos abandonar as tentativas de integração com

o Freehand Formula Entry System, e re-escrever o código já implementado em C++, passando-o

para Java, a �m de integrar o sistema com o Math-Picasso, o último sistema implementado no

âmbito do ExpressMath.

Desde o segundo mês do trabalho de Iniciação Cientí�ca (junho de 2008), até maio de 2009,

recebi bolsa da CNPq, especí�ca para o ExpressMath.

8 Trabalho de Conclusão de Curso

A divisão entre Iniciação Cientí�ca e Trabalho de Conclusão foi muito tênue, visto que desde

o começo era meu objetivo dar continuidade ao projeto de IC no Trabalho de Formatura. Por

questões técnicas considero o ano de 2009 como o período de desenvolvimento do TCC.

A primeira mudança que ocorreu durante o desenvolvimento do Trabalho de Conclusão de

Curso foi a entrada de 2 alunos (Breno Flesh Franco e Ricardo Bastos), cujos esforços se volta-

riam a adaptar o Math-Picasso, simpli�cando a estrutura do código e implementando um novo

reconhecedor.

O trabalho inicial feito por esse outro grupo foi de fundamental importância para a sequência

do projeto, e consistiu da limpeza do código do Math-Picasso, simpli�cando-o, e acrescendo-o

de um reconhecedor �mockado�, para testes do analisador estrutural. Esse trabalho foi vital,

pois estávamos chegando num ponto do desenvolvimento em que testes eram necessários para

avaliação do algoritmo, e decisões sobre futuras modi�cações.

O período de 2009 foi o ápice do desenvolvimento do projeto, tanto no quesito de material

produzido, quanto do quesito de interesse pelo trabalho. Durante esse ano, além dos trabalhos

desenvolvidos para a disciplina MAC0499, participamos (o Bruno e eu) do 17o SIICUSP, realizado

em São Carlos, onde nosso projeto foi selecionado para apresentação oral. Assim como o simpósio

de Iniciação Cientí�ca do IME, a participação no SIICUSP foi proveitosa, adiantando a escrita

da monogra�a, e nos dando espaço para praticar e pré-aprovar nossa apresentação do trabalho.

9 Interação com o grupo

A interação com os outros integrantes do ExpressMath se deu em três níveis: dentro da equipe

do analisador estrutural, com a equipe responsável pelo classi�cador, e com a orientadora.

9.1 Com a equipe do analisador estrutural

O analisador estrutural foi desenvolvido em dupla com o aluno Bruno Yoiti Ozahata, e nossa

interação foi bastante intensa, principalmente no período de 2009, durante o qual desenvolvemos

o mesmo código e escrevemos a mesma monogra�a. Foi relativamente fácil manter um canal
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de comunicação entre nós, pois somos do mesmo ano do BCC, e tivemos diversas matérias em

comum no decorrer do projeto.

Embora também haja existido bastante comunicação via e-mail, em diversas ocasiões nos

encontrávamos para programar em pares, principalmente em momentos críticos da implementa-

ção, e nas tomadas de decisões. Além disso, tanto a divisão de tarefas quanto a discussão dos

problemas ocorria a sempre que existisse necessidade, fosse durante intervalos entre aulas ou pela

internet.

9.2 Com a equipe do classi�cador

A interação com a equipe que trabalhava no reconhecedor (Breno Flesh Franco e Ricardo

Bastos) foi um pouco mais complicada, pois ambos são do BCC 2005, e nosso encontro no IME

era um pouco raro.

Apesar das di�culdades, essa comunicação foi necessária, e bastante intensa na etapa inicial,

na qual consolidamos a integração dos dois sistemas. Por vezes, em geral nas semanas de break,

marcávamos encontros no IME nos quais juntávamos integrantes dos dois grupos para resolver

problemas em comum. Após os esforços para a integração, uni�camos o repositório subversion do

projeto, no qual trabalhamos juntos até o �nal do trabalho (logicamente em partes diferentes do

código). A partir desse momento nossa interação com eles diminuiu, visto que ambas as equipes

podiam desenvolver seu código independentemente. Em algumas ocasiões as alterações feitas

por um grupo prejudicava o funcionamento do código do outro, mas sempre foi possível resolver

o problema sem esforço signi�cativo.

Durante o período �nal do desenvolvimento a conversa do nosso grupo com o deles se deu

basicamente por meio do Ricardo Bastos, que assumiu um papel de porta-voz do grupo do

reconhecedor. Era a ele que nos dirigíamos quando um problema impeditivo surgia no sistema.

Além disso, por diversas vezes busquei auxílio do Breno nas questões arquiteturais da imple-

mentação. No início da fase de implementação em Java, tanto eu como o Bruno precisamos de

suporte, pois não tínhamos aprendido Java plenamente. Cabe aqui um agradecimento ao Breno

por ter guiado nossos passos quando ainda não éramos muito familiarizados com Java.

9.3 Com a orientadora

A interação com a Nina foi muito importante, principalmente durante os meses iniciais do

projeto, nas decisões importantes tomadas, e na de�nição dos grupos que trabalhariam no pro-

jeto como um todo. Durante esse período crítico, mantivemos reuniões quinzenais nas quais

apresentávamos os avanços e discutíamos os próximos passos.

O feedback da orientadora também foi fundamental para a produção de relatórios, resumos,

e da monogra�a. Antes de submeter qualquer trabalho, enviávamos uma versão prévia para

a orientadora, que efetuava a revisão, sugerindo alterações, adições e re-estruturações. Essa
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comunicação foi muito ágil e rápida durante todo o desenvolvimento, e ocorreu basicamente via

e-mail.

10 Matérias Relevantes

Nesta seção listo algumas matérias que tiveram in�uência signi�cativa no desenvolvimento

do trabalho de conclusão de curso, ordenadas cronológicamente.

10.1 Estatística

As matérias da Estatística (Introdução à probabilidade e estatística I e II, e Processos Esto-

cásticos), todas ministradas pela professora Elisabeth Kira, foram muito importantes para dar

alguma base aos algoritmos aprendidos no decorrer do curso, particularmente aos que tratam do

reconhecimento de caracteres. Esse tema, embora não diretamente relacionado à análise estru-

tural, está presente ExpressMath, e seu aprendizado foi importante para a compreensão global

do sistema.

10.2 MAC0110 - Introdução à Computação

Matéria inicial do BCC, ministrada pelo professor Alfredo Goldman, foi muito importante

por pavimentar o caminho pelo qual andaríamos no decorrer do curso. Além disso, foi a nossa

primeira experiência com Java, linguagem utilizada no projeto.

10.3 MAC0122 - Princípios de Desenvolvimento de Algoritmos

Nessa matéria, básica e fundamental para o aprendizado, o professor Yoshiharu introduziu

algoritmos básicos da computação, alguns dos quais utilizamos no ExpressMath, e acima de tudo

nos ensinou a calcular a e�ciência dos algoritmos.

10.4 MAC0323 - Estruturas de Dados

Nessa matéria ministrada pelo professor Carlinhos, expandimos o nosso conhecimento, explo-

rando as principais estruturas de dados. Esse conhecimento foi fundamental para a continuidade

do curso, e também para o trabalho de conclusão.

10.5 MAC0328 - Algoritmos em Grafos

Ministrada pelo professor Coelho, aprendemos nessa matéria sobre grafos, explorando algo-

ritmos que os manipulam. Dentre outras coisas conhecemos o conceito das árvores geradoras

mínimas, utilizadas pelo ExpressMath, e algoritmos para obtê-las. Além da apresentação de
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diversos algortimos, fomos induzidos a pensar de maneira crítica no funcionamento e e�ciência

dos mesmos. Foi uma das matérias mais prazerosa do curso.

10.6 MAC0211 - Laboratório de Programação I

Nessa disciplina, ministrada pelo professor Roberto Hirata, aprendemos a utilizar o SVN

(subversion), e o LATEX ferramentas bastante importantes, utilizadas amplamente durante o

desenvolvimento do TCC.

10.7 MAC0432 - Laboratório de Programação Extrema

Essa matéria, ministrada pelo professor Alfredo Goldman, foi o meu primeiro contato signi-

�cativo com Java, linguagem na qual foi desenvolvido o trabalho de conclusão de curso. Além

disso foi bastante proveitosa a experiência de trabalhar com uma equipe, num projeto maior do

que os convencionais EP's.

10.8 Estágio

Listo aqui o período de estágio (05/2009 - 12/2009) como muito importante para o desenvol-

vimento do projeto. Trabalhando com desenvolvimento em Java, aprendi na prática tudo o que

sabia apenas na teoria (ou as vezes nem isso) tanto sobre a linguagem quanto sobre orientação

a objetos.

Cabe aqui pontuar que, em minha opinião, o curso de graduação foi falho no sentido de não

proporcionar muitas oportunidades de convívio dos alunos com Java, uma das linguagens usadas,

e bastante popular no mercado de trabalho.

11 Futuro

Embora pessoalmente eu não tenha interesse em dar continuidade ao projeto, acredito que de-

mos um passo importante no contexto do ExpressMath, adicionando a funcionalidade de análise

estrutural, e nos preocupando também em deixar para outros pesquisadores um código inteligí-

vel, limpo, e bem documentado (incluímos e atualizamos o Javadoc existente no Math-Picasso),

aspecto do qual sentimos falta ao iniciar o projeto.

Nosso trabalho foi importante também no sentido de avaliar a abordagem proposta, po-

dendo ser útil para guiar futuros passos do ExpressMath, ou até novas abordagens para análise

estrutural baseadas em árvores geradoras mínimas e dominância entre símbolos.
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