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1 Introducao

Nos 1ltimos anos, notou-se que varios problemas de otimizacao combinatéria podem ser
olhados sob o ponto de vista de teoria dos jogos, e isso tem trazido resultados interessantes
para tais problemas, pois permite que técnicas e observacoes da area de teoria dos jogos sejam
usadas ou sirvam de inspiracdao. Ao mesmo tempo, o crescimento da internet trouxe consigo
uma variedade de problemas novos, muitos deles envolvendo aspectos de teoria dos jogos. Neste
projeto mostraremos problemas de otimizagao combinatoéria sob o enfoque de teoria dos jogos.

Mais precisamente, neste projeto trataremos de quatro problemas. Os dois primeiros deles
sao bons exemplos para situar o leitor sobre algumas caracteristicas que encontramos em pro-
blemas da area de teoria dos jogos, pois possuem solugoes simples e até intuitivas. Ja os outros
dois problemas sao mais sofisticados, além de apresentarem interesses praticos.

2 Casamento Estavel

Considere um grupo de homens e um grupo de mulheres que se conhecem, todos solteiros.
Podemos imaginar que cada homem tem uma ordem de preferéncia para as mulheres do grupo,
desde a que mais gosta até a mulher que menos gosta, sem empates. O mesmo vale para as
mulheres, de maneira analoga. O problema em que estamos interessados é chamado de problema
dos casamentos estdveis.

Supondo que os dois grupos tém o mesmo tamanho, queremos escolher uma esposa para cada
homem, levando em conta as ordens de preferéncia, de modo que os casamentos sejam estdveis.
Caso os grupos nao sejam do mesmo tamanho, podemos adicionar “manequins" no grupo menor,
de forma que nao atrapalhem nas decisoes finais de casamentos, e ao final consideramos que os
que fiquem casados com tais manequins ficam solteiros.

2.1 Notacao

Denotamos por H o conjunto dos homens e por M o das mulheres, e consideramos entao
que |H| = |M| = n. Todo m € M tem uma ordem de preferéncia nos elementos de H: para
aebe H eme M, a >,, bdenota que a mulher m prefere a mais do que prefere b. Assim
temos uma ordem de preferéncia estrita:

hl >'mh2>‘mh3>'m>'mhz>‘m>‘mhn>

onde o elemento m tem maior preferéncia por hy, e menor preferéncia por h,.

O mesmo vale para cada elemento h € H, que possui uma ordem de preferéncia »=j, nos
elementos de M. Logo, cada elemento de M U H possui sua ordem de preferéncia, indicando
com qual elemento tem preferéncia a se casar.

2.2 Estabilidade

Agora que temos em maos os conjuntos e suas preferéncias, precisamos descrever quando
um grupo de casamentos entre H e M ¢é estavel.

Um grupo de casamentos entre H e M é dito instdvel se temos dois homens hy e hy € H
e duas mulheres m; e my € M onde hy estd casado com my e hy estd casado com msy, mas
My >=p, M1 € hy >, ho , ou seja, hy prefere my a my, e mo prefere hy a hy. Nesse caso, dizemos
o par (hy, mg) é um par blogueador, e temos entao um grupo de casamentos instavel. Um grupo
de casamentos que nao possui nenhum par bloqueador é estdvel.
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2.3 Exemplo

Vamos considerar trés homens hy, ho € hg e trés mulheres my, my e mg, com as seguintes
ordens de preferéncia:

hi: me  >p, M1 >=p, M3
hot my  >p, Mg >p, Mo
hs: my  >=p, Mma  p, Mg
my: h1 >‘m1 hg >'m1 hg
mao: hg > mo hl mo hg
ms: hy >ms s g e

Suponha que temos os casamentos (hy, my), (he, ma) e (hs, m3). Podemos entao ver que esse
grupo de casamentos é instavel, pois (hy, mg) € um par bloqueador. Ja o grupo de casamentos
(hl, ml), (hg, mg) e (hg, mg) é estavel.

2.4 Algoritmo da proposta masculina

Vamos ver um algoritmo que encontra um grupo estavel de casamentos entre elementos de
H e M. Este algoritmo deve-se a Gale e Shapley (1962) [3]. Ele recebe os conjuntos H e M e
a ordem de preferéncia de cada pessoa em H U M, e é iterativo.

Comecamos com um conjunto S de homens solteiros, um conjunto de mulheres solteiras G,
e uma lista L de casais, que descreve com qual homem uma mulher estd casada. Inicialmente
S=H,G=MelL=10. (Estamos usando o conjunto G apenas para facilitar.) Temos também
uma marcacao para identificar qual serd a proxima mulher que receberd a proposta de um
homem h € H, e chamaremos essa marcagao de F'(h). Inicialmente cada homem h ira fazer a
proposta & mulher mais bem colocada na sua ordem de preferéncia, ou seja, F'(h) é a primeira
mulher na ordem de preferéncia de h.

Entao pegamos o conjunto S’ = S, e para cada homem s € S’ olhamos para a proxima
mulher p = F(s) a quem ele deve fazer uma proposta (que é a mulher mais bem colocada na
sua ordem de preferéncia que ainda nao o rejeitou).

Caso 1. p estd no grupo G de mulheres solteiras. Entao removemos p de GG, e também remove-
mos s de S, além de atualizar F'(h) com a proxima mulher logo abaixo de p na sua ordem
de preferéncia, e atualizar a lista L marcando que s estd casado com p. (Observagao: este
casamento pode ser desmanchado ainda nesta iteragao; veja o Caso 2 para entender.)

Caso 2. p nao estd em G, ou seja, a mulher p ji estd casada com algum outro homem. Entao
ela deve decidir se ird se casar com s, ou manter seu casamento, e para isso basta ela escolher
utilizando sua ordem de preferéncia.

Caso 2.1 p opta por manter seu casamento (rejeitando s). Basta atualizar a proxima mulher a
quem s fard sua proposta.

Caso 2.2 p decide se casar com s (rejeitando seu antigo marido). Entao precisamos remover s
de S, e inserir o antigo marido da mulher p em S. (Repare que, como ele nao era solteiro, nao
havera duplicagdes no conjunto S.) Também atualizamos a lista L e F(s). Comecamos uma
nova iteracao, com os novos conjuntos S e G, a lista L, e a funcao F.

O algoritmo termina quando o conjunto S fica vazio, o que significa que todos os homens
estao casados, chegando, como veremos, a um grupo estavel de casamentos.

Algoritmo PROPOSTA MASCULINA (H, M, <)
1 S« H, L(m) <« indefinido, para cada m € M



2  para todo h € H faca

3 F(h) é a primeira mulher na ordem de preferéncia de h

4  enquanto S # () faca

5 seja h um homem em S faca

6 se L(F'(h)) esta indefinido // a mulher F'(h) esta solteira

7 entdo L(F(h)) < h, S — S\ {h}

8 sendo

9 se h >=pny L(F(h)) // h & melhor na ordem de preferéncia de F'(h)
10 entdo S «— SU{L(F(h))}, L(F(h)) < h, S« S\ {h}

11 // sendo a mulher F'(h) rejeita o homem h, e nada precisa ser feito

12 atualizamos F'(h) para a préxima mulher na ordem de preferéncia do homem h
13 devolva L

2.4.1 Correcao do algoritmo

Suponha que, ao final do algoritmo, nao temos um grupo estével de casamentos. Logo temos
um par bloqueador. Seja ele o par (hy, my), onde hy é casado com my e my é casada com hs.
Pela definicao de par bloqueador, msy >5, m, e entao o homem h, teria feito uma proposta a
mulher my antes de fazer & mulher m;. Como nao temos o casal (hy, ms), isso implica que mq
recebeu uma proposta de alguém que ela prefere em relagao ao homem h;. Dado que my esta
casada com hs ao final do algoritmo, temos entao hg >,,, hi, uma contradigao.

Portanto nao existe tal par bloqueador, o que prova que o algoritmo realmente encontra um
grupo estavel de casamentos entre os conjuntos H e M.

Veja que o algoritmo produz um grupo estavel de casamentos independente da escolha de
h na linha 5. E natural no entanto pensar em S como uma fila.

2.4.2 Implementacao

O algoritmo acima foi implementado e pode ser acessado em

http://www.linux.ime.usp.br/"atol/ic/teoria_dos_jogos/algoritmos.

Temos a iteracao principal, onde algum homem solteiro faz proposta a préxima mulher
da sua ordem de preferéncia. Para deixar o c6digo mais eficiente, temos que iterar apenas nos
homens solteiros, e para isso utilizei uma fila. Caso o homem escolhido na linha 5 seja rejeitado,
inserimos ele de volta na fila. Essa fila é usada no algoritmo acima fazendo o papel de S.

Dentro desta iteracao principal, temos que fazer a proposta de algum homem solteiro. Para
isso precisamos ter informagoes sobre a mulher m a quem um homem A estd propondo. A
mulher m s6 aceitara a proposta do homem h se este aparecer antes do que seu atual marido na
sua ordem de preferéncia. Para isso, da forma como esta descrito, parece que estamos varrendo
a ordem de preferéncia da mulher m e verificando quem aparece antes, o que seria ineficiente.
Por isso temos ainda uma outra matriz que guarda um valor atribuido a cada homem por cada
mulher. Esses valores sao inteiros de 1 a n, sendo que n é o valor do homem preferido de cada
mulher, n — 1 é o valor do segundo homem preferido, etc. Entao, na verdade, basta verificar os
valores atribuidos pela mulher m tanto a seu atual marido, quanto ao homem A que esta lhe
fazendo uma proposta, acessando as posicoes da matriz de valores sem precisar de varredura,
para decidir quem serd o marido da mulher m ao final desta proposta.


http://www.linux.ime.usp.br/~atol/ic/teoria_dos_jogos/algoritmos

2.4.3 Consumo de tempo

Sabemos que cada homem s6 faz proposta a cada mulher no maximo uma tnica vez, ou
seja, cada homem vai fazer no maximo n propostas, ao longo de todo algoritmo. Como temos
n homens, e cada proposta ¢ feita em tempo constante, chegamos a O(n?) operagoes durante o
algoritmo.

Existem casos onde o algoritmo termina em tempo O(n). Por exemplo, quando cada homem
prefere uma mulher diferente do que todos os outros homens, o algoritmo termina apds n
propostas. Um dos piores casos para o algoritmo é quando todo homem possui a mesma ordem
de preferéncia nas mulheres, chegando a algo proximo de n?/2 propostas.

2.5 Otimo masculino

Claro que poderiamos fazer o algoritmo acima trocando os papéis dos homens e das mulheres.
Nesse caso, terfamos uma proposta feminina, que também resultaria em um grupo estavel de
casamentos, mas nao necessariamente igual.

Pode existir mais do que um grupo estavel de casamentos entre os conjuntos. O mais
estudado dentre esses grupos é justamente o grupo encontrado pelo algoritmo de (Gale-Shapley
(1962), descrito na subsegao , também chamado de proposta masculina devido ao modo
como ele funciona. Vamos ver uma propriedade sobre esse grupo estavel de casamentos que
encontramos através deste algoritmo.

Seja X um grupo de casamentos. A mulher casada ao homem h no grupo X sera denotada
por X (h), assim como o homem casado a mulher m sera denotado por X (m). Um grupo estavel
de casamentos X ¢é dtimo masculino se nao existe um grupo estavel de casamentos Y tal que
Y (h) >=n X(h) ou Y(h) = X(h) para todo h, com pelo menos uma ocorréncia da primeira.

A situacao é muito semelhante para um grupo estavel de casamentos ser dtimo feminino.

O algoritmo da proposta masculina encontra um grupo estavel de casamentos 6timo mas-
culino. Seja X o grupo estavel de casamentos encontrado pelo algoritmo e suponha que ele nao é
6timo masculino. Entdo deve existir um grupo estével de casamentos Y tal que Y'(h) > X (h)
ou Y(h) = X(h) para todo h € H, com pelo menos uma ocorréncia da primeira condigao.
Porém, se Y (h) =) X(h) para algum h € H, entdao o homem h propos a mulher Y (h) antes de
propor & mulher X (h), segundo o algoritmo. Mas ja que o homem h nao terminou casado com
Y (h) no grupo de casamentos X, isso implica que algum homem p € H propos & mulher Y (h)
e este homem p tem maior preferéncia do que h na ordem de preferéncia da mulher Y'(h), ou
seja, p =y (n) h. Por outro lado, o homem p nao terminou casado com a mulher Y (h) no grupo
de casamentos Y, o que implica que ele terminou casado com uma mulher de menor preferéncia
(se fosse de maior preferéncia, ele nunca teria proposto & mulher Y (h), durante a execugao do
algoritmo para gerar o grupo de casamentos X), logo Y (h) >, Y(p). Juntando as duas de-
sigualdades, temos um par bloqueador no grupo de casamentos Y, uma contradi¢ao. Portanto
nao existe tal grupo de casamentos Y, concluindo que o grupo de casamentos encontrado pelo
algoritmo é 6timo masculino.

2.6 Prova de estratégia

Vamos mostrar que uma pessoa pode se beneficiar ao declarar sua ordem de preferéncia
diferente de suas reais preferéncias. Por exemplo, os casamentos resultantes da aplicacao do
algoritmo as ordens do exemplo da subsecao [2.3[sao (hi, ms), (he, ms3) e (hs, my). Agora vamos
alterar a ordem de preferéncia da mulher m; para: hy >, ha =, hs.



Repare que no resultado do algoritmo para o exemplo inicial a mulher m; havia terminado
casada com o homem hg, que é o segundo na sua ordem de preferéncia original. Mas ao alterar
sua ordem de preferéncia, ela consegue acabar casada com o homem de maior preferéncia h;.
Veja a simulacao do algoritmo na subsegao (2.6.1)).

Com isso, chegamos a conclusao de que esse algoritmo nao é a prova de estratégia. Ou seja,
uma pessoa pode relatar uma ordem de preferéncia que nao é verdadeira para se beneficiar.
Essa pessoa, no caso do algoritmo da prosposta masculina, é na verdade uma mulher. Segue
a prova de que os homens nao conseguem nenhum beneficio alterando a declaragao de suas
ordens de preferéncia.

Suponha que para o conjunto de ordens de preferéncias reais P = (>4,, =p,, - - -, =h, ) €Xista
um homem que falsifique sua ordem de preferéncia e consiga se beneficiar com isso. Sem perda
de generalidade, suponha que esse homem seja o hy;. Seja p o grupo estavel de casamentos
devolvido pelo algoritmo aplicado a P, onde p(h;) representa a mulher casada ao homem h;
em p, e pu(m;) representa o homem casado a mulher m; em p, para 1 <i <n. Seja ¢/ o grupo
estavel de casamentos devolvido pelo algoritmo aplicado a P’, onde P’ representa o conjunto
de ordens de preferéncia quando o homem h; falsifica suas reais preferéncias, declarando ..
Ou seja, P = (>4, >hgy---5>n,). Como o homem h; se beneficiou ao declarar >, no lugar
de >, temos que p/(hy) >p, p(hy). Mostraremos que se p'(hy) >p, u(hy), entdo o grupo de
casamentos 1/ nao é estavel com relacao a P’, uma contradicao.

Seja R = {h : p/(h) =, p(h)}, ou seja, R é o conjunto de homens que se beneficiaram
no grupo de casamentos y'. Mostraremos que, para todo h € R, se m = p/(h) e b/ = p(m),
vale que A’ € R. Ou seja, se um homem h se beneficiou em p, entdo o homem h' que estava
casado com p/(h) em p também se beneficou em p/. Como m >, u(h), a estabilidade de u
implica que b’ = p(m) =, h. A estabilidade de y' (com relacao a P’) implica que p/(h') =p m,
ja que h' >,, h mas m ficou casada com h em p'. Como h' estava casado com m em pu,
temos que h' € R. Definimos S = {m : p/(m) € R}. Observe que, pela discussdo anterior,
S ={m:pu(m) € R}.

Como p(m) >, p'(m) para toda mulher m € S, durante a execugao do algoritmo da
proposta masculina aplicada a P, cada m € S rejeita p/(m) € R em alguma iteracdo. Seja
h € R o tltimo homem a fazer uma proposta durante a execucao do algoritmo para P. Essa
proposta é feita & m = u(h) € S, que, pela escolha de h, rejeitou p/(m) em alguma iteracao
anterior do algoritmo. Isso significa que quando h propoe a m, ela rejeita a proposta de algum
R ¢ R, tal que h' >, ¢/(m). Como h' & R, temos que m > u(h') =p p/'(h'). Portanto (h',m)
forma um par bloqueador em p' para P’, concluindo que o algoritmo é & prova de estratégia
para os homens.

Por outro lado, aplicando o algoritmo da prosposta feminina, temos um resultado oposto,
ou seja, de nada adianta as mulheres falsificarem suas ordens de preferéncia, pois apenas os
homens podem obter alguma vantagem com essa estratégia. O algoritmo da proposta feminina
¢ muito semelhante ao algoritmo da proposta masculina. Basta inverter a posi¢ao de homens e
mulheres durante a execucao do algoritmo, ou seja, as mulheres fazem propostas e os homens
aceitam ou rejeitam tais propostas.

2.6.1 Simulagao

Para entender melhor como acontece a modificacao do resultado final, podemos acompanhar
a simulacao do algoritmo para a entrada original, e depois observar as modificagoes que ocorrem
ao alterarmos a ordem de preferéncia da mulher m;.

Primeiras trés iteragoes: h; propoe a mulher ms, hy propoe & mulher mq, e hs propoe a
mulher m; também. Nesse ponto, m; rejeita a proposta de hs, e ao final destas iteragoes temos



os casais (h1, ma), (he, ), (hs, mq).

Quarta iteracao: agora temos apenas hy solteiro, que propoe a mulher mg, terminando assim
com o grupo de casamentos (hy, ms), (he, m3), (hs, m1).

Agora suponha que a mulher m; em vez de rejeitar o homem hoy tivesse rejeitado o outro
homem que lhe tinha feito proposta nas primeiras iteracoes, hs. Entao, na quarta iteracao, o
homem hj3 ird propor & mulher ms que estava casada com hy. Seguindo sua ordem de preferéncia,
my ird rejeitar o seu antigo marido hy, criando um novo casal (hs, ms). Apos isso, na quinta
iteracao, temos apenas o homem h; solteiro, que ird propor & mulher m,, que estava casada
com o homem ho, mas ira aceitar essa nova proposta, deixando o homem hsy solteiro e criando
o casal (hy, m1). Na sexta iteragao, o homem hsy, que esté solteiro, ir4 propor & mulher ms que
estava solteira até entdo, teminando o algoritmo com o grupo de casamentos (hy,my), (ha, m3),
(hg, mg) .

2.7 Olhando por outro angulo

Uma outra maneira de resolver o problema dos casamantos estaveis é usando programagao
linear. Para cada h em H e m em M, temos uma variavel xy,,. Definindo que zp,, = 1 se um
homem h € H e uma mulher m € M estiverem casados, e x,, = 0 caso contrario , as seguintes
desigualdades devem ser satisfeitas para que essas variadveis representem um grupo estavel de
casamentos entre H e M:

> @pym = 1VheH

meM
thm = 1 VmeM
heH
thj—Finm—kth < 1 VYheH VYmeM

Thm > 0 VYhe H, Ym € M.

As duas primeiras restricoes garantem que cada pessoa estara casada com exatamente uma
pessoa do sexo oposto se Ty, € {0, 1} para todom e h. A terceira restrigao garante estabilidade.
Vamos verificar isto.

Primeiro observe que, dado um grupo estavel de casamentos, fixando zp,, = 1 se h esta
casado com m e xp,, = 0 caso contririo, entdo os valores x,, satisfazem o programa linear
acima. Se xy,, = 1 entdo as duas primeiras restri¢oes garantem que as somatorias da terceira
restricao valem zero, satisfazendo a terceira restricao. Se xy,, = 0, entao suponha que a terceira
restricdo nao seja satisfeita. Para isso, seria necessario que ambas as soméatorias valessem 1,
ou seja, Zﬂhm xpy = 1le ZHmh ZTim = 1. Entdo, o homem h esta casado com uma mulher j
que estd pior colocada na sua ordem de preferéncia do que a mulher m. Da mesma forma, a
mulher m estd casada com um homem 7 que esta pior colocado na sua ordem de preferéncia
do que o homem h. Assim teriamos o par bloqueador (h, m). Logo, a restrigdo é satisfeita,
pois o grupo de casamentos inicial é estavel, e portanto nao ha pares bloqueadores. Isso nos
leva ao fato de que, dado um grupo estavel de casamentos, fixando os valores xj, conforme a
definicao, satisfazemos todas as restrigoes do programa linear.

Isso significa que o programa linear acima sempre tem uma soluc¢ao viavel onde zp,, € {0,1}
para todo h e m. Além disso, pelo teorema abaixo, podemos usar por exemplo o algoritmo
simplex para encontrar valores de xy,, em {0, 1} que satisfagam o programa linear acima.
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Teorema 2.1 O poliedro definido pelas inequacoes acima € o casco convexro de todos 0s grupos
de casamentos estdveis.

A partir destes valores, podemos construir um grupo de casamentos onde o homem h € H
estd casado com a mulher m € M se e somente se xp,, = 1, e podemos mostrar que ele é
estavel. Das duas primeiras restricoes, conseguimos perceber que todo homem estd casado
com exatamente uma mulher, e toda mulher estd casada com exatamente um homem. Pela
terceira restricao, temos que ou o homem h estd casado com uma mulher j, com j <, m; ou
a mulher m estd casada com um homem i, com ¢ <,, h; ou temos o casal (h, m); ou nenhuma
destas situagoes ocorre. Como a primeira e a segunda opcoes nao ocorrem simultaneamente
para nenhum A e m, nao temos nenhum par bloqueador neste grupo de casamentos, e portanto
temos um grupo estavel de casamentos.

Entao chegamos a conclusao de que os problemas sao equivalentes.

2.8 Extensoes do problema

Vamos ver superficialmente algumas variacoes do problema dos casamentos estaveis. Para
mais exemplos de aplicages ou variantes, veja o capitulo 12 do livro de Ahuja [2] e outros.

2.8.1 Mercado de admissao em faculdades

Neste problema os casamentos sao um pouco diferentes. Os elementos de um dos grupos
estao interessados em um ou mais elementos do outro grupo, como é o caso de estudantes
e faculdades. Considerando um grupo de faculdades, e um grupo de estudantes, entao os
estudantes procuram apenas uma faculdade, com alguma ordem de preferéncia, e as faculdades
aceitam mais do que apenas um estudante, e também tem alguma ordem de preferéncia. Entao
estamos procurando alguma forma de “casar” os estudantes as faculdades de maneira estavel.

2.8.2 Problema da repiiblica

A modificacao deste problema em relacdo ao original é que aqui temos apenas um conjunto
de pessoas. Os elementos deste tinico conjunto estao interessados em elementos do proprio
conjunto, que é o problema de procurar parceiros de quarto. As pessoas do conjunto tém uma
ordem de preferéncia sobre as outras, e querem escolher alguém para dividir o quarto. Nesse
problema, nem sempre existe uma solu¢ao, mas conseguimos verificar se existe ou nao em tempo
quadratico no tamanho do conjunto. Podemos também construir um problema de programacao
linear para resolver este.

Veja um exemplo de uma instancia desse problema que nao possui solu¢ao. Para o conjunto
de pessoas P = (p1,p2, p3, p4) com as seguintes ordens de preferéncia

P1t D3 >_pl D2 >_p1 P4
P2 D1 >‘p2 D3 >'p2 P4
P3t P2 mps D1 ps D4
D4t D1 7py P2 7py D3

nao existe casamento estavel. E facil verificar que em todos os possiveis grupos de casamento
existe um par bloqueador.
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3 Alocacao de bens indivisiveis

Vamos estudar o problema da alocacao de casas para entender o modelo de alocacao de
bens indivisiveis. Nesse problema temos um conjunto N = {1,2,...,n} de negociantes e cada
negociante possui inicialmente uma casa. As casas sao transferiveis e os negociantes podem
trocar de casa usando como moeda a sua propria casa. Cada negociante possui também uma
ordem de preferéncia estrita sobre as n casas em questao, ou seja, uma lista ordenada das
casas, desde a casa que mais gosta até a casa que menos gosta, sem empates. Nosso objetivo
¢ realocar as casas entre os negociantes, de forma a satisfazer algumas condi¢oes, chegando a
uma alocacgao dita estavel.

3.1 Notacao

A casa j denota a casa inicial do negociante j. Para descrever uma alocagao de casas
usaremos um vetor x de tamanho n, onde x; é o nimero da casa atribuida ao negociante i.
Assim temos a alocacdo inicial z; = 7, para i de 1 a n.

Para denotar a ordem de preferéncia de um negociante ¢ usaremos >;, onde a >; b indica que
o negociante ¢ prefere a casa a a casa b. Podemos também imaginar uma matriz quadrada M
para descrever as ordens de preferéncia, onde M = (a;;), e a;; > a;; significa que o negociante
1 prefere a casa j a casa k.

Uma alocacao de casas x deve satisfazer x; # x; para todo ¢ # j, ou seja, uma casa s6 pode
pertencer a um negociante, e serd entao uma alocacao vidvel. O contrario também deve ser
valido: todo negociante s6 pode possuir uma tnica casa.

3.2 Alocacao estavel

Intuitivamente, uma alocacao estavel das casas ocorre quando, levando em conta a alocagao
inicial das casas, nenhum conjunto de negociantes esta disposto a trocar de casas entre si. Para
definir isso formalmente, chame de 7" o conjunto de todas as alocagoes viaveis. Agora, para
todo conjunto S C N, chame de T'(S) o conjunto de todas as possiveis alocagOes viaveis de
casas onde os negociantes em S ficam com casas de S e os negociantes fora de S ficam com
casas fora de S. Assim T'(S) = {t € T: t, € S Vi € S}. Apo6s essas defini¢oes, dada uma
alocagao viavel ¢ em T', um conjunto S de negociantes forma um conjunto bloqueador em t se
existe uma alocacao p em T'(5) tal que, para todo negociante i € S, temos p; =; t; ou p; = t;,
com pelo menos uma ocorréncia da primeira. Assim um conjunto bloqueador S pode chegar
a uma alocacao mais favoravel a cada pessoa de S, ou seja, onde cada pessoa de S recebe
uma casa que nao seja pior na sua ordem de preferéncia, e pelo menos uma delas recebe uma
casa melhor na sua ordem de preferéncia. (Eventualmente, como veremos no exemplo a seguir,
alguma pessoa fora de S ficaria com uma casa pior nesta alocagao.) Uma alocagdo que nao
possui nenhum conjunto bloqueador é uma alocagao estdvel. O conjunto de todas as alocacoes
estaveis ¢ chamado nicleo.

3.3 Exemplo

Vamos mostrar um exemplo para ilustrar o problema. Considere as seguintes ordens de
preferéncia:

1: 1 1 2 1 3
2.1 =9 2 =9 3
30 2 >3 3 >3 1



A alocagdo (1,2,3) é estavel. Ja a alocagao t = (1,3,2) ndo é estavel pois S = {2} é um con-
junto bloqueador. De fato, T'({2}) = {(1,2,3), (3,2,1)} e tomando a alocagao p = (1,2,3)
temos que ps =9 to. Observe que S = {2,3} nao é um conjunto bloqueador em ¢, pois
T({2,3}) = {(1,2,3), (1,3,2)} e, para p = (1,2,3), temos que p3 <3 t3.

3.4 Algoritmo TTCA

Veremos um algoritmo que encontra uma alocacao estével para os negociantes e casas. Fsse
algoritmo recebe um conjunto N de negociantes, e suas ordens de preferéncia sobre as casas.
O algoritmo chama-se Top Trading Cycle Algorithm, abreviado para TTCA.

Construa um grafo dirigido GG, onde cada negociante em N é um vértice. Para cada ne-
gociante ¢ em N, insira um arco do vértice ¢ para o vértice j se a casa j for a casa preferida
do negociante i dentre as casas de N. Como temos tanto |N| vértices como arcos e o grau
de saida de cada vértice ¢ exatamente um, temos pelo menos um circuito em G, que pode
ser de tamanho 1. Mais do que isso, cada circuito é disjunto dos outros, ou seja, os vértices
que pertencem a um circuito nao pertencem a nenhum outro circuito de G. Ademais, cada
componente conexa possui exatamente um circuito.

Entdo, podemos definir qual casa deve ser atribuida a cada negociante (vértice) pertencente
a cada circuito, fazendo o seguinte. Para cada circuito C' em G, digamos de tamanho r, que
¢ da forma iy — iy —---— 17,, ou seja, o negociante 7; tem como casa preferida a casa do
negociante iy, e etc., basta atribuir a casa i, ao negociante i1, e genericamente, para xr > 2,
atribuir a casa i, ao negociante i, ;. A casa ¢; deve ser atribuida ao negociante i,. Apds a
atribuicao de casas, basta removermos os negociantes que estao em cada circuito C' do conjunto
inicial N, e recomercamos o algoritmo se N # ().

No pseudo-codigo abaixo, A(v) denota a casa atribuida ao negociante v pelo algoritmo.

Algoritmo TTCA (N)
1 enquanto N # () faca

2 G — (N, 0)

3 para todo u € N faca

4 seja v 0 negociante cuja casa é de maior preferéncia para u
dentre os negociantes em N

5 E(G) «— E(G) U {uv} // adicione o arco

6 para todo circuito C' em G faca

7 para todo vértice v € C faca

8 seja u em N tal que a aresta vu € E(C)

9 Av) «—u

10 N — N\V(C)

11  devolva A

Veja um exemplo de simulacao do algoritmo para uma instancia com 5 negocintes que
possuem as seguintes ordens de preferéncia:
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1: 3 =1 4 =1 5 =1 2 »=1 1.
2001 =9 5 o9 4 9 3 =9 2
3 2 >3 1 >3 5 >3 4 >3 3.
4: 3 =4 2 =4 1 =4 b5 =4 4
5 1 >=5 3 >=5 2 »5 4 »5 O.

Figura 1: Primeira iteracao.

Nessa primeira iteracao, o algoritmo aloca a casa 3 ao negociante 1, a casa 1 ao negociante
2, e a casa 2 ao negociante 3.

Figura 2: Segunda iteracao.

Apos alocar a casa 4 ao negociante 4, temos o grafo da tultima iteracao do algoritmo.

Figura 3: Terceira iteracao.

O

O algoritmo aloca a casa 5 ao negociante 5, e encontra a alocacao A = (3,1,2,4,5).

3.4.1 Correcao do algoritmo

Vamos mostrar que o nidcleo sempre consiste de uma tnica alocacao: a devolvida pelo
algoritmo acima. No algoritmo, cada negociante que recebe uma casa na primeira iteracao
recebe a sua casa favorita, ou seja, a casa que é a primeira em sua ordem de preferéncia.
Chamemos de N; o conjunto de tais negociantes. Note que os negociantes de N; formariam
um conjunto bloqueador caso chegéssemos a uma alocacao que nao atribuisse tais casas a esses
negociantes. Isso se deve ao fato de que em N; todos os negociantes recebem sua casa favorita
em N, e também devido ao fato de que tais negociantes formam um ciclo no grafo do algoritmo
e portanto tal alocacdo pertence a T'(N7). Por isso, qualquer alocagio que esta no ntcleo precisa
atribuir as casas aos negociantes de N; da forma como o algoritmo faz.
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Com isso, podemos usar o mesmo argumento para o conjunto de negociantes Ny que recebem
casas na segunda iteracao. Cada negociante em Ny recebe sua casa favorita excluindo as casas
que ja foram atribuidas aos negociantes em N;. Portanto, se uma alocacao estid no nicleo, os
negociantes de N; recebem as casas que o algoritmo atribue a eles e entao os negociantes de Ny
precisam receber as mesmas casas que sao atribuidas a eles pelo algoritmo, caso contrario Ny
formaria um conjunto bloqueador em qualquer alocacao que atribui as casas de N; como na
alocagao do algoritmo.

Seja Ny o conjunto de negociantes para os quais o algoritmo atribui uma casa na sua k-ésima
iteracao. Uma prova por inducao em k£ mostra que, em toda alocacao do nicleo, o conjunto de
negociantes N, recebe exatamente as casas que lhe foram atribuidas pelo algoritmo na iteracao
k. Assim, ou o ntucleo é vazio ou contém unicamente a alocacao devolvida pelo algoritmo.

Resta provar que nao existe nenhum conjunto bloqueador na alocacao A devolvida pelo
algoritmo. Suponha que existe um conjunto bloqueador S em A tal que S é minimal. Seja i
o menor indice tal que N; NS # 0 e seja p € T(S) tal que p; =; A; ou p; = A;, com pelo
menos uma ocorréncia da primeira. As casas que cada negociante j de N; NS gosta mais que
a casa A; estdo com negociantes de U'_ N,.

Como SNN, =0 parar=1,...,i—1, e p; € SN N; tal que p; = A(j), temos p; = A;.
Entdo o conjunto S\ N; teria que ser um conjunto bloqueador, ja que S era bloqueador, o que
contraria a minimalidade de S.

Portanto a alocacao devolvida pelo algoritmo nao possui um conjunto bloqueador, e entao
o nicleo consiste apenas da alocacao devolvida pelo algoritmo, como queriamos mostrar.

3.4.2 Prova de estratégia

Para aplicar esse algoritmo a um conjunto de negociantes, precisamos saber as preferéncias
dos negociantes sobre as casas. Mas existe algum motivo para que os negociantes declararem
suas reais preferéncias? Para isso, vamos olhar melhor para o algoritmo TTCA e analisar se
existe motivo ou nao.

Considere uma matriz M de ordens de preferéncia e A a alocacao devolvida pelo algoritmo
aplicado as ordens de preferéncia de M. Suponha que o negociante j € N, para algum k
nao declare suas reais preferéncias, para tentar conseguir uma casa melhor do que A; ao final
do algoritmo. Teremos entdao uma matriz M’ de ordens de preferéncia, e uma alocacao A’
devolvida pelo algoritmo quando aplicado & matriz M’. Se o algoritmo nao for & prova de
estratégia entao teremos que A’ =; A;. Temos que A; = A} para todo i € UFZIN,. Mas entio
Al esta em N\ {UFZIN,}, e como o algoritmo escolhe A; como sendo a melhor casa para o
negociante ¢ em N \ {Uf;%Nr} nao vale que A’ >; A;. Ou seja, o negociante j nao se beneficia
ao deixar de declarar a sua real ordem de preferéncia.

Portanto o TTCA ¢é a prova de estratégia.

3.5 Extensoes do problema

Uma modificacao que pode ser feita no problema é permitir que as ordens de preferéncia nao
sejam estritas, ou seja, um negociante pode gostar tanto de uma casa quanto gosta de outra.
Com essa modificacao temos que alterar algumas propriedades do problema. Agora o que era
um conjunto bloqueador sera um conjunto bloqueador fraco e o que era ntcleo serd um nicleo
estrito. Uma alteracao importante é que agora um conjunto bloqueador fraco ocorre quando
todas as pessoas do conjunto podem trocar de casas entre si de forma que todos consigam casas
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estritamente melhores em suas ordens de preferéncia. Entao um nicleo estrito é o conjunto de
todas as alocagoes de casas que nao possuem um conjunto bloqueador fraco.

Com preferéncias estritas, qualquer conjunto bloqueador fraco é também um conjunto blo-
queador. Por isso quando tratamos do problema com preferéncias estritas o niicleo e o niicleo
estrito coincidem. Ja com ordens de preferéncia nao estritas, o niicleo e o niicleo estrito podem
ser diferentes. Nesse caso, o nicleo estrito pode ser vazio ou até ter mais do que uma possivel
alocacao. A verificagao de existéncia de uma solucao para essa variante pode ser feita em tempo
polinomial no nimero de negociantes.

Uma outra extensao do problema é atribuir aos negociantes mais de um tipo de bem in-
divisivel. Por exemplo, os bens podem ser casas e carros. O problema fica mais complexo
e pode ter o nicleo vazio até mesmo para restricoes bem especificas, como independéncia de
preferéncias entre os carros e as casas.
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4 Leiloes Combinatorios

No problema dos Leiloes Combinatorios temos os objetos que estao sendo leiloados e os
compradores. Os objetos sao vendidos todos em um mesmo leilao, ao mesmo tempo. Cada
comprador possui preferéncias sobre conjuntos de objetos, estabelecendo um certo valor que
acha ideal para cada conjunto de objetos, e nao apenas para cada objeto pois os objetos
tém dependéncias entre si. O objetivo neste problema é encontrar uma forma de definir qual
comprador ficard com cada objeto ao fim do leilao, de forma a maximizar a soma do valor ideal
dado por cada comprador ao conjunto de objetos que receberé, que serd mais adiante definido
como bem estar social.

4.1 Notacao e propriedades

A quantidade de compradores serd denotada por n, e a quantidade de objetos por m.
Cada comprador ¢ expressa, para todo conjunto S de objetos, o valor por receber S com um
ntmero v;(S). Vamos chamar tal nimero de valor ideal do comprador i sobre o conjunto de
objetos S. Esta valoracao dos objetos deve possuir duas propriedades. A primeira é que o valor
ideal v;()) = 0, para todo comprador i. A segunda é que, se temos dois conjuntos de objetos S
e T tais que S C T, vale que v;(S) < v;(T), para todo comprador i.

Devido & dependéncia entre os objetos, para um conjunto S de objetos, nao necessariamente
temos que a soma dos valores ideais de cada objeto em S é igual ao valor ideal de S. Sendo
assim, para dois conjuntos de objetos S e T tais que SN T = (), dizemos que S e T sao
complementares para um comprador ¢ se v;(SUT) > v;(S)+v;(T), e dizemos que sado substitutos
se v;(SUT) < v(S) + v(T).

Uma alocacao X dos objetos dentre os compradores é uma sequéncia X, Xo,..., X, onde
cada comprador i recebe o conjunto X; de objetos, e X;NX; = (), para todo i # j. Chamaremos
de bem estar social o valor ). v;(X;) obtido em uma alocacao X. Como dito anteriormente,
queremos encontrar uma alocacao que maximize o bem estar social, considerada entao uma
alocacao dtima.

Assumimos neste problema que a valoragao de valores ideais v; de cada comprador i é uma
informacao que nao é acessivel a um comprador j # 1.

Vamos ver algumas dificuldades encontradas ao tentar resolver o problema. Observe que
a valoracao de cada comprador é potencialmente de tamanho exponencial no ntimero de obje-
tos, dado que ele deve valorar cada conjunto de objetos. Por isso, se quisermos trabalhar com
grandes quantidades de objetos, ¢ usual considerar valoragoes que tenham uma maneira com-
pacta de serem representadas. Infelizmente, mesmo com essa restrigao, existem muitos casos
em que encontrar uma alocacao que maximiza o bem estar social ¢ um problema computa-
cionalmente dificil. Além disso, idealmente gostariamos que o leilao fosse a prova de estratégia.
Veremos mais adiante como lidar com tais dificuldades.

4.2 Caso do comprador focado (single-minded)

Vamos tratar de um caso bem especifico do problema, para o qual ha uma representacao
compacta das valoracoes dos compradores, ou seja, que requer espaco polinomial em m e n.
Neste caso especial, vamos assumir que cada comprador esté interessado apenas em um conjunto
especifico de objetos, estabelecendo valor ideal zero para qualquer conjunto de objetos que nao
contém o conjunto de objetos em que o comprador esta interessado.

Uma valoragao v é focada (single-minded) se existe um conjunto de objetos S* e um valor v*
tal que v(S) = v* para todo S O S*, e v(S) = 0 caso contrario. Uma n-proposta focada é um
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par (S*,v*), onde S* = (S},...,5%), v* = (v],...,v}) e cada comprador i esta interessado no

conjunto S} de objetos com valor ideal v}. Ou seja, a valoragdo do comprador i é focada (em
S¥).

Considere entao o problema do leilao combinatorio com compradores focados onde, da-
dos n e m e uma n-proposta focada (S*, v*), queremos encontrar uma alocagao dos objetos que
maximize o bem estar social. Claramente, uma alocacao 6tima deve atribuir a um comprador
¢ exatamente o conjunto S; no qual o comprador ¢ estd interessado, ou nao atribuir objeto
nenhum ao comprador <.

Assim, a instancia para um algoritmo que resolve o problema do leildao combinatério com
compradores focados consiste em m, n e a n-proposta focada (S*,v*). Dada essa insténcia,
o algoritmo pode devolver um conjunto W de compradores ganhadores, que representa uma
alocagao para o problema, onde para cada comprador ¢ em W é atribuido o conjunto S} de
objetos, e para os compradores fora de W nenhum objeto é atribuido. Além disso, para todo
par de compradores i e j onde i # j, deve valer que os conjuntos de objetos S; e S} sdo
disjuntos, e tal alocagio deve maximar o bem estar social ), .. v;.

Teorema 4.1 O problema do leildo combinatdrio com compradores focados é NP-dificil.

Prova. Vamos mostrar que é possivel reduzir o problema do conjunto independente a uma
versao de decisao do problema do leilao combinatério com compradores focados.

Considere o problema de decisao do leilao combinatério com compradores focados, onde
adicionamos um valor k£ & instancia, e o algoritmo deve decidir se existe uma alocacao que
tenha bem estar social com valor pelo menos k ou nao.

Um conjunto independente em um grafo G é um conjunto de vértices de G que nao contém
dois vértices adjacentes. O problema do conjunto independente, que é NP-completo [4], é o
seguinte: dado um grafo G e um ntmero k, decidir se G possui um conjunto independente de
tamanho k.

Entao, dada uma instancia (G, k) do problema do conjunto independente, podemos cons-
truir uma instancia do problema do leilao combinatério com compradores focados da seguinte
maneira;

e O conjunto de objetos é o conjunto de arestas E(G).
e O conjunto de compradores ¢ o conjunto de vértices V(G).

e Para cada i em V(G), o conjunto de objetos S do comprador i é o conjunto das arestas
de G incidentes em ¢ e v} = 1.

Vamos mostrar que existe um conjunto independente de tamanho £ em G se e somente se
existe uma alocacao dos objetos com bem estar social pelo menos k na instancia construida.

Seja I um conjunto independente em G de tamanho k. Segue que o conjunto I de com-
pradores representa uma alocacao com bem estar social k. De fato, como [ ¢ independente, [
nao contém vértices adjacentes, e portanto cada aresta que aparece em um conjunto S; para %
em [ nao aparece em nenhum outro conjunto S; com j em I e j # i. Ou seja, os compradores
representados pelos vértices em [ estao interessados em conjuntos de objetos disjuntos dois
a dois. Como cada comprador i tem valor ideal v; = 1, o bem estar social do conjunto de
compradores representado por [ ¢ exatamente |I| = k.

Seja W um conjunto de compradores ganhadores representando uma alocac¢ao cujo bem estar

social & ) ., vi > k. Segue que o conjunto W de vértices no grafo é um conjunto independente
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de tamanho pelo menos k. De fato, como os compradores em W estao interessados em conjuntos
disjuntos de objetos, senao nao terfamos uma alocagao, nao existe aresta entre tais compradores
no grafo e, portanto, o conjunto W de vértices é independente em G. Além disso, como o valor
ideal v} de cada comprador ¢ é exatamente 1, e 0 bem estar social da alocacao dos objetos para
o conjunto de compradores W é pelo menos k, temos que |W| > k.

Assim, chegamos a conclusao de que a versao de decisao do problema do leilao combinatério
com compradores focados e valores ideais unitarios ¢ tao dificil quanto o problema do conjunto
independente. Portanto, o problema original é NP-dificil, mesmo quando cada objeto estd em

apenas dois conjuntos S}, pela construcao da instancia.

O

4.2.1 Exemplo

Considere o grafo a seguir como uma instancia para o problema do conjunto independente:

QO
o

A partir desta instancia vamos construir uma instancia para o problema em que estamos
interessados, que é o problema do leilao combinatério com compradores focados e valores ideais
unitarios. Teremos 7 compradores e 9 objetos, onde cada comprador é um vértice, e cada objeto
é uma aresta. Assim, o conjunto de objetos em que cada comprador esta interessado é: ST =
{(1,2),(1,3),(1,7)}, 55 ={(1,2),(2,5),(2,4)}, 55 = {(1,3),(3,5)}, 51 = {(2,4),(4,6), (4, 7)},
S; = {(27 5)7 (37 5)}7 Sg = {<47 6)7 (67 7)}7 S>7k = {(17 7)7 (47 7)? (67 7)}

Podemos ver que o conjunto {1,4,5} de vértices é um conjunto independente maximo no
grafo, e os compradores que representam tais vértices na instancia construida constituem uma
alocagao otima.

Dado que o problema é NP-dificil, temos pelo menos trés formas de encara-lo: estudar casos
especiais, trabalhar em um algoritmo de aproximacao para o problema, ou aplicar heuristicas.

4.2.2 Aproximacao para o problema

Uma alocacao A é dita uma a-aproximacao para o problema se para toda alocacao B, e
/U*
. - .. . b
especificamente para a alocagao que maximiza o bem estar social, temos ﬁ* < a.
EaeA Ua
Existem resultados que mostram que encontrar uma n'~“-aproximacao para o problema do
conjunto independente méximo em um grafo dado é também um problema computacionalmente

dificil, para todo € > 0, onde n é o nimero de vértices do grafo. Assim, pela reducdo mostrada
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acima, onde o bem estar social é exatamente igual ao tamanho de um conjunto independente,
segue o resultado de que encontrar tal aproximagao para o problema do leilao combinatoério é
também computacionalmente dificil. (Diz-se que essa redugao preserva a razao de aproximagao. )
Mas sabemos que m < n?, onde m é o ntimero de arestas do grafo. Como podemos reduzir tal
instancia a uma instancia do problema do leilao combinatério com compradores focados com
m objetos, encontrar uma m'/?>~¢-aproximacao para o problema do leildio combinatério com
compradores focados é também computacionalmente dificil.

4.2.3 Casos especiais

Ainda considerando os compradores focados, vamos ver como resolver alguns casos ainda
mais especificos. Um desses casos ¢ quando o conjunto desejado por cada comprador possui no
méaximo dois objetos. Com essa restricao, recaimos no problema do emparelhamento de peso
méaximo em um grafo arbitrario (ndo necessariamente bipartido). Para tal problema se conhece
algoritmo eficiente [6].

Outro caso especial é quando, ao ordenar os objetos de alguma forma, temos que os objetos
do conjunto desejado por cada comprador esté arranjado de forma contigua nesta ordenacao dos
objetos. Ou seja, seja {1,2,...,m} o conjunto de objetos, e suponha que o conjunto de objetos
desejado pelo comprador i seja da forma S} = {a’,a’ +1,a' +2,...,k'}, com 1 < a' < k' < m.
Neste caso podemos resolver o problema usando programagao dinamica. De fato, seja b(y) o
bem estar social de uma alocacao 6tima do problema quando consideramos apenas os objetos
{1,2,...,y} e os jogadores com propostas (v}, S;), em que S C {1,...,y}. Vale a seguinte
recorréncia para b(y):

0,se y=20
b(y) =< b(y — 1), se k' # y para todo ¢
max{b(y — 1), max{b(a" — 1)+ v} : 1< h<nekh=y}}.

Ou seja, sempre que temos um comprador ¢ tal que k' = y, pegamos o melhor resultado
entre alocar os objetos {a’,a’ + 1,...,k'} a um tal comprador i ou ndo alocar.

4.2.4 Uso de heuristicas

O resultado mostrado sobre a dificuldade do problema apenas nos revela que um algoritmo
nao ira devolver uma resposta 6tima para todas as instancias em tempo polinomial, a menos
que P = NP. Porém, o problema pode ser formulado como um problema de programacao
inteira, e portanto podemos usar programacao linear e aplicar algumas heuristicas e métodos
de programacgao inteira chegando a resultados muito proximos do valor 6timo para muitas
instancias com até mesmo mais de mil objetos [7].

4.3 Um algoritmo de aproximacao

Estamos ainda considerando compradores focados. Como ja vimos, a existéncia de uma
m!/?~¢-aproximacdo para o problema é possivel apenas se P = NP. Vamos descrever uma
m!/?-aproximacao para o problema, que na maioria dos casos é melhor do que isso. O algoritmo
guloso a seguir deve-se a Lehmann et al.[5].

Algoritmo LCS-SM (S,v,n)

1 Ordene(S,v,n) : v1/y/|S1] > va/\/|S2] > ... > vn/\/|Sh]
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2 W10 U+~ 10

3 parai« 1 atén faca

4 se S;NU =10

5 entdo W — W U {i}
6 U—UUS;
7 devolva W

Seja m = | U™, S;j|. Vamos mostrar que a alocacdo representada por W é uma m?!/2-

aproximagao para o problema, ou seja, considerando um conjunto OPT de compradores gan-
hadores que maximiza o bem estar social, temos que >, oprvi < v/m ) iy v;. Um detalhe
importante é que tal aproximacao s6 é valida quando as propostas feitas pelos compradores
representam seus reais interesses, o que sera discutido logo adiante.

Teorema 4.2 LCS-SM(S,v,n) é uma m'/?-aprovimacdo para o problema, onde m = | U?_, S;|.

Prova. Considere a numeragao dos compradores apds a ordenacao da linha 1 do algoritmo,
onde podemos dizer que os compradores estao ordenados por ordem de prioridade. Para todo
comprador ¢ em W, seja OPT;={j € OPT :j>i e S;NS; #0}, ou seja, o conjunto de
compradores que estao em OPT e que nao estao em W, exceto pelo proprio i, justamente
porque o comprador ¢ ganhou o leilao, impedindo tais compradores de OPT de pertencerem ao
conjunto W devolvido pelo algoritmo.

Observe que OPT = J,.y, OPT;. (Mas os OPT; nao sao necessariamente disjuntos.) Como
todo 7 em OPT; é tal que j > i, vale que:

Vi Ui
VISiE V1S
Disso, somando para todo 7 em OPT;, concluimos que:
ZUJ'S Z \/’J| Z \/‘J (1)
jEOPT; jeorT; V |S V |S jEOPT;

A desigualdade de Cauchy-Schwarz diz que:

n

(Son)'= (59)(50)

j=1 7=1
para quaisquer nimeros aj, ..., ay, by, ..., by.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz com a; = /|S;| e b; = 1 para todo j em OPT;,
e aplicando raiz quadrada dos dois lados, temos que:

SISl < VIoPT | ST s (2)

JEOPT; JjeEOPT,;
Todo S; para j em OPT,; intersecta .S;, pela definicao de OPT;. Como OPT & uma alo-

cagdo, essas intersec¢oes sao todas disjuntas, e entdao |OPT;| < |S;|. Trivialmente, pelo fato
de OPT ser uma alocacao, também vale que ZjGOPTi |S;| < m. Entao, substituindo essas duas

20



desigualdades em (2), temos > ,pp. /[S;] < +/|Sil/m. Substituindo essa ltima desigual-

dade em (1), chegamos em > opr. v; < v;n/m. Assim, como isso vale para todo comprador i
em W e como OPT = U;eyw OPT;, chegamos ao que querfamos provar:

dDwd D> y<vmd

ke OPT €W jeOPT; icW

4.3.1 Prova de estratégia

Como dito anteriormente, a aproximagao s6 é valida se considerarmos que a proposta de
cada comprador representa seus reais interesses, com seu valor ideal e o conjunto de objetos em
que esté realmente interessado. Mas como estamos considerando o fato de que o valor ideal que
cada comprador estabelece para os objetos nao é acessivel, temos que tentar garantir que os
compradores nao ganhem nada se fizerem propostas com um valor v* diferente de seu valor ideal
ou propostas com um conjunto S* diferente do conjunto de objetos em que estao interessados,
para satisfazermos um leildo a prova de estratégia e garantir um bom resultado devolvido pelo
algoritmo acima.

Para isso, vamos estabelecer que cada comprador ganhador terd que pagar pelo conjunto
que recebe. Denotemos por S; o conjunto de objetos em que o comprador i esta interessado e v;
seu valor ideal, e denotemos por (v}, S;) a proposta declarada pelo comprador i. Denotemos
por p(i) o valor pago por cada comprador ¢ ao fim do leildo, e considere o ganho do comprador 4
como ¢(i) = v;(S}) —p(i), se i recebe o conjunto de objetos Sf, e g(i) = 0 caso contrario. Cada
comprador quer maximar seu ganho, entao uma maneira de garantir que o leilao seja a prova
de estratégia é definir o valor p(7), pago por cada comprador i do conjunto W devolvido pelo
algoritmo, da seguinte maneira:

e Para cada i em W, o valor que i paga pelo conjunto de objetos S; é p(i) = v;/4/|S5|/|Sf],

onde j é o menor indice distinto de i tal que S; N ST # (). Se nao existir tal j, entao o
comprador ¢ nao paga nada pelo conjunto S;.

Assim, podemos mostrar que um comprador ¢ nao se beneficia ao declarar um valor v}
diferente de seu valor ideal v;, e também podemos mostrar que o comprador ¢ nao se beneficia
ao declarar um conjunto S; diferente do conjunto S; de objetos em que ele estd interessado.
Entdo, vamos mostrar a seguir que a proposta que um comprador i deve fazer ao leildo é (v;, S;),
qualquer que seja a proposta que seja declarada pelos outros compradores.

Primeiramente, vamos pensar no caso em que a proposta (v;, S;) é uma proposta perdedora,
ou seja, o comprador ¢ nao pertence ao conjunto W devolvido pelo algoritmo quando propoe
(vi,S;). Assim, para todo conjunto S/ de objetos e para todo valor v} tal que v;/\/@ <
vi/\/m, a proposta (v}, S!) continua sendo perdedora, pois o comprador ¢ tenderia a perder
prioridade em ganhar o leildo, devido & ordenagao feita pelo algoritmo. Entao, para tentar
ganhar prioridade, ou seja, receber um indice menor durante a ordenacao feita pelo algoritmo,
o comprador i pode fazer uma proposta (v}, S!), com v;/+/|S!| > vi/~/]Si|. Porém, para todo
conjunto de objetos S; 2 S;, o comprador tem ganho g(i) < 0, pois o valor ideal v;(S}) = 0.
Além disso, se S, 2 S;, a proposta (v}, S;) teria prioridade pelo menos tdo boa quanto (v, S})
e uma chance maior de ganhar o leilao pois S; intersecta com menos conjuntos de objetos
do que S]. Por isso podemos considerar que S; = S;. Também, para todo valor v, > v;, o
comprador ¢ ird pagar um valor p(i) maior do que o valor ideal v;(.S;), caso ganhe o leilao. De
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fato, se j ¢ o comprador com menor indice tal que S; N .S; # (), temos que j < i (pois i ndo

ganhou o leildo com a proposta (v;, S;)). Assim p(i) = vj/4/|SF|/]Si|, e como j < i, vale que

DYRVAIH P vi/+/|Si]. Segue que p(i) > v}, e se i ganhar o leildo com a proposta (S;, v}), entdo i
terd um ganho g(7) < 0, ja que v, > v; e g(i) = v; —p(i). Portanto, um comprador perdedor ndo
consegue se beneficar ao declarar uma proposta que ndo seja sua proposta verdadeira (v;, S;).

Resta mostrar que um comprador i com uma proposta verdadeira (v;, S;) ganhadora também
nao se beneficia ao declarar uma proposta falsa. Se o comprador i declarar uma proposta (v, S?)
com S, 2 S;, o comprador terd ganho nao positivo, pois v;(S!) = 0. Por outro lado, se S! O S;
entao o comprador pode vir a perder o leilao, pois pode perder prioridade na ordenacao feita
pelo algoritmo, ja que |S!| > |S;|, ou pode deixar de ser ganhador pois S; pode intersectar o
conjunto S7 de um comprador j previamente incluido em W, logo isso nao ¢ lucrativo para o
comprador. Do contrario, se ele continua ganhador com a proposta (v}, S), entao o comprador
i ird pagar um valor p/(7) pelo conjunto S/ maior ou igual que o valor p(i) pago pelo conjunto S;.
De fato, seja 7' o comprador com menor indice estabelecido pelo algoritmo tal que S5 N S0,
e j o comprador com menor indice estabelecido pelo algoritmo tal que S7 N.S; # (). Temos
que o comprador j* < j, pois S; 2 S;. Entdo p'(i) = v /4 /[S5|/|S] = v /4 /IS71/1Si| = p(d).
Portanto, um comprador ndo pode se beneficiar ao declarar um conjunto de objetos S diferente
do conjunto verdadeiro S;.

Suponha entdo que o comprador i ird fazer uma proposta falsa (v}, S;). Claramente, se v} > v;,
entao o comprador ¢ continua sendo um comprador ganhador mas o valor pago pelo comprador
nao se altera, nao trazendo nenhum beneficio ao comprador. (Porém, ao fazer a proposta, o
comprador nao sabia se sua proposta seria ganhadora ou perdedora, e como visto acima, nao
seria bom arriscar ter um ganho negativo.) Assim, a tnica op¢do que resta ao comprador i é
declarar um valor v; < v;. Porém, como o valor pago pelo comprador ¢ nao depende do valor v}
declarado, caso o comprador continue sendo um comprador ganhador, ele ird continuar pagando
o mesmo valor que pagaria ao declarar o valor v;. Mas, por outro lado, o comprador ¢ pode vir
a perder o leilao ao diminuir o valor de sua proposta, ja que pode diminuir a sua prioridade,
tendo entdo g(i) = 0. Assim, um comprador ganhador nao se benefica ao declarar um valor
diferente de seu valor ideal.

Portanto, definindo o valor pago por cada comprador da maneira como foi feito, conseguimos
garantir um leilao & prova de estratégia, e satisfazer a aproximacao do algoritmo descrito.
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5 Leiloes para publicidade associada a busca

Em sites com mecanismos de busca, costumamos encontrar publicidade em alguns locais da
pagina, com assuntos relacionados a busca feita por um usudario. Esses locais da pagina sao
pré-determinados, e portanto, limitados.

Aggarwal, Muthukrishnan, Pal e Pal [I] consideraram o seguinte problema: encontrar uma
maneira de alocar os locais da péagina (itens) aos publicitarios (compradores) de forma a max-
imizar a satisfacao dos publicitarios (que sera definida como utilidade), usando os conceitos de
alocacao estdvel e alocacao dtima. Para isso, cada publicitario deve fazer uma proposta ao dono
da pagina (vendedor) com o valor que pretende pagar por cada local da pagina. O mecanismo
proposto por estes autores para encontrar tal alocacao nos permite especificar valores minimos
e maximos diferentes que cada publicitario podera pagar por cada local da pagina, onde o valor
minimo ¢ definido pelo préprio dono da péagina, e o valor maximo pelo publicitario. Passamos
a descrever tal mecanismo.

5.1 Notacao

Denotamos por I o conjunto {1,2,... n} de compradores, e por J o conjunto {1,2,...,k}
de itens disponiveis. Cada comprador ¢ tem um valor v; ; para cada item j de J que expressa
o valor que o item j tem para o comprador ¢, e um valor maximo m;; que ¢ o valor maximo
que o comprador ¢ pretende pagar pelo item j. Além disso, o vendedor pode especificar, para
cada item j de J, um valor minimo de venda para cada comprador ¢, denotado por 7; ;.

Assim, podemos assumir que r;; > 0, v;; > 0, e m;; < v;; (o valor méximo que um
comprador ¢ pretende pagar por um item 7 nao pode exceder o valor que o item j tem para o
comprador 7). Caso um comprador i esteja interessado em um item j, entdo m;; > r;;, caso
contréario o comprador ¢ declara um valor m; ; < 0.

As matrizes v, m e r de dimensdes n por k sao as informacoes necessarias para realizar a
alocagao de itens, sendo entdo (v, m,r,n, k) uma instancia para o leildo, ou simplesmente um
leilao (v, m,r,n, k).

O grafo do leilao de (v, m,r,n, k) é um grafo dirigido com pesos e bipartido em (I, JU{jo}),
onde jy é um item manequim. Existem cinco tipos de arcos nesse grafo. Para cada comprador
t de I e para cada item j de J existe

e um arco ¢ frente de ¢ para j com peso —v; j,

e um arco inverso de j para i com peso v j,

e um arco de preco minimo de ¢ para j com peso 1;; — U; j,
e um arco de preco mdzimo de ¢ para j com peso m;; — v,

e um arco terminal de ¢ para jo com peso 0.

Um passeio alternante no grafo do leilao comega em um vértice i, segue alternando arcos a
frente e arcos inversos, e termina em um arco de pre¢co minimo, pre¢o méximo, ou arco terminal.
Além disso, todos os vértices do passeio devem ser distintos, exceto pelo utimo vértice, que pode
se repetir uma tnica vez.
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5.2 Alocacao estavel e alocacao 6tima

Uma alocagao consiste de cinco variaveis (u, p, g, n, k), onde u é o vetor (uj, ug, ..., u,) de
utilidades dos compradores, p é o vetor (py,pa,...,pr) de precos dos itens, p C I x J ¢ o
conjunto de pares (,7), onde i ¢ um comprador e j é um item, que indica que o item j foi
alocado ao comprador i, n é o nimero de compradores, e k ¢ o nimero de itens. Nenhum
comprador e nenhum item ocorre mais de uma vez no conjunto ju, e compradores e itens que
nao estao em g sao ditos nao alocados. Denotamos por (i) o item alocado ao comprador i, e
por u(j) o comprador alocado ao item j. Quando n e k estao claros no contexto, escrevemos
apenas (u,p, ) para a alocacao (u,p, u,n, k).

Uma alocacado (u,p, p) é vidvel para um leilao (v, m,r, n, k) se, para todo (7, j) de p, temos:

Tij < Pj< My,

Ui +pj = Vi,

e para cada comprador ¢ nao alocado, temos u; = 0, e para cada item j nao alocado, temos p; = 0.
Uma alocacao (u, p, i) é estdavel para um leilao (v, m,r,n, k) se para todo (i,7) € I x J pelo
menos uma das seguintes desigualdades é vélida:

Ui +Pj = Vi,
Dj = My,
Ui+ Tij = Vij-

Um par (i,7) € I x J que nao satisfaz nenhuma das desigualdades é dito par bloqueador.

Uma alocacao viavel nao é necessariamente estavel, e uma alocacao estavel nao é necessari-
amente viavel. O que procuramos ¢ uma alocacao que seja viavel e estavel, e além disso, que
seja o melhor possivel em termos de utilidade. Uma alocacao (u*, p*, u*) é dtima se para toda
alocacao viavel e estavel (u,p, 1) temos uf > u;, para todo comprador i de .

5.3 Exemplo ilustrativo

Vamos considerar o seguinte leilao com n =6 ¢ k = 3.

Vi = m;; =
1 2 3 1 2 3

1 44 67 11 1 15 50 4 2 10 3
2 71 73 45 2 21 53 23 18 6 22
3 87 16 66 3 42 9 8 31 3 5
4 88 84 94 4 83 2 18 3 1 9
5 14 9 18 5 12 2 5 9 1 3
6 6 838 14 6 6 2 3 3 1 2

A solucado (u, p, 1) para esse leildo é:

o n=1{(1,2),(2,3),(4,1)}.
® D1 = 53; D2 = 507 p3 = 22.

o uy =17, us =23, uz3 =0, ugy = 35, us =0, ug = 0.
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A nocao de viabilidade é muito clara. Ja a nocao de estabilidade merece certa atencao.
Vamos elaborar sobre a necessidade de cada uma das desigualdades que definem a estabilidade.

Veja o caso do par (1,2). Suponha que o comprador 1 tentasse pagar um pre¢o menor
pelo item 2. Assim, em vez de pagar p, = 50, terfamos p, = 49, aumentando sua utilidade
para u; = 18. Caso a alocacao (u,p,u) nao fosse Otima, isso seria possivel. Porém, note
que ao tentar “melhorar” a alocagao, chegamos a uma alocacao que nao ¢ estavel, ja que para
i = 2 e j = 2 nenhuma das desigualdades que definem a estabilidade sao validas. Isso ocorre
pois caso o comprador 2 pagasse p; = 49 + € < mgo = 53 pelo item 2, ele teria utilidade
Uy = Va2 — (49 +€) = 24 — ¢, melhorando sua utilidade. Nesse caso, a desigualdade que passaria
a valer é uy + py > v95. Ou seja, enquanto o preco de item j é pequeno (p; < m; ;) para um
comprador 4, este comprador pode melhorar sua utilidade caso u; + p; < v;; (e também caso
u;+r;; < v;j, que serd explicado no préximo paragrafo). Se um comprador i pode melhorar sua
utilidade dessa maneira, comprando o item j, entao a alocacao nao é estavel, ja que nenhuma
das desigualdes é valida para (i, j).

Na verdade, existem alguns casos a serem tratados, mas que nao ocorrem no exemplo acima.
Vamos considerar aqui que u; +p; < v; ; € p; < m, j, e observar qual a influéncia da desigualdade
u; +1;; > v; ; para a estabilidade. Essa terceira desigualdade esta relacionada ao preco minimo
de um item para um comprador. Veja que se temos w; + 7;; > v;;, significa que o preco
minimo ainda nao foi atingido, e portanto o comprador nao pode simplesmente pagar p; + e,
pois p; + € < 1;;. Nesse caso, a terceira desigualdade significa que, mesmo que o comprador
pague o preco minimo r; ; do item, sua utilidade nao iria subir. Ou seja, por enquanto ele esta
estavel com relagao aquele item. Por outro lado, se u; +17;; < v;; e p; + € < 15, 0 comprador
também nao poderia simplesmente aumentar de € o prego do item para se beneficiar, como
ocorreu no exemplo acima. Mas, neste caso, o comprador simplesmente aumenta sua utilidade
pagando o preco 7; ;, passando a ficar estavel com relagao ao item.

Assim, conseguimos verificar que, quando as trés desigualdades nao sao validas para um
par (i,7), é porque o comprador ¢ pode melhorar sua utilidade pagando um prego p; + € ou 7
pelo item j, dependendo do caso. Por outro lado, conseguimos verificar também que, se pelo
menos uma das desigualdades é satisfeita, entao o comprador ¢ nao pode melhorar sua utilidade
comprando o item j.

5.4 Posicao geral

Uma definigdo importante para este problema é a posi¢io geral de um leilao (v, m,r,n, k).
Um leilao esta em posicao geral se, para todo comprador i, nao existem dois passeios alternantes
no grafo do leilao que comecam no vértice ¢ que tenham pesos iguais. Relembrando, temos os
seguinte arcos o grafo do leilao.

e um arco ¢ frente de ¢ para j com peso —v; ;,

e um arco inverso de j para i com peso Vi 4,

e um arco de preco minimo de ¢ para j com peso 1;; — U; j,
e um arco de preco mdrimo de ¢ para j com peso m;; — v,

e um arco terminal de i para jo com peso 0.

Veja que se, para um par (Z,7), temos 7, ; = v;;, entao o passeio alternante (i,j) usando
o arco de pre¢o minimo terd o mesmo peso que o passeio alternante (7,jy) usando o arco
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terminal. Portanto, em um leildo em posi¢ao geral, ndo existe um par (7, j) tal que r;; = v; ;.
Analogamente, em um leilao em posicdo geral nao existe um par (4, j) tal que 7, ; = m; ;. Além
disso, se existe um par (4, j) tal que r; ; = m; j, entao os dois passeios alternantes com um nico
arco de ¢ para j possuem o mesmo peso, sendo que um deles usa o arco de preco minimo, € o
outro usa o arco de preco maximo. Portanto, em um leilao em posicao geral temos r; ; # m, ;,
Tij 7 vij € m;; # v; ;. Em especial, para um comprador 7 interessado em um item j, vale que
Tig <My < Vjj.

Existem muitos outros casos que nao deixam um leilao em posicao geral. Por exemplo, se
Vi, j = Vi,; para dois compradores i; e iz, entao o leilao nao estd em posicao geral pois os
passeios alternantes (i1, 7,2, jo) € (i1, jo) possuem o mesmo peso.

5.5 Algoritmo

Vamos apresentar um algoritmo que encontra uma alocac¢ao 6tima para um leildo (v, m,r, n, k),
e depois mostraremos que tal alocagao é a prova de estratégia, é encontrada em tempo O(kn?),
e é Unica se o leilao estiver em posicao geral.

O algoritmo é conhecido como StableMatch. Inicialmente o algoritmo comega com uma
alocacio vazia (u®,p©®, u(©) onde pu® = 0, p§0) =0,e u§°) = B, com B = max(v;;) + 1 para
cada (i,7) € I x J. Cada iteracio ¢t comeca com uma alocacio (u®,p® 1®) e tenta construir
uma alocacdo (w1, pt+h ;1)) O algoritmo para quando ndo conseguimos mais atualizar
a alocacdo, e devolve a alocacdo (u'™),p™), u(M) da tltima iteracio.

Para conseguirmos descrever a atualizacio de uma alocacdo (u'®,p®, u®), vamos definir
um grafo de atualizacao e um passeio alternante nesse grafo.

O chamado grafo de atualizacao de uma alocacao (u, p, 1) é o multi-grafo dirigido com pesos
e bipartido em (1, JU{jo}), onde jo é um item manequim, / é o conjunto de compradores, e .J
é o conjunto de itens. O grafo de atualizacao possui cinco tipos de arcos. Para cada comprador
t de I, e para cada item j de J, temos:

e um arco ¢ frente de 7 para j com peso u; +p; — Vi j , e ri; < p; < My .
e um arco inverso de j para i com peso v; ; — u; — p;, se (i,7) € pu.
e um arco de prego minimo de i para j com peso U; +1;; —V;j , S€ U+ > Vi € My j > T .

e um arco de pregco mdrimo de ¢ para j com peso u; + mij — Vij , S€ Uy + My > ;5 €
Mij > Tij-

e um arco terminal de ¢ para jo com peso u;, se u; > 0.

Observe que se (u, p, i) for estavel, entao os arcos a frente de peso nao-negativo.

Um passeio alternante no grafo de atualizacao comeca em um vértice que representa um
comprador nao alocado iy com wu;, > 0, segue alternando arcos a frente e arcos inversos, e
termina com um arco de preco minimo, preco maximo ou arco terminal. Todos os vértices de
um passeio alternante devem ser distintos, exceto pelo ultimo vértice, que pode se repetir uma
vez. O peso w(P) de um passeio alternante P é a soma dos pesos de seus arcos.

Entdo, considere uma alocacio (u®, p®, u®) e o grafo de atualizacio G*) correspondente.
Uma iteracao do algoritmo Stable M atch consiste dos seguintes passos:

1. Se nao houver passeio alternante em G, pare e devolva a alocacio (u(t),p(t), u(t)). Caso
contréario, considere um passeio alternante P de peso w®(P) minimo, no grafo G®.
Digamos que P = (iq, j1,%1, Jo, 2, - - -, Ji5 41, Jir1), para algum [ > 0.
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2. Seja d® (i, y) o comprimento do menor caminho em G® de iy a qualquer vértice y, usando
apenas arcos a frente e inversos. Se um vértice y nao é atingivel a partir de ig por um
caminho assim, entdo d¥)(ig, y) = co.

3. Atualize a utilidade dos compradores i de I, de acordo com o vetor u*t1)| que representa
as utilidades ao fim da iteragao t:

u(,t+1) _ ’U,(t) — max <w(t) (p) _ d(t) (’[:0’ Z), O) .

K3 (3

4. Atualize o preco de cada item j de J, de acordo com o vetor p+Y) | definido a partir de
P = o+ max (w(P) ~ dio, ),0).

com uma tnica excecao. No caso em que o ultimo arco de P
(t+1) (t+)
Ji+1 I+

valem p

Os precos pg-tﬂ)

(t+)
J

¢ um arco de preco minimo, o preco do item j;,1 é dado por p = max (p;, s Tipji)-
Ou seja, o preco do item em questao ndo pode ser menor do que seu prego de reserva.

5. Atualize a alocacdo u'¥ ao longo do caminho alternante P para obter a nova alocacio
w1 Essa operacio sera explicada detalhadamente a seguir.

Para obtermos a nova alocacdo u*?), removemos todos pares (4,;) de pu® representados
pelos arcos inversos do passeio alternante P, e inserimos os pares (i,j) que sdo representados
pelos outros arcos do passeio alternante P. Chamamos esta operacdo de soma disjunta de p(t)
e P e a denotamos por u+Y = (U Ep)\ (1PN Ep). A tltima aresta de P e o tltimo vértice
de P merecem no entanto certa atencao, durante essa operacao. Por isso, vamos considerar
trés casos:

Caso 1: P termina com um arco terminal, ou seja, j;,1 é o item manequim. Nesse caso,
apenas realizamos a soma disjunta de ® e P. Mas como o item j;;; é manequim, temos que
deixar o comprador ¢; nao alocado, e parax = 0,1,...,l—1 o comprador 7, fica com item j, 1.

Caso 2: P termina com um arco de preco maximo. Consideramos dois subcasos:
Caso 2.1: 73141 = 7. Isso significa que o comprador i; ja estava alocado ao item j;, e agora
atingiu seu preco méaximo para o item 7. Portanto, nao deve ficar com item j;. FExecute a
operacdo de soma disjunta de ) e P, desconsiderando o arco de preco maximo de P. Assim,
parax =0,1,...,l — 1 o comprador i, fica alocado ao item j ..
Caso 2.2: jiy1 # ji- O comprador 7; atinge seu preco maximo em um item que nao estava
alocado a ele. Nao modifique a alocacdo, ou seja, ultt) = u®.

Caso 3: P termina com um arco de preco minimo. Esse é o caso mais complicado, consi-
deramos trés subcasos:
Caso 3.1: Se o item j;1; ndo esta alocado em p®, entdo executamos a operacio de soma
disjunta de P e u. Para x =0,1,...,l — 1 o comprador i, fica com o item j 1.

Caso 3.2: Se o item j4; estd alocado em () e o pre¢o minimo ry,;,, , oferecido pelo comprador

+)

i; nao excede o preco atual pﬁﬂ, nio modifique a alocacio, ou seja, p*9 = u®.

) 5 : : < ) 5 : (t+)
Caso 3.3: Sendo, o item j;,1 estd alocado em p® & um comprador i,, e Tivgisr > Pyt Se
P é um caminho (ndo um passeio), ou seja, se P nao visita o vértice j,.1 duas vezes, apenas

desalocamos o comprador 7, que estava alocado ao item j;,1, e executamos a soma disjunta
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de P e p. Isso nao altera o tamanho da alocacao, ja que o comprador iy agora esti alocado,
enquanto o comprador 7, nao estd mais alocado.

Caso P visite o vértice ;11 duas vezes, entao ;11 = jg, para algum 1 < d < [. Veja que nao
podemos ter d = [, pois isto significaria que o comprador 7; estava alocado ao item j;. Isto
nao ocorre porque, para que o comprador 7; esteja alocado ao item j;, seria necessario que o
arco de preco minimo de ¢; para j; ja tivesse aparecido em algum passeio alternante de peso
minimo anterior, contradizendo a existéncia deste arco de pre¢co minimo na iteragao atual. (Na
secio sobre a complexidade do algoritmo, mostraremos que o arco (i;, j;41) de G® nio existe
em nenhum grafo G®), com ¢’ > t.) Dessa forma, temos um circuito C' no final do passeio P
com pelo menos dois compradores e dois itens. Executamos a soma disjunta de C' e u. Assim,
para x =d,d+ 1,...,l, o comprador 7, fica com o item j,.1.

5.6 Exemplo passo a passo do algoritmo

Aqui vamos indicar algumas iteracoes do algoritmo funcionando para o exemplo ja citado
anteriormente, e mostrar como ocorrem as atualizacoes da alocagao .

Ui,j = TI’LZ‘J =
1 2 3 1 2 3
1 44 67 11 1 15 50 4 2 10 3
2 77 73 45 2 21 53 23 18 6 22
3 87 16 66 3 42 9 8 31 3 5
4 88 84 94 4 83 2 18 53 1 9
5 14 9 18 5o 12 2 5 9 1 3
6 6 88 14 6 6 2 3 3 1 2

Comegamos com a alocagio (u®, p©@ u(©)):

o 10—

o i =0,py" =0, p§" =0
o ut” =95 ul =95, ul’ =95 ul’ =95, u)” =95, uy’ =95

Na primeira iteracdo encontramos o passeio alternante de peso minimo (ig, j2) que ter-
mina com um arco de preco minimo. Caimos no caso 3.1 da atualizacao de pu, e obtemos

1) (1) 1),
(M), pM), )

L M(l) = {(6’2)}

o p\V=0,p{" =1, p{" =0

o ut") =95, ul) =95 ul’ =95, u{! =95, ul") =95, uf) =87

Na segunda itera¢ao encontramos o passeio alternante de peso minimo (i4, j3) que termina
com um arco de preco minimo e novamente caimos na Caso 3.1, obtendo (u(®,p®, u(?):

o 1 =1{(6,2),(4,3)}

P=0, P8 =1, P8 =9

o pf
o u? =95, u) =95, ul) = 95, u{? =85, ul? = 95, uf’) =87
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Na terceira iteracdo, o passeio alternante de peso minimo encontrado é (is, jo) terminando
em um arco de preco minimo. Mas nessa iteracao caimos no caso 3.3, pois o item j, ja esta
alocado ao comprador i, porém com um preco baixo para o comprador iy, ou seja, 1, j, > p3H),
Assim, obtemos a alocacdo (u®,p®, u®),

o u®=1{(2,2),(4,3)}

« 0V =0,p5” =6, p" =9

L U§3) = 95, ugg) = 67, ué?’) = 95, uf’) = 85, uég) = 95, Uég) — 87

Utilizando as atualizacoes de preco, utilidade e pares alocados da maneira descrita na secao
anterior, obtemos a alocagao:

o 1D =1{(1,2),(2,3),(4,1)}.
o pi" =53, p =50, pi = 22

o ut” =17, uf") =23, u{” = 0, u{” = 35, u{ = 0, u§” = 0.

5.7 Correcao do algoritmo

Para verificar que a alocagao obtida ao fim do algoritmo é estavel e viavel, vamos demonstrar
alguns invariantes do algoritmo, que valem ao inicio de cada iteracao do algoritmo.

e Invariante (A3): Todo item ndo alocado em u® tem preco p® zero.
e Invariante (A2): Para todo par alocado (i, ) € u® temos viabilidade, ou seja:
Tij < pg-t) < Mg (1)

D4 pl) = vy 2)

u J

e Invariante (A1): A alocacdo (u®,p®, u®) & estavel para o leilio (v,m,r), ou seja, pelo
menos uma das seguintes desigualdades é valida:

(t)

Uu,; +p§t) > Vi j (3)
t

p§-) > My (4)

Ugt) + ’f‘m‘ Z Um‘ (5)

para todo (i,7) € I x J.

Antes de mostrar que tais invariantes sao validos, vamos verificar que esses invariantes garantem
estabilidade e viabilidade ao fim do algoritmo. Seja (u!™, p™), u(M) a alocacdo devolvida pelo
algoritmo. Essa alocagdo é estavel, pelo invariante (Al). Pelo invariante (A3), os itens ndo
alocados tém preco zero. Ademais, a utilidade dos compradores nio alocados em p(™) é zero,
pois se existir um comprador nio alocado u™) com utilidade positiva, o caminho dele para o
item manequim j, com um tnico arco é um caminho alternante em G, e portanto o algoritmo
ndo teria terminado. Isso e o invariante (A2) garantem que a alocacao (u™), p™), (7)) & também
viavel.

Vamos agora as demostragoes dos invariantes. Em seguida, mostraremos a otimalidade do
algoritmo.
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5.7.1 Prova dos invariantes (Al), (A2) e (A3)

A prova dos invariantes (A1), (A2) e (A3) depende de dois invariantes extras do algoritmo:

e Invariante (B1): Se um comprador ¢ esta interessado em um item j e ugt)

entao (i, ) & 0

+mij = Vij,

(®)

e Invariante (B2): Se um comprador i estd interessado em um item j e u;’ + 17, = v;;,

entdo (i,7) € u® ou p() > 7T

Vamos assumir que os invariantes (B1) e (B2) valem no inicio de cada iteragao.

Para t = 0, temos u,go) =B, p;p) =0,m;2>20,¢ ) = @ para todo comprador i e item j,
onde B = (maxwv; ;) + 1.

Entao, para todo par (i, 7), vale (5)), satisfazendo o invariante (A1). Trivialmente os invari-

(O) = 0 para

antes (A2) e (A3) também valem ao inicio da primeira iteracao, pois p© =0, e p;
todo ji em J.

Seja t > 0 e suponha, por inducao, que a alocacao (u(t),p(t),u(t)) satisfaz os invariantes
(A1), (A2) e (A3). Suponha que ¢ ndo ¢ a ultima iteragdo do algoritmo. Vamos mostrar que a

alocacio (u*V), pt+D ,t+1)) satisfaz (A1), (A2) e (A3).

Prova do invariante (Al).

Podemos dividir em trés casos para mostrar que a alocacdo (u(V pt+h ,E+D) gatisfaz
(A1), e portanto é estavel. Para cada i € [ e j € J, temos:
o Caso 1: pﬁt)

J
A desigualdade (4] é valida, e continua sendo vélida para p( ) pois pg-tH) > p§t).

> My j.

o Caso 2: r;; < pg-t) < My j.

Como (u®, p®, u®) é estavel, sabemos que ([3) ¢ vélida, pois (@) nao ¢ vélida e pg.t) > 1,
o que implica que se ¢ valida, também é. Se d®(ig,i) > w®(P), entdo, como

ugt“) = ugt) e pg.H—l) > pgt), temos que uitﬂ) + p§t+1) > ul(-t) + pét) > Vi
Por outro lado, se d® (ig, 1) < w®(P), entdo
W)~ — (WO(P) - dV(io, ) e ©)
1 o
p > ) > 0 4 (@ (P) — dB (i, 7). (7)

()

Como 7;; < p;” < m;;, temos um arco a frente de ¢ para j em G® . e entdo

d (i, ) < dD(ig, 1) + (ul(t) +p§t) — ;). (8)

Juntando (6), (7)) e (8), deduzimos que
u(t—&-l) +p(t+1) > (U(-t) o w(t)(P + d(t) ZO, )) (p + w(t)(P) _ d(t) (207]))
)

7 J - K
= ! +d i, i) + pi — d¥(io, 5)
> ul” 4+ d® (g, 3) + pi — (dD (g, 3) +ul” — p — vy )

Portanto, ugtH) e p(tH satisfazem ([3).
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o Caso 3: pg»t) < T
Vamos considerar apenas os casos em que m;; > 7;;, pois caso contrario, o Caso 2 nos
garante estabilidade. Logo (4) nao vale.
Como (u'?,p®, u®) ¢ estavel e ndo vale (4)), entdo com certeza ¢ valida, pois
implica (5) neste caso. Se d®(ig,i) > w®(P), entdo vl = u{" e continua vélida

(t+1) (®)

t
com v, ' no lugar de u; .

Por outro lado, se d® (ig, 1) < w®(P), temos

U(H_l) _ Ul(t) N (w(t) (P) _ d(t) (20’ Z)) (9)

)

Se existir um arco de preco minimo de i para j em G, temos que

'U}(t) (P) S d(t)(’io, Z) + (Ugt) -+ 7"'1'7]‘ — Ui,j)- (10)

soe . t
Para mostrar que tal arco de preco minimo existe, basta mostrar que ui )+ Tij > Vij.

Primeiro, note que, pelo invariante (A2), (i,7) & u® pois p§t) < r;j. Isso e o invariante
B2) implicam que u(-t)+7"l- . # v; ;. Como u” satisfaz b)), deduzimos que ul? +rii > v,
1 5] »J 1 A 5] »J

e 0 arco de preco minimo de fato existe.
Mas entao, por @ e temos que

u(t-&-l) _ 't) w(t)(P) —i—d(t)(io,i)

z u;
ul(t) (d(t) (7;()7 ’l) + Ugt) + Ti,j _ Ui,j) —|— d(t) (i07 Z)

Vij — Tij-

v

(t+1

7

)

Concluindo que continua valida com u!"" no lugar de ul(t .

Com isso, temos a verificacao do invariante (Al).

Prova do invariante (A2).

Vamos primeiro verificar que a alocacio (u™1 pt+) ,®)) satisfaz (A2). Considerando ape-
nas os pares (i,j) € u(t), sabemos que em G® existe um arco inverso de j para i de peso 0,

pois ugt) + p§t) = v;;. Portanto
d(io, 1) = d“(io, 7). (11)

Assim, pelas atualizagoes dos passos 3 e 4 do algoritmo, vale que ul(-tﬂ) + p§t+) = ul(-t) + pgt), man-

tendo a igualdade () para (w9, p®H) u®). Para mostrar que (T)) vale para (u**9 pt+H p®),
consideramos dois casos. Se w®(P) < d¥ (i, j), entdo p§t+) = §-t), e trivialmente vale para
(w1 ptH) M), Caso contrério, w® (P) > d®¥(iy, j), e teremos a atualizacio de preco

p = pl 4 (W (P) — dW(iy, 5)). (12)

J J

Se existir o arco de prego maximo de ¢ para 7, temos que

wD(P) < d®(ig,i) + (" +mi; —vij) (13)

i
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e conseguimos mostrar que (1)) é valida para (u(t+1),p(t+), p®) ). De fato, ao somar . , (13)

e cancelar termos comuns, obtemos que p®+) < (u{” +p!” —v; ;) +m, ;. Como (u (t)—i—pg ) _v,) =

0, vale que p"*) < m, ;. Por outro lado, p*) > p® > r, ; e portanto p'*) satisfaz ({))

Basta agora mostrar que o arco de preco maximo de ¢ para j existe, e para isso precisamos
verificar que ugt) +m;; > v; ;. Como p) < m; ;, temos que u(.t) +m,;; > u(t) +p§t) = V;;j, J&
que a alocagao atual satisfaz (A2). Além disso, podemos ver também que u( )
(B1), confirmando que o arco de pre¢o maximo existe.

Agora vamos provar que o invariante (A2) vale para a alocacdo (w1, pt+h 1)) Veja
que os pares (i, §) € p®Np®*D foram tratados no caso acima, pois itens alocados pelo algoritmo

nunca sao desalocados, e portanto, para tais itens, temos pg-tﬂ) p(t+) Falta mostrar que os

pares (i,7) € p®V\ u® também satisfazem e (2). Seja P = (io,J1,01,---, 100, Jit1) ©
caminho alternante encontrado na iteracdo t. Os pares (i,7) € p*9\ u® sio arestas de P
da forma (i, j) = (44, jo41). Para mostrar que tais pares satisfazem e (), vamos considerar
dois casos.
Caso 1: x <.

Nesse caso, o par (i,7) = (i, je+1) € um arco a frente no grafo G de peso ugt) —l—pg.t)
como ele estd no passeio alternante de peso minimo,

d(io, j) = dW(io,1) + (u” + ) = viy). (14)

J

+Mij 7 Vij, POT

— Vij, ©

Como w® (P) > d® (ig, 1) e w®(P) > d®(iy, j), fazemos as seguintes atualizacdes nos pregos e
nas utilidades:
ul™ =l — (w(P) = dO(ig, 1)), (15)

P =Pl 4 (w®(P) — dD (i, 7). (16)
Mas entao

u§t+1) +p§t+1) _ (uz(»t) — wO(P) + dW (i, )) + <p§t) +w®(P) — d(t)(io,j)>

= +dY(io,1) + p — AV (i, j)

= ul” +dW (ip, ) +p§,t) — (9 (ig, ) + u® +p§t) ~ o)) o
pry /U’L,j ,
e vale para uz(tﬂ) o p§t).

Falta verificar que pg.tﬂ

Por hipétese de inducdo, a alocacio (u®, p®, 1®) é estavel, e entdo ugt) +p > v; ;. Usando

J
. t . . . L.
o fato anterior, temos que uf )+ m; j > v;j, 0 que implica que existe um arco de preco maximo

) satisfaz ({1). Como (4,7) é um arco a frente em G®, pg-t) € [rij,mij)-

de i para j em G com peso ugt) +m;j — v; ;. Assim,
w(t)(P) S d(t)(io, Z) + (ul(t) + m;; — U@j). (17)

Para verificar que pg-tH) satisfaz (1)), veja que pg.tH) > pgt) > T, € que

p§t+1) _ pg-t) + w(t)(P) _ (d(t)(io,i) + U’z( ) +p(t) _ Ui,j) por o
= w(P) = dD(ig, i) — ul” + v,
< (dYig, 1) +ul” + miy —viz) — dD (o, ) — u + vy por (17)
= My;.
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Caso 2: x =1.
Neste caso, temos (,7) = (i, jip1) € p®\ p®. Assim, o arco (i,j) ndo pode ser nem
terminal, nem arco de preco maximo, e portanto é um arco de preco minimo em G® com peso
ugt) + 7 — v;;. Logo,

U)(t)(P) = d(t)(ZU,Z) + (ugt) + ri,j — Ui,j)' (18)
Assim, de ([16)), e (18), temos que
o = ) wO(P) = (A1) + u? + ) — i)
= (d(t) (ig, Z) + Ul(t) + Tij — Ui,j) — d(t) (io, Z) — Ugt) + Vi j

Tij>

concluindo que p(-tﬂ) satisfaz (|1)).

J
A verificacao de para ul(tﬂ) e p;tﬂ) segue de que p

e (I3):

(t+1)

i =T mostrado acima, e de 1)

Wl D — D O (PY 4+ d D (ig, i) 4 74

i J v
ul — (dO(ig, 1) +u” + 755 — vig) +dO(ig, i) +1iy

Ui,j .

Isso conclui a prova de que o invariante (A2) é valido a cada iteracao do algoritmo.

Prova do invariante (A3).

Vamos mostrar que a alocacdo (ul™, pt+1, (+1)) satisfaz o invariante (A3). Como todos
os itens nao alocados em u(t) tém prego zero, nao existe arco a frente para nenhum destes itens
em G, pois vale que r;; > 0 para todo par 4,7 € I x J, pela suposigao do leilao estar em
posicio geral. Assim, a distancia d*)(io, j/) ¢ infinita, para todo item nio alocado em pu®,
fazendo com que seu preco nao seja alterado na atualizacao de precos do passo 4 do algoritmo.
Note que apenas um possivel item j que entra na alocacio x**) e nio estava em p® pode ter
seu preco alterado, quando o passeio alternante de peso minimo termina em um arco de preco
minimo, e pg.t” difere de p§t+1). Além disso, todos os itens alocados em ) continuam alocados

em £V e portanto, o invariante (A3) vale para a alocacdo (w1, pt+h) ,t+1),

5.7.2 Invariantes (Bl) e (B2).

Infelizmente Aggarwal et. al. [I] ndo apresentaram uma prova dos invariantes (B1) e (B2).
Eles apenas mencionam que esta prova é técnica e que por isso serd omitida. Por falta de
tempo, ndo verificamos a validade de (B1) e (B2) e por isso nao apresentamos a sua prova aqui
também. Optamos por nos concentrar nos resultados que estao explicitamente demostrados no
artigo.

5.7.3 Otimalidade da alocacao produzida

A demonstracao da otimalidade da alocagao produzida pelo algoritmo ¢ longa e técnica. In-
felizmente alguns poucos pontos dessa demostracao nao foram compreendidos apesar do nosso
esforco. Optamos por apresentar aqui tudo que foi estudado e compreendido, deixando indica-
dos os pontos que sao citados no artigo original mas nao completamente justificados.
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Para um leildo (v,m,r,n, k) em posicdo geral, a alocacdo (u'™),p™), uM) devolvida pelo
algoritmo é Otima, ou seja, é uma alocacdo estavel e vidvel e, para toda alocagio (u,p, )
estavel e viavel, vale uET) > u;, para todo comprador ¢ em [.

Veja que a condigao de posicao geral é necessaria para que exista uma alocagao 6tima. Por
exemplo, no caso de termos apenas um item, e dois compradores com m; ; = Mg 1, € V11 > My
e Vg1 > Mg, € M1 > T € My > 791, NA0 existe uma alocacao otima. De fato, considere as
seguinte alocagdes, (u',p', ut) e (u?,p?, u?) onde u' = (vi1 — p1,0), pt = (m1q), p* = (1,1), e
u? = (0,v91 —p?), p* = (may), u* = (2,1). Ambas alocagoes sao estaveis e viaveis, mas uj < u3
e u? < ui, e claramente nao existe alocagao (u',p’, i') estavel e viavel com u} > u} e u} > u?,
para todo 7 € I.

Desconsiderando casos em que o leilao nao esta em posicao geral, sempre existe uma alocagao
6tima. Podemos deixar um leilao em posicao geral fazendo perturbagoes simbolicas nos valores.

Sem perda de generalidade, vamos assumir que para toda alocagdo (u,p, 1) nao existe um
par (i,7) € p tal que p; = m; ;. Podemos assumir isso, pois estamos assumindo que o leildo
estd em posicao geral.

Para verificar que a alocacao devolvida pelo algoritmo ¢ 6tima, vamos mostrar que, para
toda alocacgao (u/,p’, ') viavel e estével, vale que ul@ > u; para todo comprador i em I, e
pg-t) < p); para todo item j em J, ao fnicio de cada iteragdao ¢ do algoritmo. Veja que isso é
suficiente para que a alocacao devolvida pelo algoritmo seja 6tima, pois ja sabemos que ela é
estavel e viavel.

Vamos mostrar isso por inducao em ¢. Para ¢ = 0, temos que p;- > 0= py

0> o o g

), para todo j de

J,eu, < B= ugt), para todo ¢ de I. Para ¢t > 0, suponha que u
Primeiramente, vamos provar o seguinte.

< pj.

(t+1)

[

> ;e P < p); para todo (i,7) em I x J.

Proposicao 1: u :

Prova. Para isso, vamos analisar as atualizacoes de precos e utilidades feitas nos passos
3 e 4 do algoritmo como fungdes continuas numa variavel z. Definimos por u;(z) a funcdo
continua nao-crescente, para todo comprador ¢ € I, onde

ui(z) = v — max (z — dW(io,4),0)

(2

e por p;(x) a func@o continua ndo-descrescente, para todo j € J, onde

pi(z) = P + max (z — d¥ (i, 5),0) .

J

Suponha que existe um valor y' € [0,w®(P)] tal que u;(y') < u, para algum i € I, ou

p;(y) > p; para algum j € J. Vamos provar que tal y' nao existe, o que implica que M > up,

i
t+)

para todoi € I, e pg. < pjj, para todo j € J.

Considerando o maior y € [0, w™(P)] tal que u;(y) > uj para todo i € I e p;(y) < p) para
todo j € J, definimos os conjuntos I’ e J' por

I'={i € Iu;(y) = u; e dV(ig, i) <y},
J ={j € Jlp;(y) =1 e dD(ig, j) < y}.

Se 3/ existe, entdao y < y' < w®(P) por causa da monotocidade das funcdes u;(z) e p;(z).
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Proposicdo 2: Todo item j € J' esta alocado em p® a um comprador i € I', e que todo
comprador ¢ € I’ esta alocado em p’ a um item j € J'.

A proposicao 2 é demostrada na proxima subsegao . Da proposicao 2 podemos deduzir
que |I'| = |J'|. Portanto, vale também o reverso destas afirmacoes. Ou seja, todo item j € J’
esta alocado em ' a um comprador i € I’, e que todo comprador i € I’ esta alocado em p®) a
um item j € J'. Com isso, resta chegar a contradicao.

Considere j € J' com o menor valor d® (i, j). Considere o caminho de peso minimo em
G® de iy para j que usa apenas arcos a frente e arcos inversos. O vértice anterior a j nesse
caminho é um comprador i que nao esta em I’, pois ele nao esta alocado & um item em J', pela
escolha de j.

Vamos mostrar que u} e p;- nao satisfazem as condicoes de estabilidade. Para que a alocacao
(v, p', 1) seja estavel, pelo menos uma das seguintes equagoes deve ser valida

w; +pl > i, (19)
up > v (20)

Como j € J' vale p;(y) = pj e d(ig,7) < y. Logo dP(ig,i) < d®(ig, ), e temos que
d® (ig,i) < y. Assim sendo, u;(y) > u} ja que i & I'.

Como hé um arco a frente de i para j em G®, temos p!” € (5.5, m; ;). Como w;(y) =

J
ul(-t) —y+d®(ig, i) e pi(y) = pgt) +y — d®(ig, j) e também ha uma arco a frente de i para j de

custo ugt) + p( )

t
;i — Vij, temos

wily) + p;(y) = ul + P — (W + Pl — ;) = v,

(®)

J

Logo uj + p} < ui(y) + p;j(y) = vi; e portanto (19) nao vale. Por indugao, p; > p
portanto também nao vale.

Segundo Aggarwal et. al. [I], o fato de G® ter um arco de preco maximo de ¢ para j implica
que p; = p;(y) < my;. Portanto, também nao vale.

Z Tijg, €

Com isso concluimos que ndo existe um valor 3’ € [0, w® (P)] tal que u;(y') < v, para algum
i €I, ou p;(y') > pj para algum j € J.
(t+1)

(t+)
() > o e

Isso prova que u :

< p}, em cada iteragao ¢ do algoritmo.

(t+1)

7

(

Proposigao 3: u > ule p4t+1) < pj para todo (i,7) em I x J.

Prova. Para finalizar, resta mostrar que p<t+1) < pj. Sabemos que pg-tH) difere de

t4 . . .o
pg- ) apenas quando o caminho alternante em G® termina em um arco de preco minimo
. .. t t+1 . .
(1,7) = (i1, J1+1), e quando pg- ) < r;,j. Nesse caso, p(- ) = r;j. Precisamos verificar que,
neste caso,

/
Tij Spj .
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Como a alocagao (u/,p', i) é estavel, vale pelo menos uma entre , e . Segundo
Aggarval et. al. [I], sempre valem ou (21)). Vamos verficar esses dois casos.
(t+1)

Como passeio alternante terminou em um arco de preco minimo, vale que u; = Vi; —Tij
e vale também que ugtﬂ) > w, por indugao. Entao, se vale , substituindo u, por ut+h)
em ([19)), temos

(vig — i) +0; > vij.
Portanto, neste caso, vale que r; ; < p;-.

Como existe arco de prego minimo de ¢ para j neste caso, temos que r; ; < m; ;. Se vale (21]),
ou seja, m;; < p, entdo, neste caso, também vale que 7;; < pf.

Portanto, para alocacdo (u(*1) pt+1 ,¢+1) vale que ugtﬂ) > ul, e que pgtﬂ) < plj, para

toda alocagao (v, p’, 1) estavel e viavel. O que implica que a alocagao devolvida pelo algoritmo
é Otima.

|

5.8 Prova da Proposicao 2

Vamos mostrar que todo item j € J' estd alocado em px® a um comprador i € I’, e que todo
comprador i € I’ estd alocado em p/ a um item j € J', para depois, chegarmos & contradicao,
verificando que tal ¥’ ndo existe.

Primeiramente, vamos verificar que todo item j € J' esta alocado em p¥ a um comprador
i€ I'. Como j € J', tem-se que d¥(ig, j) >y < w¥(P). Se o item j estiver desalocado, entdo
d®(ig, j) = oo, pois ndo ha arco & frente incidente em j. Isso é uma contradicdo. Portanto, o
item j esta alocado a algum comprador i € [.

Queremos mostrar que i € I’, ou seja, que d¥(ip,4) < y e u;(y) = u;. Como j esta alocado
a i em p®, hi arco inverso de j para i em G e seu peso ¢ 0 pelo invariante (A2). Assim,
d® (ig,i) = d®(ig,7) <y, pois j € J'. Resta mostrar que u;(y) = u}. Pela escolha de y, temos
que u;(y) > ul. Como d®(ig, i) = d®(iy, j), temos também que u;(y) + p;(y) = ul? + p§-t)
pela defini¢ao de u;(z) e p;(z) e pelo invariante (A2). Ou seja, u;(y) = vi; — p;(y) = vij — P}
pois j € J'.

Se mostrarmos que u;, + p;- > wv;j, a prova termina, pois, pela equagao acima, teremos
u;(y) < uj, implicando que u;(y) = uj. Para isso, basta mostrar que pj € [r;;, m;;), pois isso
implica que u; + p; > v;; ja que (v, p', ii') é estével. Veja que p/; € [r;;,m, ;] pois (u',p', 1) é
viavel. Entao, temos que mostrar apenas que p;» < My j.

Os invariantes (A2) e (B1) implicam que e [1i4,mi ;). Consequentemente, existe um

J
arco de preco maximo de i para j em G ja que rij; < Mij; e ul(-t)

Logo w®(P) < d® (g, 4) + u'” + m;j — v;j. Mas entao

%

= Vij

+ m;j > Ul(t) +p§t> = V-

pi=piy) = i +y—dY(o, )

P 4y — dO (i, i)

< P+ w(P) — d9 (i, 1)
< P+ +miy - g
= mm- .

Assim, terminamos a verificacdo de que todo item j € J’ estd alocado em u® a um comprador
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1el’.

Agora, vamos verificar que todo compradorm ¢ € I’ esta alocado em p’ a um item j € J'.
Observe que u; > 0 ja que

i y)
— ugt) (y d® (zo,i))
> ul? — (wO(P) = dO(ig, i) = u™ > 0.

ro_
u = u

(2

Assim o comprador i estd alocado em p’ a algum item j € J.

Queremos mostrar que j € J', ou seja, que p;(y) = pj e d® (ig, ) < y. Pela escolha de y,
temos que p;(y) < pj. Se provarmos que p;(y) > vi; — u;(y) entdo, como u;(y) = u; ji que
i€ 1" euj+p;=uv; pois (v,p/, 1) é vidvel, temos que

pi(y) = vij —ui(y) = vij —u; = pj -

Ou seja, para mostrar que p;(y) = p}, é suficiente mostrarmos que p;(y) > vi; — ui(y).
Da defini¢ao de p;(y), temos que

pi(y) >\ +y —dOi, j) .

Como (u', p', ') & viavel, temos que p € [r;;,m;;]. Por indugao, p(-t)

j
estd em posicao geral, vale pgt) # m, j. Assim sendo, pét)

Segundo Aggarwal et. al. [I], pgt) > 1;; 0 que garante a existéncia do arco a frente de ¢ para

< p;-. Como o leilao

< Mmy ;.

j em GO

d®(ig, ) < d¥(ig,4) + (u” +p\" — v, ;) . (%)
Portanto,

pi(y) > Py — (dD o, 0) +ul +pl —vi)

vig = () = (y = d(io, 1))
= i —u(y) -
Resta mostrar que d® (ig, j) < y. Como u;(y) = ugt) —y+d®(ig,1), de (*) deduzimos que
(t)

Ao, j) < wily) +y+p) — vy
= +y+p(t)—vi,j poisi € I’
< y+u;+pily) —vij pela hipotese de indugao
= y+p;(y) —p pela viabilidade de («/, p/, 1)
= vy pelo que provamos anteriormente.

5.9 Consumo de tempo

Inicialmente, o grafo de atualizacio G'© possui no maximo nk arcos de preco minimo, nk
arcos de preco maximo, e n arcos terminais. Vamos mostrar que a cada iteracao do algoritmo,
a soma do nimero de arcos destes tipos diminui de um. Com isso, conseguiremos concluir que
o namero de iteragdes do algoritmo ¢ limitado por 2nk + n, ou seja O(nk).
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Considere uma iteracgao t do algoritmo StableMatch, e suponha que t nao é a Gltima iteragao.
A tltima aresta passeio alternante de peso minimo P = (i, j1,%1, . - ., 1,4, jip1) em G® ndo

aparece no grafo de atualizacio G+, Vamos mostrar que a aresta (i, j) = (4;, j+1) ndo aparece
em GUHD:

e Caso 1.
Se (i,7) ¢ um arco terminal, entdo w®(P) = d® (o, ) + u.”

. Portanto,

™ = u? = (wO(P) = d(io, i) = 0.

)

o (Case 2.
Se (i,7) é um arco de preco méaximo, entido w®(P) = d® (i, i) + (ugt) + mi; — Um').
Portanto,
UZ(H_I) + m;; = Uz(t) — (w(t)(P) - d(t) (Z(),’L)) + m;; = Vi j.
e Caso 3.
Se (i,7) é um arco de preco minimo, entdo w®(P) = d®(ig,i) + (ugt) + Ty — Vi)
Portanto,

uf ™ iy = w = (O (P) = dW(io,0)) + iy = viy.

i
Como a utilidade dos compradares nunca aumenta e o preco dos itens nunca diminui ao

longo do algoritmo, entao o arco (i, j,+1) nao aparece no grafo de atualizagdo G®) | para
t'>t.

Basta agora verificarmos qual é o consumo de tempo de uma iteracdo. Primeiramente,
vamos relembrar que o custo dos arcos de G sdao sempre maiores ou iguais a zero, para
toda iteracao t. Portanto podemos usar o algoritmo de Dijkstra para encontrar o passeio
alternante de peso minimo. Assim, o consumo de tempo de uma iteracao do algoritmo é

O((n + k)?).

Como em geral temos n > k, concluimos que o consumo de tempo do algoritmo todo é
O(nk) x O(n?), ou seja, O(kn?).

5.10 Prova de estratégia

Teorema 5.1 Nao existe maneira de um comprador ou mesmo um grupo de compradores ma-
nipularem os valores que declaram ao algoritmo de forma que todo comprador nesse grupo seja
beneficiado por essa manipulacao.

A prova desse teorema se baseia no seguinte resultado. Seja (u,p, 1) uma alocagao que é
viavel para o leildo (v, m,r,n, k) que esta em posicao geral, e seja (u*, p*, u*) a alocacao 6tima
para o leilao. Seja

I"={(el]|u>u}.
Se I™ é nao vazio, entao existe um par bloqueador (i,5) € (I'\ 1) x J.
Infelizmente nao foi possivel concluir essa prova, por falta de tempo. Aggarwal et. al. [I]

apresentam a prova, e mencionam que o mecanismo para realizid-la é semelhante a muitos
outros.
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6 Conclusoes e Resultados

Podemos concluir deste projeto que a area de teoria dos jogos envolve muitos conceitos, e
pode ser aplicada em diversos campos. Os resultados obtidos através do estudo dos problemas
mostrados eram todos resultados ja conhecidos. Porém, sao resultados muito interessantes.

A intencao inicial do projeto foi alcancada. Em primeiro lugar escolhemos problemas inter-
essantes da area de teoria dos jogos. Tentamos ao maximo detalhar cada passagem matemaética,
e ilustrar exemplos para facilitar a compreensao dos resultados mostrados. Dessa maneira, foi
possivel apresentar cada um dos problemas estudados de uma maneira didatica para o leitor.
Acredito que este projeto pode ser de grande ajuda para uma pessoa que esteja interessada na
area.

Além disso, os algoritmos foram implementados e estao disponiveis na capa do projeto. Al-
guns testes foram realizados para entradas geradas aleatoriamente, tentando comprovar a va-
lidade das provas demostradas para as solugoes propostas. Conseguimos verificar as condicoes
de estabilidade e viabilidade das solucoes encontradas, porém as condicoes de otimalidade e
prova de estratégia nao podem ser verificadas tao facilmente por alguma rotina. Para en-
tradas pequenas, conseguimos fazer algo como uma for¢a bruta para gerar todas as alocacoes
estaveis, e verificar que nenhuma delas ¢ melhor do que a alocacao encontrada pelo algoritmo
implementado.
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7 Parte Subjetiva

Este trabalho de conclusao de curso se originou em uma iniciacao cientifica orientada pela
professora Cristina Gomes Fernandes. Em um primeiro momento, comecei estudando alguns
conceitos e defini¢oes da area de teoria dos jogos. Aos poucos, fomos escolhendo assuntos que se
mostravam mais interessantes. Nesta secao irei tratar das dificuldades, desafios e frustragoes que
surgiram ao longo da elaboracao do projeto, além de realgar a importancia de certas disciplinas
cursadas.

7.1 Desafios e frustracoes

O assunto estudado aborda, de certa forma, aspectos que nao sao vistos durante o curso.
Essa novidade, apesar de tornar um pouco mais dificil a compreensao do assunto, tornou
também o projeto mais interessante.

Foi realmente desafiador tentar entender todas as propriedades garantidas por cada uma
das solucgoes propostas para os problemas apresentados. Em algumas provas, os autores omitem
algumas passagens, dificultando o entendimento. Além disso, como sempre, existem algumas
falhas de digitacao. Em algumas demonstracoes encontramos o simbolo “<” onde deveria ser
“>” ou encontramos a variavel ¢ onde deveria ser j, e outras pequenas falhas semelhantes.

O periodo de estudo sobre o problema dos casamentos estaveis, e também sobre o problema
da alocacao de bens indivisiveis foi um pouco frustante. Eu nao esperava que problemas tao
simples teriam provas tao complicadas. Acho que foi uma fase de adaptacao. Mas a partir
do conhecimento adquirido durante essa primeira fase, foi possivel comecar a trabalhar em
problemas mais complexos e interessantes.

Apos estudar esses dois primeiros problemas, passamos para o problema dos leiloes combi-
natorios. Tratava-se de um problema mais complexo, que envolvia nao sé teoria dos jogos, mas
também conceitos de complexidade computacional. Esse problema possui caracteristicas inter-
essantes. Isso se deve ao fato de que apds muitas demonstragoes, concluimos que um simples
algoritmo guloso é a melhor solugao que existe para o problema.

Durante o segundo semestre de 2009, foquei meus esforcos no ultimo problema estudado
neste projeto. Dentre todos, este problema foi o que me deixou mais intrigado e curioso.
Aos poucos fui entendo o motivo de certas definigoes. Esse problema, apesar de ser muito
interessante, exigiu certa dedicacao. Em especial, passei mais de um més estudando a prova de
otimalidade do algoritmo StableMatch. As passagens matematicas sao muito complexas. Além
disso, ¢ dificil entender algumas hipoteses que os autores assumem valer, mas nao explicam
muito bem os motivos. Com muita ajuda da orientadora, que me auxiliou durante toda a
elaboragao deste projeto, conseguimos completar quase todas as expectativas que tinhamos.
Nao foi possivel concluir todas as provas, nem tratar muito bem o caso da posicao geral do leilao
na hora de implementar. Fiz pequenas modificagoes no algoritmo para que este pudesse resolver
instancias genéricas, e elas me pareceram realmente funcionar. Mas infelizmente os autores nao
explicam quais sao as modificacoes que podemos fazer para que o algoritmo funcione sem a
hipotese de posicao geral do leilao, apenas citam que isso é possivel.

7.2 Disciplinas relevantes

Podemos destacar algumas matérias que tiveram grande relevancia para a elaboracao deste
projeto.

e MACO0110 - Introdugao & computacgao
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MACO0122 - Principios de desenvolvimento de algoritmos

MACO0323 - Estrutura de dados

MACO0327 - Desafios de programacao

Essas disciplinas foram de grande ajuda para que eu pudesse implementar os algoritmos
estudados, e conseguir fazer certas verificacdes sobre as provas apresentadas. E um alivio
ver que uma prova matematica realmente funciona na pratica. Além disso, elas me
proporcionaram gosto pela programacgao, o que me motiva bastante a estudar problemas
dificeis.

MACO0315 - Programacao linear

Em alguns trechos do projeto foi necessario um conhecimento sobre programacao linear,
para poder mostrar maneiras alternativas de se obter uma solucao. Apesar de ter passado
superficialmente por esses trechos, a disciplina em questao foi de grande ajuda.

MACO0450 - Algoritmos de aproximacao

Essa disciplina também teve participacao na area de programcao linear, citada acima.
Além disso, para mostrar que um dos problemas estudados é NP-dificil, foi preciso fazer
uma reducao polinomial. Algoritmos de aproximagao trata de muitos problemas dificeis,
e também aborda maneiras de se relacionar tais problemas, através da contrucao de
instancias de problema a partir de instancias de outro problemas. Portanto, esta disciplina
foi muito relevante, em especial, nessa parte especifica do projeto.

MACO0328 - Algoritmos em grafos

Como pode ser visto, todos os problemas estudados envolvem algum assunto de grafos.
Sem a base adquirida nesta disciplina, seria impossivel conseguir acompanhar os resulta-
dos estudados.

MACO0338 - Anilise de algoritmos

Essa disciplina tem forte participacao na compreensao das demonstragoes estudadas neste
projeto. Em anélise de algoritmo aprendemos nao s6 a analisar a complexidade de tempo
que um algoritmo consome, mas também a provar a corre¢ao de muitos algoritmos, como
algoritmos gulosos e de programacao dinamica.

E dificil dividir a importancia das matérias de maneira isolada, pois muitas delas estdo
fortemente relacionadas. Mas de certa forma, todas as disciplinas do curso tiveram in-
fluéncia positiva para a elaboracao do projeto. Entre outras matérias que tiveram grande
partipacao para a elaboragao do projeto estao MAC0436 - Toépicos de matematica
discreta, MACO0330 - Introducao a teoria dos grafos e MACO0325 - Otimizagao
combinatéria.

7.3 Trabalhos futuros

Todos os problemas estudados podem ser aprofundados. Os dois primeiros problemas pos-
suem variantes, que foram até citadas no projeto. Para o problema dos leiloes combinatorios
pode ser estudada uma representagao compacta dos valores ideais dos compradores sobre todos
os conjuntos de objetos, assim como a solugao apresentada para esses leiloes no caso geral,
aprofundando um pouco na area de programacao linear. Esse tultimo problema estudado tam-
bém possui caracteristicas que nao foram abordadas. Dentre elas temos a modelagem deste
problema quando estamos tratando de usuéarios clicando nas publicidades em uma pagina de
busca. Além disso, existem muitas questoes em aberto para esse problema, que podem ser
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encontradas no artigo. Além disso, existem também outros problemas interessantes na area de
teoria dos jogos que também podem ser estudados.

Com essas intimeras opgoes para trabalhos futuros, o enfoque para a continuacao deste
projeto pode seguir por qualquer um dos caminhos citados.
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