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‘ 1. Introducao I

OS ultimos anos, notou-se que varios problemas de

otimizagao combinatéria podem ser olhados sob o
ponto de vista de teoria dos jogos, e isso tem trazido re-
sultados interessantes para tais problemas, pois permite
que técnicas e observacdes da area de teoria dos jogos
sejam usadas ou sirvam de inspiracdo. Ao mesmo tempo,
0 crescimento da internet trouxe consigo uma variedade
de problemas novos, muitos deles envolvendo aspectos de
teoria dos jogos. Neste projeto mostraremos problemas de
otimizagao combinatoria sob o enfoque de teoria dos jogos.

Problemas pertences a area de teoria dos jogos envolvem
o estudo de solucbes que garantam certas propriedades.
Para entender melhor essas propriedades podemos anali-
sar alguns problemas desta area. Um exemplo bem con-
hecido é o problema dos casamentos estaveis, entre outros
que foram estudados neste projeto.

‘ 2. Casamentos estaveis I

Considere um grupo de homens e um grupo de mulheres
gue se conhecem, todos solteiros. Podemos imaginar
que cada homem tem uma ordem de preferéncia para as
mulheres do grupo, desde a que mais gosta até a mulher
gue menos gosta, sem empates. O mesmo vale para as
mulheres, de maneira analoga. O problema em que esta-
mos interessados € chamado de problema dos casamentos
estaveis.

Supondo que os dois grupos tém o mesmo tamanho, que-
remos escolher uma esposa para cada homem, levando em
conta as ordens de preferéncia, de modo que os casamen-
tos sejam estaveis.

Denotamos por H o conjunto dos homens e por M 0 das
mulheres, e consideramos entdo que |H| = |M| = n. Todo
m € M tem uma ordem de preferéncia nos elementos de H:
paraaebe H,em € M, a >, b denota que a mulher m
prefere a mais do que prefere b. Assim temos uma ordem
de preferéncia estrita:

hl >'th>'mh3>'m"°>'mhz'>'m'°°>'mhn>

onde o elemento m tem maior preferéncia por h;, € menor
preferéncia por h,,.

Um grupo de casamentos entre H e M ¢é dito instavel se
temos dois homens h, e hy, € H e duas mulheres m; e my €
M onde h; estd casado com m; € hy esta casado com my,
mas h; prefere m, a my, € my prefere h; a ho. Nesse caso,
dizemos o par (hy, m2) € um par bloqueador, e temos entao
um grupo de casamentos instavel. Um grupo de casamen-
tos que nao possui nenhum par bloqueador é estavel. O
pseudo codigo abaixo, que deve-se a Gale e Shapley [4],
encontra um grupo de casamentos estavel em tempo O(n?).

Algoritmo PROPOSTA MASCULINA (H, M, <, <)

1. S« H, L(m)+« indefinido, paracadam € M
2 para todo / € H faca

3 F(h) é a primeira mulher em <,
4 enquanto S # () faca

5. seja h um homemem S
6 se L(F'(h)) esta indefinido

7 entao L(F(h)) < h, S «— S\ {h}
8

. senhao
9. se h =puy L(F(h))
10. entao S — SU{L(F(h))},
11. L(F(h)) < h,
12. S — S\ {h}
13. Atualize F'(h) para a proxima mulher em <,

14. devolva L

Além disso, esse algoritmo garante uma outra propriedade
importante da area de teoria dos jogos. O algoritmo acima
€ a prova de estratégia, ou seja, nenhum homem pode
se beneficiar ao declarar uma ordem de preferéncia sobre
as mulheres que nao seja sua real ordem de preferéncia.
As solucoes propostas para os problemas apresentados a
seguir também garantem a prova de estratégia.
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‘ 3. Alocacao de bens indivisiveis |

Foi estudado o problema da alocacao de casas para
entender o modelo de alocacao de bens indivisiveis.
Nesse problema temos um conjunto N = {1,2,...,n} de ne-
gociantes e cada negociante possui inicialmente uma casa.
As casas sao transferiveis e 0os negociantes podem trocar
de casa usando como moeda a sua propria casa. Cada ne-
gociante possui também uma ordem de preferéncia estrita
sobre as n casas em questao, ou seja, uma lista ordenada
das casas, desde a casa que mais gosta até a casa que
menos gosta, sem empates. Nosso objetivo € realocar as
casas entre os negociantes, de forma a satisfazer algumas
condicoes, chegando a uma alocacao dita estavel.

A casa j denota a casa inicial do negociante j. Para des-
crever uma alocacao de casas usaremos um vetor x de
tamanho n, onde x; € 0 numero da casa atribuida ao nego-
ciante . Assim temos a alocacéao inicial z; = ¢, para ¢ de 1
an.

Uma alocagao de casas x deve satisfazer z; # x; para todo
i # j, OU Seja, uma casa sO pode pertencer a um nego-
ciante, e sera entao uma alocacéo viavel. O contrario tam-
bém deve ser valido: todo negociante s6 pode possuir uma
unica casa.

Intuitivamente, uma alocacao estavel das casas ocorre
gquando nenhum conjunto de negociantes preferiria trocar
entre si suas casas iniciais ao receber as casas que lhes
foram alocadas. Tal conjunto de negociantes € chamado
de conjunto bloqueador. Assim um conjunto bloqueador S
pode chegar a uma alocacao mais favoravel a cada pes-
soa de S, ou seja, onde cada pessoa de S recebe uma
casa que nao seja pior na sua ordem de preferéncia, e pelo
menos uma delas recebe uma casa melhor na sua ordem
de preferéncia. Uma alocacao que nao possui nenhum
conjunto bloqueador € uma alocacao estavel. O conjunto
de todas as alocacoes estaveis € chamado nucleo.

Teorema 3.1 O nucleo sempre consiste de uma unica alo-
cacao e o algoritmo abaixo a encontra.

Algoritmo TTCA (N)

1. enquanto N # () faca

2 G — (N, 0)

3. para todo u € N faca
4

: seja v 0 negociante cuja casa é de maior
preferéncia para u dentre os negociantes em N

5 E(G) — E(G)U {uv}

6 para todo circuito C' em G faca

7 para todo vértice v € C faca

8. seja v em N tal que a aresta vu € E(C)
9 A(v) «— u

0 N — N\ V(C)

1. devolva A

4. Leiloes combinatorios I

Outro problema que foi estudado € outro bom exem-
plo para explorar alguns aspectos de problemas da
area de teoria dos jogos. No problema dos Leilbes Com-
binatorios temos 0s objetos que estao sendo leiloados e
os compradores. Os objetos sdao vendidos todos em um
mesmo leilao, ao mesmo tempo. Cada comprador possui
preferéncias sobre conjuntos de objetos, estabelecendo um
certo valor que acha ideal para cada conjunto de objetos,
e nao apenas para cada objeto pois os objetos tém de-
pendéncias entre si. O objetivo neste problema é encontrar
uma forma de definir qual comprador ficara com cada ob-
jeto ao fim do leilao, de forma a maximizar a soma do valor
ideal dado por cada comprador ao conjunto de objetos que
recebera, o que chamamos de bem estar social.

Para definir o problema podemos denotar quantidade de
compradores por n, € a quantidade de objetos por m. Cada
comprador ¢ expressa, para todo conjunto S de objetos, 0
valor por receber S com um numero v;(.S). Vamos chamar
tal ndmero de valor ideal do comprador 7 sobre o conjunto
de objetos S.
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Encontramos algumas dificuldades ao tentar resolver o
problema. Observe que a valoracao de cada comprador
é potencialmente de tamanho exponencial no numero de
objetos, dado que ele deve valorar cada conjunto de ob-
jetos. Por isso, vamos tratar de um caso bem restrito do
problema, onde cada comprador esta interessado apenas
em um conjunto especifico de objetos, estabelecendo valor
ideal zero para qualquer conjunto de objetos que nao con-
tém o conjunto de objetos em que esta interessado. Tais
compradores sao chamados de compradores focados. Ao
adicionarmos essa restricao ao problema dos leildes com-
binatorios, temos um novo problema que chamamos de
problema dos leilbes combinatorios com compradores foca-
dos.

Teorema 4.1 O problema do leilao combinatorio com com-
pradores focados € NP-dificil.

Alguns casos especiais do problema dos leildbes combi-
natérios com compradores focados podem ser resolvidos
em tempo polinomial. Mas no caso geral, € um problema
dificil. Além disso, a existéncia de uma m!/?>~¢-aproximacao
para o problema é possivel apenas se P = NP. Visto isso, va-
mos apresentar um algoritmo que é uma m'/2-aproximacao
para o problema. O algoritmo guloso a seguir deve-se a
Lehmann [3].

Algoritmo LCS-SM (5, v, n)

1. Ordene(S,v,n):vi/y/|S1] > ... > v,//]Sul
2. W« U«—(

3. parai«< 1aténfaca

4, se S,NU =1

5. entao W — W U {i}

b. U—UUS;

/. devolva W

5. Leiloes para publicidade associada a busca I

m sites com mecanismos de busca, costumamos en-

contrar publicidade em alguns locais da pagina, com
assuntos relacionados a busca feita por um usuario. Esses
locais da pagina sao pre-determinados, e portanto, limita-
dos.
Aggarwal, Muthukrishnan, Pal e Pal [2] consideraram o
seguinte problema: encontrar uma maneira de alocar os lo-
cais da pagina (itens) aos publicitarios (compradores) de
forma a maximizar a satisfagcao dos publicitarios (que sera
definida como utilidade), usando os conceitos de alocacao
estavel e alocacdo otima. Para isso, cada publicitario deve
fazer uma proposta ao dono da pagina (vendedor) com
o valor que pretende pagar por cada local da pagina. O
mecanismo proposto por estes autores para encontrar tal
alocacao nos permite especificar valores minimos e maxi-
mos diferentes que cada publicitario podera pagar por cada
local da pagina, onde o valor minimo é definido pelo proprio
dono da péagina, e o valor maximo pelo publicitario. Esse
mecanismo consiste em encontrar caminhos alternantes de
peso minimo em um grafo bipartido definido pelos com-
pradores e pelos itens.

‘ 6. Conclusao I

onseguimos explorar problemas interessantes que nos

trazem uma boa visao sobre problemas da area de
teoria dos jogos. Foram apresentadas solucoes para cada
um dos problemas, acompanhadas de suas provas. Além
disso, foi possivel perceber que os problemas estudados e
suas variantes podem ser usados para resolver problemas
reais.
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