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Resumo

Este é um projeto de iniciacao cientifica cuja finalidade é estudar métodos pro-
babilisticos e algébricos na resolucdo de problemas combinatdrios.

O contetido seré distribuido em se¢des, onde cada método sera discutido com
exemplos encontrados na bibliografia e referéncias de estudo. Além de descrigdes
e exemplos relacionados, alguns problemas selecionados serdo resolvidos.

Acreditamos que a resolugdo de tais problemas é essencial para a absor¢do do
contetido estudado e servira de exemplo aos leitores.

Para compreender o texto é necessario algum conhecimento de probabilidade,
algebra linear e teoria dos grafos.
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Método Probabilistico

1 Método Probabilistico

1.1 O Método Basico

O Método Probabilistico tem como finalidade demonstrar que uma estrutura com cer-
tas propriedades existe. Para isso, um espaco de probabilidade adequado é definido e
deve-se demonstrar que as propriedades desejadas aparecem em um elemento deste
espago com probabilidade positiva.

Ao longo do texto este conceito ficara mais claro, especialmente a partir dos muitos
exemplos que serdo detalhados a seguir.

Um exemplo simples de aplicagdo do método é na obtencdo de cotas para os Niimeros
de Ramsey. O ntumero R(k,l) é o menor inteiro n tal que em qualquer coloracdo das
arestas do grafo completo com n vértices, K, usando-se duas cores (vermelho e azul,
por exemplo) sempre existe um grafo K vermelho ou um K; azul. Ramsey (1930)
mostrou que R(k, 1) é finito para quaisquer k e [.

Vamos usar o método para encontrar um limitante inferior para R(k, k).
Se (2)21*(5) < lentdo R(k, k) > n.

Dem.  Considere uma coloracdo das arestas de K, com as cores vermelho e azul,
onde cada aresta é colorida independentemente com igual probabilidade para ambas
as cores.

Para qualquer conjunto R fixado com k vértices, seja Ar 0 evento em que o sub-grafo
induzido por R é monocromdtico (todas as arestas tem a mesma cor).

Cada aresta é pintada independentemente e hd 2 op¢ées de cores, portanto

k
2

Pr[Ag] =2 x 27(2).

Comoha (}) possiveis escolhas para R, a probabilidade de pelo menos um dos eventos
Ap ocorrer é limitada superiormente por

(Z) 21-(2) < 1.

Entédo, com probabilidade positiva, nenhum evento Ay ocorre. Isso significa que existe
uma 2-coloragdo das arestas de K, sem um K monocromaético, ou seja, R(k, k) > n.
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Coroldrio: R(k, k) > 2*/? para todo k > 3.
Quando k > 3, se tomarmos n = |2¥/2], entdo

1+k/2 k
(n>21_(§> _n(n— 1)~--(n—k+1)21+(k_k2)/2 _ 1+k/ L
k k! k! 2k?/2 ’

portanto R(k, k) > 2¥/2 para todo k > 3.

1.1.1 Teorema de Erdés-Ko-Rado

Este teorema é um cléssico da Teoria Extremal dos Conjuntos. A demonstracdo que da-
remos utiliza o0 Método Probabilistico, é bem concisa e serve de exemplo do poder do
Método.

Uma familia de conjuntos F é dita intersectante se A, B € F implica AN B # (. Su-
ponha n > 2k e seja F uma familia de k-conjuntos contidos em {0,1,...,n — 1}. O
Teorema de Erd6s-Ko-Rado nos diz que | F| < (Zj)

Lema. Para(0 < s <n-—1,defina A, = {s,s+1,...,s+ k — 1}, onde a adigio é médulo
n. A familia intersectante JF possui no mdximo k conjuntos da forma A,.

Dem. Suponha que A; € F. Ha exatamente 2k — 2 conjuntos da forma A, que tém
intersec¢do ndo vazia com A;. Podemos arranjar esses 2k — 2 conjuntos em k£ — 1 pares
de conjuntos disjuntos. Fica claro que F pode conter no maximo um elemento de cada
par, provando o lema.

Sejam ¢ uma permutagdo de {0,1,...,n — 1} ei € {0,1,...,n — 1} escolhidos aleato-
riamente, uniformemente e independentemente. Defina A = {o(i),0(i +1),...,0(i +

k — 1)}, com adi¢ao médulo n.

Pelo lema, temos que, para qualquer permutagao o tomada, ha no méaximo £ dentre os
n conjuntos da forma {o(s),o(s+1),...,0(s+k—1)} em F. Portanto, Pr[A € F| < k/n.

Um pouco de reflexdo mostra que isso é equivalente a escolher A aleatoriamente entre

todos os k-conjuntos de {0, 1,...,n — 1}. Sendo assim,
k
—>Pr[Ae Fl= @, e entdo

722()- ()
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1.1.2 Desbalanceando Luzes

TODO: (Esta parte deve estar mais conectada, preciso inserir as motivagdes para o que estd
sendo calculado, apresentar a andlise assintética a partir da identidade combinatéria e chegar
no resultado final do livro.)

Seja S, uma varidvel aleatdria correspondente a soma de n varidveis aleatérias unifor-
mes em {—1,1}. Vamos demonstrar que

Bl =2 () W

Por simetria, verificamos que para cada soma dessas n varidveis resultando num in-
teiro ¢ existe uma soma resultando —i. Além disso, s6 existem somas nulas caso n seja

par.

Uma soma com exatamente i elementos positivos (n/2 < i < n) tem soma positiva
i—(n—1i)=2i—n>0.

Como cada soma tem probabilidade 27" de ser escolhida e existem (") somas com
exatamente i elementos positivos, vemos que

E[Sfl=27"x2 Y (’;) (2i —n). 2)

n/2<i<n

Para verificarmos a proposi¢do, nos resta mostrar que

k({(kk—_nl /2 J) h k/;q (f) (20 — k). (3)

Por inspecdo, verificamos que a identidade acima esté correta para k = 1,2. Suponha
que esta também seja verdadeira para2 < k < n.

Definimos J,, = {j : n/2 < j < n}.

Vamos utilizar a identidade (?) + (.",) = (") nesta demonstracao.

tEsta identidade vale mesmo quando o indice inferior é negativo ou maior que n, assumindo que

(Z):()quandop<00up>n.
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Queremos provar a identidade (3|) para k = n + 1, ou seja, precisamos obter
n+1
S = —n—1).
> ( Z, ) (2i—n—1)
1€Jn41
Aplicando a identidade acima, temos
n n
S = 2t—n—1
(0 (0) e
1€Jp+1

onde o somatdrio pode ser quebrado em duas somas,

s (o2 ()

1€Jn+1 1€Jn+1
n X n
Sp= Y <i_1)(2(z—1)—n)+ > (@'—1)'
1€Jn+1 1€Jnt1

Vamos analisar o caso n par e o caso n impar separadamente:

1. Quandon =2m, J, = {m+1,....2m}e J,11 = J, U{2m + 1}.
Como (,2" ) = 0, temos

S5 ()50

i€Jn i€Jn

5= (-0 (1) + (1)

pois quando i = m + 1 o termo (,",)(2i — n — 2) se anula.

Restaurando a soma, obtemos
n n
S=5+85=2 21 — )
=2y (e ()

A hipétese de indugdo nos garante que

2 (er=m=n(i ) =2 (Cnsy)
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Com algumas manipulagdes algébricas simples chegamos a

S=(2m+ 1)<27ZL) =(n+ 1)(Ln72J)’

que é exatamente a identidade desejada.

2. O caso n impar é andlogo ao caso par. Diferencas sutis aparecem na manipulagao
dos indices dos somatdrios.

A identidade (3) segue por indugdo para todo n > 1 e assim obtemos a férmula fe-
chada (1)) para E[|S,|].

1.2 Linearidade da Esperanca

Em todo o texto, se X é uma varidvel aleatdria, Pr[X = i] é a probabilidade de X as-
sumir o valor ¢. Para varidveis continuas isso ndo faz sentido ja que a probabilidade
uma varidvel continua assumir um valor especifico é sempre 0.

Caso X seja uma varidvel aleatéria continua, definimos f(z) como a fun¢do de densi-
dade de probabilidade de X, de modo que

Prja < X <] = /b f(z)dz.

Definimos o conceito de Esperanca de uma varidvel aleatéria X como

[e.o]

E[X] = Z i x Pr[X =], no caso discreto e

E[X] = / xf(z)dz , no caso continuo.

Uma propriedade muito util da Esperanca é que se X, X», ..., X,, sdo varidveis ale-
atérias, cq,...,c, sdo constantes e a variavel aleatéria X = ¢ X; + --- + ¢, X,,, entdo
E[X] = E[X1])+...c,E[X,).

O grande poder desta propriedade é que ndo é exigido absolutamente nada sobre as
varidveis X3, ..., X,, elas podem ser dependentes, de distribui¢des completamente di-
ferentes e o resultado continua valendo.
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Vamos agora dar um exemplo do uso da Linearidade da Esperanga:
Seja G = (V, E) um grafo com n vértices e e arestas. Entdo G contém um sub-grafo bipartido
com pelo menos e/2 arestas.

Dem. Seja T' C V um subconjunto aleatério formado escolhendo-se independente-
mente elementos de V, com probabilidade 1/2 de estarem em 7'. Defina B =V — T,
dizemos que uma aresta {x,y} cruza as partes B e T se exatamente um elemento de
{z,y} estd em T'. Seja X o namero de arestas que cruzam as partes. Podemos decom-

por
X= ) X,

{z,y}€FE

onde X, é a variavel aleatéria indicadora para o evento em que a aresta {z,y} cruza
as partes. Mas entdo

EX,| =Prlx e BiyeT|+Prlzr €T,y € B,
como os eventos sdo independentes,

E[X,,| =Prjx € B|Prly € T+ Pr[z € T|Prly € B] =1/2.

Pela Linearidade da Esperanca, E[X] = >, .\ p E[X;] = €/2. Sendo assim, para
alguma escolha de 7', devemos ter X > e/2.

Para essa escolha de 7', elimine as arestas que ndo cruzam as partes. Tome o grafo
formado como um sub-grafo bipartido de G com pelo menos e/2 arestas.

1.2.1 Particao de Grafo - Problema Resolvido

Este problema foi retirado de TODO: (fazer uma ref. bibliogrdfica aqui).

Problema: Seja G = (V, E) um grafo com n vértices de grau minimo d > 10. Mostre que hd
uma partigdo de V' em dois conjuntos disjuntos A e B tal que |A| = O(’“OTg(d)), e todo vértice
de B tem ao menos um vizinho em A e ao menos um vizinho em B.

Considere como espago de probabilidade (uniforme) todas as parti¢des possiveis com
|A| = [nlog(d)/d]. Defina p = |A|/n.

Dado um elemento = € V, definimos d(z) como o grau de z.
Se x é um vértice e todo vizinho de = estd em B, dizemos que z é do tipo 1. Se todo
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vizinho de x estd em A, dizemos que z é do tipo 2.

Sendo assim,
(z)
e IB||B|—1  |B|—d(z)+1 1B\ “
P dotipol] = — < | — =
tlz édotipo 1] n n—1 n—d(x)+1 n
=(1-p)" <(1—-p)<er <e 8D =1/d,

B AllAl =1 A —d@)+1 (AN
Plr[:vedo’ap02]:|7||n|_1 .”|n|—d(§c))+1 <(7) =

= p" < p”.

Em (4)), estamos usando a desigualdade 1 + 2 < ¢, que vale para todo x real. Nas
passagens (1 — p)¥®@) < (1 — p)? e p¥® < p?, usamos que 0 < p < 1 —p < led(r) >d,
pois d é o grau minimo do grafo.

Como p = |A|/n > log(d)/d, temos pd > log(d) e, portanto, —pd < —log(d). Logo
e Pd < o logld),

Defina X como uma variavel aleatéria que indica quantos vértices sdo do tipo 1 e,
analogamente, defina Y como uma variavel aleatéria que indica quantos vértices sdo
do tipo 2. A partir de () e (f]), obtemos E[X] < n/de E[Y] < np®.

Pela Linearidade da Esperanca, temos
E[X +Y] <n(1/d+p?).

Portanto, existe uma particdo de V' em partes A e B, com |A| = pn, de forma que ha z
elementos de tipo 1 e y elementos de tipo 2, com

r+y < n(l/d+p?). (6)

Mova todos os elementos de tipo 1 que estejam em B para A (no maximo = elementos).

Se u € B é um elemento de tipo 2, temos duas situagdes possiveis:

(i) todo vizinho v € B de u, que ndo é de tipo 2, possui um vizinho em B que ndo é
de tipo 2;
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(ii) existe um vizinho v € B de u, que ndo é de tipo 2, cujos vizinhos em B sdo todos
de tipo 2.

No primeiro caso, se movermos u para A, estaremos reduzindo o conjunto dos ele-
mentos de tipo 2 (u e todos os seus vizinhos de tipo 2 deixardo de sé-lo). Fazendo essa
movimentagdo, nenhum elemento passa a ser do tipo 2 se jd ndo era antes. Também
ndo transformamos nenhum vértice em um elemento de tipo 1, pois todos os vizinhos
de u (os vértices que poderiam ser afetados pela movimentagdo) tém vizinhos em B.

No segundo caso, se movermos o vizinho v para A, v deixaré de ser tipo 2 (todo vizi-
nho de v que seja de tipo 2 deixara de sé-lo). Também néao transformamos vértices em
elementos do tipo 1 ou tipo 2 neste caso.

Podemos, através de sucessivas movimentagdes, eliminar todos elementos de tipo 2.
Para que isso ocorra, teremos de mover no maximo y elementos de B para A .

Ap6s tais movimentagdes, a particdo ndo terd elementos de tipo 1 ou 2 e, portanto,
todo vértice em B terd ao menos um vizinho em A e ao menos um vizinho em B. A
partir da inequagéo (6]), temos |A| < pn + n(1/d + p).

E simples ver que 1/d + p? < 2/d < p para d > 10 e, portanto, |A| < 2pn, ou seja,

|A| = O("lng(d)), como queriamos.

1.2.2 Meédias Aritméticas - Problema Resolvido

O problema a seguir foi parte da prova da IMO (International Math Olympiad) de
1981. Provaremos uma generalizagdo deste utilizando o método probabilistico (esta
prova é uma adaptagdo de uma proposta de solugdo no livro TODO: ref.).

Problema: Seja 1 < r < n e considere todos os subconjuntos de {1,2,...,n} com r
elementos. Cada um desses subconjuntos tem um elemento minimo. Seja F(n,r) a média
aritmética desses elementos minimos; prove que

n+1
F(n,r)= .
(n,7) r+1
Seja k < r, todo subconjunto de {1,2,...,n} com r elementos tem um £’ésimo menor,

defina F'(n,r, k) como a média aritmética de tais elementos. Fica claro que F(n,r) =
F(n,r1).

10
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Se definirmos X como o k’ésimo menor elemento de um r-conjunto de {1,2,...,n}
sorteado aleatoriamente e uniformemente, teremos E[X| = F(n,r, k).

Vamos montar um experimento aleatério que é simples de analisar e mostrar que este
experimento é equivalente a selecionar um r-conjunto de {1, 2, ..., n} uniformemente.

Considere uma circunferéncia de comprimento n + 1 com n + 1 pontos igualmente
espacados marcados (ndo diferenciados). Escolha aleatoriamente 4+ 1 pontos destes
marcados. Suponha que (', ..., C,4; sejam varidveis aleatérias correspondentes aos
tamanhos dos arcos formados pelos intervalos entre dois pontos escolhidos consecu-
tivos.

Como E[C} + --- + Cy41] = n+ 1 e, por simetria, E[C}] = E[Cy] = --- = E[C,44], pela
Linearidade da Esperanca, temos

ElCi+ -+ Ciiq] = (r + 1)E[C4], portanto E[C] = (n+1)/(r +1).

Quebre a circunferéncia no (r + 1)’ésimo ponto escolhido e estique para formar uma
linha. Os pontos que estavam marcados na circunferéncia agora recebem uma nu-
meracdo nesta linha, ao ( 4 1)’ésimo ponto escolhido associamos 0 e, caminhando no
sentido horario, por exemplo, numeramos sequencialmente os pontos marcados.

Note para uma escolha dos r + 1 pontos na circunferéncia, temos uma escolha de r
pontos em {1,2,...,n} . Também verificamos que, para qualquer escolha de r pontos
em {1,2,...,n}, podemos selecionar um ponto marcado arbitrario da circunferéncia
e escolher os demais pontos a partir desse primeiro no sentido horario (o primeiro
ponto selecionado realmente ndo faz diferenca pois os pontos na circunferéncia ndo
sdo numerados).

Temos entdo um mapa um-para-um entre os eventos nos dois espacos de probabili-
dade. Como ambos sdo uniformes, a esperanca do k’ésimo menor elemento de um
r-conjunto de {1, 2,...,n} escolhido de forma uniforme é equivalente a esperanca do
tamanho dos k segmentos consecutivos a partir do (r + 1)’ésimo ponto escolhido. Mas
essa esperanca € precisamente k(n + 1)/(r + 1), como queriamos.

1.3 Conjuntos Livres de Somas

Dizemos que um conjunto S é livre de somas quando ndo existem «a, b, c € S, tais que
a + b = c. Vamos apresentar um teorema, provado por Erd8s em 1965.

11



Técnicas de Algebra

TEOREMA: Todo conjunto B = {b,...,b,} de inteiros nido nulos contém um subconjunto
A, livre de somas, de tamanho |A| > n/3.

Dem.: Seja p = 3k + 2 um primo satisfazendo p > 2max;<;<, |b;| e defina C' =
{k+1,k+2,...,2k+ 1} C Z,. Veja que C é livre de somas em Z,, e que

C|  k+1
p—1 3k+1

>1
3

Escolha um elemento aleatério z, de Ly, conforme uma distribui¢do uniforme. Defina
d; = zb; mod p, 1 < i < n. Note que como p é primo e b; 2 0 (mod p), p;(z) = zb; é
uma fungdo bijetiva e, portanto, Pr[d; € C] = |C|/(p — 1) > 1/3. O ntimero esperado
de elementos b; tais que d; € C' é maior que n/3. Logo, existe um z € Zy e ACB
de cardinalidade |A| > n/3 tal que 2y mod p € C para todo y € A. Mas A é livre de
somas, pois se ay, as, a3 € A sdo tais que a; + ay = a3, entdo xra; + ray = xras (mod p),
o que contradiz o fato de que C é livre de somas.

Vamos mostrar que tal teorema pode ser generalizado. E simples ver que se B é um
conjunto de n ntiimeros racionais, podemos multiplicar todos os elementos do con-
junto por um inteiro k, que cancela todos os denominadores, ou seja, kB = {kz | x €
B} é um conjunto de n inteiros. Pelo teorema acima, existe A C kB, com |A| > n/3,
livre de somas. Mas entdo, (1/k)A C B é livre de somas e tem tamanho maior que n/3.

Podemos ir além e provar tal teorema para um conjunto de n nimeros reais. Faremos

isso em onde serdo abordadas técnicas de algebra linear aplicadas a problemas
combinatoérios.

2 Técnicas de Algebra

texto...

2.1 Conhecimentos Necessarios de Algebra Linear

texto...

2.2 Conjuntos Livres de Somas - Problema Resolvido

Este problema foi proposto no livro Probabilistic Method e é uma generalizagdo do te-
orema visto em Queremos mostrar que todo conjunto B = {by,...,b,} de reais nio

12
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nulos contém um subconjunto A, livre de somas, de tamanho |A| > n/3.

Seja B = {by,...,b,} um conjunto de n ntimeros reais. Sejam z1,...,,, varidveis.
Paracada 1l < i,j,k < ncomb; + b; = by, adicione a equagdo z; + z; — z;, = 0 aum
sistema de equag0es lineares. Se ndo existem 4, j, k dessa forma, entdo B ¢ livre de
somas e o enunciado é satisfeito.

Caso o sistema tenha pelo menos uma equagdo, podemos definir uma matriz T, cor-
respondente ao sistema linear homogéneo formado. Note que as entradas de T sdo
elementos de {0, 1, —1}, que sdo racionais.

Denotamos ker(T) = {x | Tx = 0} (alguns autores definem o nicleo de uma trans-
formagdo linear T como Null(T)). Como b = (by,...,b,) é solugdo do sistema por
defini¢do, b € ker(T), ou seja, ker(T) # () e, portanto, deve haver uma base de ker(T)
com vetores de coordenadas racionais (pois T tem coordenadas racionais).

Seja u € ker(T)NQ" com o menor nimero de coordenadas repetidas, ou seja, #{(, ) |
u; = u;} € minimo. Vamos mostrar que u ndo tem coordenadas repetidas.

Suponha que u; = u;. Existe um vetor v € ker(T) N Q" com v; # v;. Caso contrdrio, to-
dos os vetores da base de ker(T) teriam as coordenadas i e j iguais, mas como b é uma
combinagdo linear dos vetores de tal base (com coeficientes reais), teriamos b; = b;, 0
que é absurdo.

Vamos mostrar que para algum A € Q*, u 4+ Av tem estritamente menos coordenadas
repetidas que u. Para isso, veja que

U; + )\’Ui 7é U, -+ )\Uj.

Além disso, uy + \vy = u; + Av; somente se ur, — u; = A(vy, — v;). Entdo, ou uy, — u; =
Vp — U = O, ou
U — W
A= ——0u
Vi — U
Como hd um nimero finito de pares (k, ), os valores que A ndo pode assumir formam
um conjunto finito e, portanto, para infinitos valores de A, u + Av possui menos coor-

denadas repetidas que u, o que contradiz a defini¢do de u.

Para concluir a demonstracdo, tome U = {uy, ..., u,}, que é um conjunto de n nameros
racionais. Pelo teorema(l.3} existe U’ C U, de cardinalidade |U’| > n/3, livre de somas.
Mas se U’ = {u;,,...,u; }, 0 conjunto A = {b;,,....,b;, } C B deve ser livre de somas.

13



Técnicas de Algebra 2.3 Caso de Igualdade do Teorema de Erdés-Ko-Rado

2.3 Caso de Igualdade do Teorema de Erdos-Ko-Rado

Esta é uma adaptacdo de um paper de Peter J. Cameron E] apresentando uma demons-
tragdo para um dos principais resultados da Teoria Extremal de Conjuntos.

O teorema de Erd6s-Ko-Rado ja foi demonstrado na segao usando o método pro-
babilistico. Agora daremos uma demonstracdo diferente e caracaterizaremos o caso
de igualdade do teorema.

2.3.1 Algumas Definicoes

Um automorfismo num grafo G = (V, E) é uma funcdo f : V — V, bijetora, que
preserva arestas, ou seja, (u,v) € E, (f(u), f(v)) € E.

Um grafo G é dito vértice-transitivo se, para quaisquer vértices = e y de GG, exista um
automorfismo g com g(z) = y.

Se X é um conjunto de vértices e g uma fungdo definida para todo elemento de X,
convencionamos que X? = {g(z) : v € X}.

2.3.2 Lema sobre Grafos Vértice-Transitivos

Seja G = (X, E) um grafo vértice-transitivo. Seja Y C X tal que todo clique em Y tem
tamanho méximo |Y'|/m. Entdo, qualquer clique em G tem tamanho maximo | X |/m.
Um clique C atingindo tal limite satisfaz |C9 N Y| = |Y|/m para todo automorfismo ¢
de G.

Demonstragio Seja N a ordem do grupo de automorfismos de G. Dados z,y € X, o
numero de automorfismos satisfazendo g(z) =y é N/| X|.

Note que para todo z € X existe um automorfismo 7, com 7(y) = z. Sendo assim,
se 01,09, ...,0, sdo tais que o;(z) = y,7 = 1,...,r, entdo no;(z) = 2,0 = 1,...,r sdo
r automorfismos distintos (teoria dos Grupos) que levam z a z. Por simetria, vemos
que o numero de automorfismos que levam x a qualquer elemento de X deve ser o
mesmo, N/|X|.

Suponha que C' seja um clique no grafo. Vamos agora contar os pares z, g onde z é um
vértice em C' e g um automorfismo tal que g(x) € Y. H4 |C| escolhas para o vértice =
e N/|X| possiveis automorfismos g com g(z) = y para todo y € Y. O ntiimero de pares
é, portanto, |C||Y|N/| X].

! Obtido na Web em http://www.maths.qmw.ac.uk/~pjc/comb/.
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Podemos contar os mesmos pares por outra perspectiva. Para cada um dos N au-
tomorfismos g, ha no méximo |Y'|/m escolhas para * € X. Para esta afirmacdo,
veja que CY é um clique e, como qualquer clique em Y tem tamanho méximo |Y'|/m,
|C?NY| < |Y|/m. Como g é uma bijecdo, hd no maximo |Y'|/m escolhas para = € X.

Sendo assim, |C||Y|N/|X| < N|Y|/m. Simplificando, temos |C| < |X|/m, como no
lema. Para o caso de um clique satisfazendo o limite, devemos ter N|Y'|/m pares z, g

e, como vimos, isso s6 é possivel se, para todo automorfismo g, tivermos |CY N Y| =
Y| /m.

2.3.3 Demonstrando o Teorema

Seja n > 2k. Uma familia intersectante de k-conjuntos de um n-conjunto tem cardinalidade
Lot n—1

maxima ().

Demonstragio Considere o grafo G = (X, E) cujos vértices sdo todos os k-conjuntos

de um n-conjunto e as arestas ligam conjuntos que tem intersec¢do ndo vazia.

O grafo GG é vértice-transitivo pois qualquer permutagdo do n-conjunto serve de au-
tomorfismo. Resta-nos mostrar que hd uma familia Y, de k-conjuntos, com |Y| = n,
tal que qualquer subfamilia intersectante de ¥ tem tamanho no méximo k. Se este é
o0 caso, teremos encontrado um subconjunto de vértices do grafo que ndo possui ne-
nhum clique (uma familia intersectante ¢ um clique) de tamanho maior que (k/n)|Y|.
Pelo Lema, qualquer clique em G teria no méaximo (k/n)|X| = (k/n)(}) = (}7))
vértices.

Para facilitar a demonstragado, tomaremos 7Z,, como n-conjunto, mas o resultado valera
para qualquer n-conjunto.

Considere Y = {Y; = {i,i+1,...,i+ k — 1} : ¢ € Z,}. Vamos mostrar que em tal
conjunto, ndo podemos escolher mais que k conjuntos intersectantes.

Fixe um conjunto escolhido inicialmente, digamos Y;. Como n > 2k, qualquer con-
junto de Y que intercepte Y, deve ter como intersec¢do uma seqiiéncia de inteiros
modulo n. Sendo assim, todos os conjuntos que interceptam Y, sdo {Yi_x,..., Y 1,
}/17 s 7Yk—1}-

Veja que os pares {(Yi_k, Y1), (Yo, Y2),..., (Y_1,Y,_1)} sdo formados por conjuntos

disjuntos. Portanto, no méximo podemos escolher um elemento de cada par para for-
mar uma familia intersectante, ou seja, no méximo k£ —1 desses conjuntos podem, junto
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com Yj, formar uma familia intersectante.

Além disso, caso n > 2k, é possivel ver que a inica maneira de conseguir k conjuntos
intersectantes em Y é tomando conjuntos consecutivos, pois (Y;_x, Yi+1) e (Yi, Yit1-k),
i=1,...,k —2, também formam pares disjuntos.

Dessa forma, se escolhermos Y;, ndo poderemos escolher Y;_;, devemos tomar Y5, ana-
logamente, ndo podemos escolher Y;_;, e devemos tomar Y5 ... A situagdo é a mesma
se escolhermos primeiro Y;_.

2.3.4 Caso de Igualdade

Para n = 2k, podemos particionar todos os k-conjuntos em pares disjuntos. Tome um
elemento de cada par e teremos uma familia intersectante de tamanho

12K\ (2K)!  (2k—1)!  [2k—1\ (n—1

2\ k) 2&Y? Kk-1! \k-1) \k—1)
Para n > 2k, mostraremos que as tnicas familias intersectantes atingindo o tamanho
maximo sdo do tipo F; = {S C Z, : |S| = k,j € S}. No caso anterior, existe um

nimero muito grande de familias intersectantes possiveis (com tamanho méximo) e
apenas n familias do tipo F;, ou seja, a grande maioria das familias ndo é do tipo F;.

Seja F uma familia intersectante de tamanho méximo. Vamos comegar com duas
observacdes:

1. Suponha que existam z e y tais que todo k-conjunto contendo = e ndo contendo
y pertence a F. Entdo F consiste de todos os k-conjuntos contendo x. Para ver
isso, suponha que L € F ndo contenha z, entdo existe um k-conjunto KX, com
LN K = () que contem = mas nédo y (pois |Z, — L| = n — k > k), mas é impossivel
termos K, L € F.

2. Ha dois k-conjuntos, K, K/, com |[KNK'| = k—1,com K € Fe K' ¢ F. Suponha
que isso ndo seja verdade e sejam {a;}!"; = Z, e K1 = {a1,...,ax} € F.
Devemos ter Ky = {as,...,ar+1} em F pois |K; N Ky| = k — 1. Continuando
dessa mesma forma obteremos Ky 1 = {agi1,... a0t} € F, mas Ky N Ky = 0.

Tome K, K’ como em (2)) e, sem perda de generalidade, assuma que K = {0,...,k—1}
e K' = {1,...,k}. Por (I), podemos tomar K" ¢ F com 0 € K" e k ¢ K", e também
podemos assumir sem perda de generalidade que K" = {l—k,...,0,1,...,l—1}, com
1<Il<k.
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Pela caracterizagdo de igualdade do lema, devemos ter £ conjuntos intersectantes em
Y e, como vimos acima, isso ocorre somente se tomarmos k conjuntos consecutivos.
MasYy =K € F.Y1 =K' ¢ F,Y,_, = K" ¢ F, ouseja, é impossivel tomar k conjuntos
intersectantes em Y.
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