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Resumo

Nesse trabalho abordamos alguns aspectos relacionadgsrebabilidade e grafos. In-
troduzimos alguns conceitos basicos de probabilidade e¢ramoss como ela tem papel de
destaque em Ciéncia da Computacgéo, em especial em teoriaados. gviostraremos princi-
palmente duas ferramentasM#todo Probabilistico, que usa conceitos probabilisticos para
provar existéncia de certos objetos, Blétodo de Monte Carlo, que obtém solugcdes aproxi-
madas para problemas computacionalmente dificeis.
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CapPiTuLo 1

Introducéao

Probabilidade tem um papel importante em varios algoritifpsAlguns algoritmos de-
terministicos tém sua eficiéncia comprovada probabitisiente, como quick sort H& ainda
algoritmos que fazem escolhas aleatérias durante suagd&e@aoromo o algoritmo usado para
evitar colis&o no protocolBthernet!, sdo estes os chamadigoritmos probabilisticos Em-
bora possa parecer que usar um algoritmo que faz escollzSrase ndo seja uma boa idéia,
tais algoritmos sdo muito usados devido a sua eficiénciaisidade.

Em teoria dos grafos nao é diferente, varias ferramentagriantes se baseiam em pro-
babilidade. O objetivo desse trabalho é justamente fazamequena introducéo a essas ferra-
mentas.

Para entendermos com maior clareza os algoritmos e andifes adiante, veremos
antes, ja com o auxilio de um exemplo de aplicacdo, uma in¢dm aos principais conceitos
de probabilidade usados nesse trabalho. Alguns outro®itos®ao serao vistos agora, mas
serdo introduzidos no decorrer do trabalho.

Considere o problema do corte minimo em um grafo covértices. Umcorte em um
grafo € um conjunto de arestas que, se removidas, dividerafo gm dois ou mais compo-

nentes conexos. Um cortendénimo se tem 0 menor numero de arestas dentre todos o0s cortes
do grafo. Oproblema do corte minimo consiste em encontrar um corte minimo de um dado

grafo.
)
v
2—3

Figura 1.1 Cortes em um grafo

No grafo da figura 1.1, as ares{&s3), (5, 3) e (5,4) formam um corte que divide o grafo
nos componentes formados pdr, 5,2} e {4,3}. Podemos ainda obter um corte de tamanho

Lhttp://nostalgia.wikipedia.org/wiki/Ethernet
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menor. As arestag, 3) e (1,5) formam um corte minimo, que divide o grafo €t 2} e
{3,4,5}. Observe que o corte minimo n&o é necessariamente Unicse Yexfo, por exemplo,
temos mais de um corte minimo. O corte formado pelas args#ise (3,4) também é minimo.

Podemos tentar encontrar o corte minimo de um grafo usatelgaritmo das contra-
¢bes”, um algoritmo probabilistico cujo consumo de tempo espeéddhear. A idéia basica é
sortearmos a cada iteragdo uma aresta, que sera contraidan#air uma arestai, v), remo-
vemos todas as arestas enirev, e transformamosa e v em um Unico vértice. Como a cada
iteracao diminuimos o tamanho do grafo em um vértice, tesednertice apos — 2 iteracoes.
As arestas entre esses vértices constituem um corte ndssadaenente minimo do grafo.

Vejamos dois exemplos de execucao do algoritmo para o mesah®. gNoO primeiro
exemplo (mostrado na figura 1.2) o algoritmo ndo conseguiordgrar um corte minimo. No
primeiro passo ocorre a contragéo da ar€atd) fazendo com que os vértices 2 e 5 se tranfor-
mem no vértice (ou conjunto de vérticds)Em seguida ocorre a contracdo da aréBtd) e o
vértice 4 é incorporado ao vérti& Finalmente o algoritmo contrai a are¢ia3) e obtem um
corte de tamanho 3.

(2) A—B B
-7
—w @
Figura 1.2 Algoritmo encontra um corte de tamanho 3

Ja no segundo exemplo (figura 1.3), o algoritmo conseguengmacam corte minimo.

GISINLINS
0 o—@ 9 &
Figura 1.3 Algoritmo encontra um corte minimo

Mas o algoritmo das contra¢des pode funcionar ou ndo, prmaois de alguma garantia.
Na verdade podemos limitar a probabilidade do algoritmoar@mntrar uma solucéo correta.

Teorema 1.1. O algoritmo das contragbes encontra um corte minimo congbibdlade maior
ou igual &2/(n(n—1)), onden é o numero de vértices do grafo.

DemonstracaoPara analisarmos a probabilidade de determinada saida gonogesso ale-
atorio, devemos antes definir o sespaco amostral (chamaremos d€), que é o conjunto
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de todas as saidas possiveis para o processo. Além disssapres saber uma importante
definicdo. Umduncéo de probabilidadeé uma fungcédo PrE — R ondeF é o conjunto dos
eventos possiveis no espaco amostral, e:

* para qualquer events, 0< Pr(E) <1
s PrQ)=1

 para qualquer sequéncia finita ou infinita enumeravel detegenutuamente disjuntos
E1,E2,Es...: Pr(UiEi) = 3i(Pr(Ei))

SejaC um corte minimo do grafo, que divide o grafo &heV — Se k o tamanho desse
corte. Se em todas as iteragOes forem sorteadas arestase®mV — S ou seja, arestas que
nao estejam er@, ao final da execug¢ado teremos um corte minimo. Em nosso eaeamnpli-
saremos uma iteracdo de nosso algoritmo e nosso espacaarsesi o conjunto de todas as
arestas existentes no grafo no momento dessa iteracadz; degaento onde a aresta escolhida
nai-ésima iteragcdo ndo esteja @mQueremos calcular A7 (E;)).

Comecamos entdo calculandd®r). Como o tamanho do corte minimdkgentdo cada
vértice possui no minim& arestas ligadas a ele e, portanto, o grafo possui no minky®
arestas. Entdo a {#; ), ou seja, a probabilidade de escolhermos uma aresta questdsene
na primeira iteracao é:

Pr(E1) = (|G| = [C])/IG| = ((nk/2) —k)/(nk/2) =1—-2/n

Aqui, podemos perceber intuitivamente que quanto maiofeaaticalG| — |C|, a proba-
bilidade do algoritmo retornar um corte minimo aumenta. €a, algoritmo é melhor para
casos onde o grafo possui muitas arestas e seu corte mingtadigamente pequeno.

Para continuarmos 0s nossos calculos, devemos introdepimaeito dgprobabilidade
condicional. A probabilidade de um even#® ocorrer dado que um evenBocorreu, repre-
sentada por RPA|B) é:

Pr(A|B) = Pr(ANB)/Pr(B)

SejaF o evento de nenhuma aresta@eser escolhida nas primeirageracdes. Nesse
caso PfE;) = Pr(Fy) e entdo:

(n—1)k/2—k

Pr(E2|F1) > W

—1-2/(n—-1)
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Para entendermos melhor essa igualdade é s6 pensarmogiquiudg; ocorreu, temos
1 vértice a menos no grafo e temos no minkrarestas por vértice.

Podemos facilmente generalizar para:

PrEi[F-1) =1-2/(n—i+1)

O que queriamos inicialmente é calcula(rﬁ’iH Ei), ou seja, RiF,—2) que é igual a
Pr(En_Zﬂ Fn_3).

Entao:

(

Pr(En,2|Fn,3)Pr(Fn,3)

= Pr(En—2|Fn-3)Pr(En-3|Fn-4)Pr(Fn-4)

= Pr(En_2]Fn_3)Pr(En_3\Fn_4)Pr(En_4]Fn_5) ... Pr(Ez‘Fl)PI’(Fl)
>1-2/n—-Nn-2)+1)x(1-(2/n—(n—3)+1)x...x (1—2/n)
=1/3x2/4%x3/5x6/4x5/7x...x(n—=3)/(n—1)x (n—2)/n
—2/(n(n—1))

Portanto o algoritmo devolve um corte minimo com probaadiel maior ou igual a

2/(n(n—1)). .

Podemos executar o algoritmo um numere vezes, o que certamente aumentaria nossa
chance de sucesso. Nesse caso, apreascucoes, devolveriamos o menor corte encontrado
nas execucoes. Nesse caso, as execuc¢oes do algoritmo eeedos independentes.

Dois evento#\ e B séoeventos independentese e somente se (AB) = Pr(A) x Pr(B).

Como a probabilidade de retornar um corte que n&o € minimo éngan 1 (ﬁ), se

X
executassemos o algoritmeezes, nossa chance de erro diminuiria para menés de(ﬁ)) :
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Meétodo Probabilistico

O método probabilistico[6, 3, 5] € usado essencialmente em teoria de grafos como uma
ferramenta para provar a existéncia de determinada coafioem um grafo, ou para provar a
existéncia de um grafo com certas especificidades. A idéiadé definir um espaco amostral
com todas as configuracdes possiveis e mostrar que a pidadbilde selecionar aleatoria-
mente a configuracéo desejada € maior do que zero e, potrgmgfo deve existir.

Paul Erds foi um dos primeiros, sendo o primeiro, a usar o métodogtitibtico em
suas provas|2].

2.1 Teorema de Erds

Um grafo écompletose todos os pares de vértices estdo conectados por uma istesta
€, se o grafo temm vértices e todas a@) arestas. Untligue € um subgrafo completo. Em

k
1947, usando o método probabilistico, Pauldsrchostrou que s(’-}:)f(2>+1 < 1 entdo é possi-
vel bicolorir um grafo completo comvértices de forma que nenhum clique de tamanho menor
ou igual ak seja monocromatico.

k
Teorema 2.1(Erdds (1947) [2]) Se num grafo completo comvértices temo$y) 2~ <1,
entdo podemos colorir as arestas do grafo usando apenasateasde modo que nenhum
clique de tamanhk (com k vértices) seja monocromatico.

Demonstracao.Queremos provar que existe uma coloracao que faca com goeenna seja
valido. Para comecarmos a analisar o problema precisarfios,d@®mo no problema anterior,

0 espaco amostr&. Nesse caso, 0 espaco amostral sera o conjunto de todaslasdgdes
possiveis do grafo. Temc@) arestas e cada aresta pode ser colorida com uma das duas cores

_pe ~ n ~ Ve -
com probabilidade 12, entéo temos(@ coloracdes possiveis.
Em uma coloracéo aleatoria do grafo, as escolhas das cooeslderesta sédo indepen-
dentes, isto &, a escolha da cor de uma aresta nao exercaejuaftyéncia na escolha da cor
das préximas arestas. Ou seja, esses eventos sdo indgesnden

Temos(ﬂ) cliques de tamanhk. SejaK um desses cliqueskEx o evento onde esse cli-
gue € monocromatico. Se a primeira aresta desse cliqueléoidancom uma das duas cores,

5
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entdo, para que o clique seja monocromatico, todig)asl arestas restantes devem ter essa

mesma cor. Como as escolhas das cores sao eventos indepsred@&mos que color(g) -1
com uma mesma cor:

Pr(Ex) = (1/2)() -1 = 2-(()-1) — p-(5)+1

SejaKy,Ko,Ks.... K(E) uma ordenagéao qualquer dos cliques de tam&mdwografo,Ex; o

evento onde @-ésimo clique € monocromaticafeo evento onde o grafo possui ao menos um
clique de tamanhk monocromatico, temos entéo:

(%)
= Pr(| JEx,)
i=1

Lema 2.1. Para quaisquer dois evento® D temos:

Pr(CuD) = Pr(C)+Pr(D) —Pr(CND)

N&o provaremos esse lema, mas o0 mesmo é bem intuitivo serpgssam conjuntos.
Calcularmos efetivamente (&) néo seria téo facil, pois envolve uma uniéo entre diverses-ev
tos. Mas podemos facilmente conseguir um limitante supesgoobservarmos na igualdade do
lema, que RICUD) < Pr(C) + Pr(D) ja que P(CND) > 0. Portanto:

Lema 2.2. Para quaisquer dois evento® D temos:

Pr(CuD) < Pr(C)+Pr(D)
E entdo:

Pr(A) Pr(LnJ)EK, <21PrEK, :()2 B+t <1
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Mas se PfA) < 1, entdo PfA) > 0 e, portanto, temos uma bicolorag&o que faz com que
nenhum cligue de tamankaseja monocromaético.

]

2.2 Conjunto de vértices independentes

Um conjunto de vérticesi@dependentese para quaisquer vértice® v pertencentes ao
conjunto, ndo existe nenhuma are@iav). Provaremos a seguir, usando uma abordagem que
tem como base o método probabilistico, um teorema que lomié@@nanho do maior conjunto
de vértices independentes de um grafo.

0'9
!

Figura 2.1 Os conjuntos {1, 4}, {4, 5}, {3, 2} e {3, 5} sdo independentes.

Teorema 2.2. Todo grafo corm vértices em arestas possui um conjunto de vértices indepen-
dentes de tamanho maior ou iguafd4m,

Demonstracao Considere o seguinte algoritmo probabilistico que encamimaconjunto de
vértices independentes:

Passo 1Cada veértice é removido, junto com todas as suas arestas robabgidade - 2”}/“.
Passo 2Para cada aresta restante, remove-se um dos vértices tdaeaagsropria aresta.
Passo 3Retorna os vértices restantes.

{0 e,

Figura 2.2 Exemplo de execugéo do algoritmo

No exemplo da figura 2.2, os vértices 1, 3, 5, 7, 8, 12 e 14 foeanovidos no primeiro
passo do algoritmo. Repare que, como o segundo passo també&ndaterministico, diferen-
tes saidas poderiam ocorrer também nesse passo. Abaixeaag@los probabilisticamente o
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algoritmo.

SejaV o numero de vérticesA&o nimero de arestas que sobreviveram ao primeiro passo.
Repare que a probabilidade de um dado vértice sobreviyg%ée uma aresta s6 permanece

no grafo se nenhum de seus vértices foi removido.

E[V] =nx an ~= n?/2m
_ 1 2
E[A] = mx 2m/n)? n“/4m

O segundo passo ird remover todasfaarestas e no maxima vértices. Portanto, ao
final do segundo passo, teremos pelo mahesA arestas. E entéo:

EV —A] = E[V] — E[A] = n?/2m—n?/4m= n?/4m

Mas para qualquer variavel aleatbaem um espaco de probabilidades, temos que se
E[X] = x entdo entdo PK > x) > 0. Imagine um espago amostral de idades de pessoas. Se a
esperanca, ou seja, a média das idades é 15, com certeza adgnd 5 anos ou mais. Usando
esse fato e a esperanca obtida com relagdo ao algoritmo,guiti@mos concluir entdo que
qgualquer grafo conm vértices em arestas possui um conjunto de vértices independentes de
tamanho maior ou igual @ /4m.
O

2.3 Lemalocal de Lovasz

Mostraremos agora uma das mais importantes abordagens tddamgrobabilistico.
Muitas vezes queremos provar a existéncia de um objeto gha tena série de caracteristicas.
Isso pode ser facil quando essas caracteristicas poderadigzitlas em eventos mutualmente
independentes. Mas nem sempre isso acontece. O lema locaVész oferece uma maneira
de abordarmos esses problemas mesmo quando os eventos @artaigrau de dependéncia.

SejamEy,...,E, 0s eventos de um espaco de probabiliddde£onsidere o grafo for-
mado pelo conjunto de verticek{, ..., En} e que tem uma aresta liganéa E; se e somente
seE e Ej sdo eventos dependentes.gfu de dependénciade um eventds; € o grau do
vértice Ej, isto é, o nUmero de arestas com pontasEgmLembrando que dois eventos sédo
independentes se [A{B) = Pr(A) x Pr(B).
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Teorema 2.3(Lema local de Lovasz)Sejamk,, ..., E, eventos de um espaco de probabilida-
desQ, p um numero real) < p < 1 ed um numero inteiro positivo. Suponha que:

1. PrE) < p, paratoda =1,2,...,n;
2. nenhum evento possui grau de dependéncia maiat,que
3. 4dp< 1.

Entéo vale que

Pr((n] E
i~0

DemonstracdoSejaS C {0,1,2...n}, comegaremos provando por indu¢do €m 0,1...n
que s€9 < s, entdo para quaisqukrt Stemos:

Pr(Ex|(Ei) < 2p
ieS

Para essa formula ser consistente, devemos (ﬂi&E_i) > 0, pois néo faria sentido
uma probabilidade condicional, onde o evento que ja ocdemuprobabilidade zero de ocor-
rer. Parss = 1 temos:

Pr()E) =Pr(E)=1-Pr(E)) >1-p>0
ieS

Paras > 1 suponha, sem perda de generalid&te,{1,2,3...s}. Entdo:
s s =1
Pr(( |E)=[]PrEl()E;)=[](1-PrE]| EJ )>[1(1-2p) >
Ne-[Pene -1 ” i}

Voltemos entdo a inducdo. O passo base, quandd®, segue direto da definicdo do
teorema. Pois, nesse caso:

Pr(Ex|()Ei) = Pr(Ex) < p< 2p
ieS
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SejaS; o0 conjunto dos eventos eBique possuem relacdo de dependéncia ERre
sejaS; o conjunto dos eventos eique ndo tém relacdo de dependéncia &unou seja,
S =S—S. SeS= S, entadoE, € independente de todos o0s eventosSamnportanto, temos:

Ek\ﬂE. =Pr(Ex) < p<2p
ieS

Vamos trabalhar com a outra hipétese, isto é, com a hip¢glse 0. Nesse caso temos:

Ekﬂ(ﬂleSEl))
E EI
k|,DS Pr(mleSEl)

SejaFa = Niea Ei. Observe que combBs é a interseccdo de todos os eventos S
S= 5+, entdoFs = Fs, Fs,. Portanto temos:

Pr(Ex|Fs) = Pr(E;;—SFS)
. Pr(EkﬁFglﬂFsz)
- Pr(Fg,NFs)
_ PrE«NFs |Fs,)Pr(Fs,)
Pr(Fs; |Fs,)Pr(Fs,)
B Pr(EkﬂFsl“:sz)
~ Pr(Fg[Fs,)

Agora usaremos um lema bem intuitivo:

Lema 2.3. Para quaisquer eventbs B, temos:

Pr(ANB) < Pr(B)

Usando o lema, e lembrando g8epossui 0s eventos que sao independentds; deo-
demos limitar o numerador da fragao:

Pr(ExNFs |Fs,) < Pr(Ex|Fs,) =Pr(Ex) <p
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Agora, para prosseguirmos, precisaremos entender e usaumdema.

Lema 2.4. Para quaisquer eventgs, E;...E,, temos:

Pr((E)>1— nP E;
r(Dl ) i; (Ei)

Para entendermos o lema, vamos pensar em um exemplo siowieapenas dois even-
tosA eB. Observe o espaco de probabilidades no diagrama da figure&pare que PANB)
corresponde a toda area cinza do diagrama, ou seja:

Pr(ANB)

1—(at+b+c)

Jéa para - (Pr(A) + Pr(B)), teriamos uma area menor:

1-(Pr(A)+Pr(B)) =1—((a+b)+(b+c)) =1—-(a+2b+c)

Portanto, temos:

PANB)=1—(a+b+c) >1—(a+2b+c)=1—(PrA) +PrB))

b

Figura 2.3

Voltemos agora a nossa inducdo. Podemos agora limitar adeador da fracao:
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Pr(Fs,|Fs,) = PrﬂE.|ﬁEJ ) >1-— PrE.\ﬂE
€S €S i€ ISS))

Agora, ainda no denominador, observando [#e< |S, podemos aplicar a hipétese de
inducdo e obter:

Pr(Fs|Fs,) >1— S PrE| (| Ej) >1- Y 2p

i€ €S i€

Mas sabemos qug, € o conjunto de eventos que tém relacao de dependénci&cem

Pr(Fs|Fs,) >1— % 2p>1-2pd>1/2

ic
Substituindo agora o numerador e 0 denominador, consegypnovar a indugao:

_ PENFsFs) _ P

Pr(Ex| [ Ei) = Pr(Ex|Fs) = Pr(Fs|Fs) — 1/2
i€eS

Agora, com esse resultado em méos, podemos finalmente jrtemae local de Lovasz:

Pr(ﬁE_i): nPr(E_i||h1E_J) ﬁ(l PrE.|ﬂ ~1E)))
i=1 i= j=1 = j=1

Pr(ﬁ i):rlpr (Eil ﬂEJ

Il
=

= r!(l Pr(E;| ﬂ ~1E)))

=1

zﬁ(l—ZD) >0
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A ultima linha segue dos fatos do enunciado do teorema, powd >0e 4Adp<1
temos D < 1.
O

O lema local de Lovasz é usado como ferramenta para soluaioma série de proble-
mas em ciéncia da computacdo. Mostraremos agora um exemgloadaplicacdo em teoria
dos grafos.

2.4 Caminhos disjuntos

Caminho disjuntos em um grafo, sdo caminhos que ndo compartilham nenhuma.arest
Suponha que pares de nés em uma rede representada por um grafo precisamseicar
por caminhos disjuntos. Podemos provar, usando o lemadedabvasz, que se os caminhos
possiveis ndo compartilham muitas arestas, entdo poderoasteam caminhos disjuntos para
osn pares.

Teorema 2.4. Sejaml,2,3,...,n uma ordenacdo qualquer dogpares da rede que precisam
se comunicar e sefg o conjunto dos caminhos possiveis entre os dois nés do tarque
|Fi| = m. Se qualquer caminho e ndo compartilha aresta com mais gueaminhos ent;,

tal quei # j, e8nk/m < 1, entdo podemos encontracaminhos disjuntos para agares.

DemonstracdoNosso espacgo de probabilidadessera o conjunto de todas as combinacdes
possiveis de caminhos, sejam eles disjuntos ou ndo, edte ts pares. Como temogpares

e para cada par temascaminhos possivei$Q| = nm SejaE; j o evento onde os caminhos
entre os pareise | ndo sao disjuntos. Suponha sem perda de generalidade geie®parese

j, escolhemos primeiro o caminho de&Como um caminho e ndo compartilha arestas com
mais quek arestas ernfj, teremos enfr; no maximok caminhos que se sorteados causariam o
eventoE; j. Entao:

Pr(Ei j) < k/m

Ja temos entdo um limitante que cumpre o primeiro requisitecha local de Lovasz.
Precisamos agora limitar o grau de dependédogmtre os eventos. O evenlp; depende
das escolhas dos caminhos entre os piaeeg e entacE; j tem relagdo de dependéncia com
qualquer outro eventh,y tal queu e/ouv € {i, j}, ou seja, qualquer outro evento que tenha
relacdo com a escolha dos caminhos entre os pa¥es j. Entéo:

d<2n
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Agora s0 precisamos verificar se esses dois limitantesrtouddido também o terceiro
requisito do lema local de Lovasz:

4d(k/m) < 8nk/m<1

Portanto, o lema local de Lovasz vale para esse caso, e entao:

Pr(()E.,j) >0
i#]

Ou seja, existe uma combinac¢éo meaminhos en tal que todos os caminhos séo
disjuntos.
O



CAPITULO 3

Método de Monte Carlo

O método deMonte Carlo[3] é usado para estimar algum valor usando um espaco amos-
tral e uma simulacao nesse espaco. Se quisermos, por exasimoar a quantidade de vérti-
ces de cor azul em um grafo bicolorido, podemos sortear umeraisuficientemente grande
de vértices e usar a propor¢ao obtida de vértices de corAapuimeira vista isso pode parecer
um modo inocente de estimar valores, mas podemos obteritalgemmuito robustos usando o
método de Monte Carlo.

A idéia de obter valores aproximados também pode ndo pamedgér boa e em alguns
casos de fato ndo é. Mas existem casos onde o valor aproxjiaddil e sua obtencdo pode
ser consideravelmente mais rapida que a obtencéo do valpoueainda casos onde a obtencao
do valor real € um problema muito dificil ou talvez ndo chegem a ser viavel.

Nesse capitulo apresentaremos um exemplo de aplicacdotddarde Monte Carlo e,
durante a apresentacao desse exemplo, introduziremosnogpais conceitos do método de
Monte Carlo.

3.1 Conjuntos de vértices independentes

Um dos problemas em teoria de grafos, consiste em encomianero de conjuntos de
vértices independentes que existem em um grafo. Encorssarr@imero é um problema do
tipo #P-completo (pronunciadsharp-p-complefyl]. Estamos acostumados a ouvir sobre os
problemas do tipdP-completpque sé&o problemas de deciséo para 0s quais ndo conhecemos
nenhum algoritmo com consumo de tempo polinomial que odvasa classe de complexi-
dade #-completo é similar a clasgé¢P-completo, mas se refere a problemas de contagem e
nao a problemas de decisdo. Portanto, um problema de congéage-completo, se ndo se
conhece nenhum algoritmo de consumo de tempo polinomialrpablvé-lo.

Encontrar o nimero de conjuntos de vértices independenigsr@nto, um problema
computacionalmente dificil. Mas podemos soluciona-léq pgenos de maneira aproximada,
usando o Método de Monte Carlo.

Sejaey, e, ...,en uma ordenacdo das arestas do gi@fe sejaG; o grafo formado so
com as primeiragarestas. Sej@(G) o espaco formado por todos os conjuntos independentes

15
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deG. Queremos saber o valor 8(G)|. Podemos expressar da seguinte forma:

_ _19Gm)|  [QGCm—1)] Q(Gy)]

G)= 106 = 156, 1] ™ [2Gm )| 7 [0(Go)]

x |1Q(Go)|

Notem queGp € um grafo sem arestas e, portanto, qualquer subconjuntertieas desse
grafo é independente. Sendo nimero de vértices dg, temos|Q(Gp)| = 2". Logo:

D _1Q(G)

2C)I=2"T a6, )

Usaremos um algoritmo que utiliza a sub-rotina abaixo (quenémétodo de Monte
Carlo)para estimaﬁ% e entdo teremos uma estimativa|@G)|.

ESTIME (G;,Gj_1)

1 x«<0

2 repita M vezes

3 C < SORTEIECONJINDEPENDENTE(G;_1)
4 seC é um conjunto independente Gg
5 facax «— x+1
6 devolvax/M

Nosso algoritmo ainda néo esta pronto. Precisamos defiratar de M, que deve ser
suficientemente grande para o sucesso de nossa estimagidaredisso, devemos definir o
algoritmo SORTEIECONJINDEPENDENTE isto €, como sortear 0s conjuntos de vértices in-
dependentes.

3.2 FRPAS e FRPAUS

Determinar a qualidade de um método de Monte Carlo consistéed¢enminar a quali-
dade da aproximacao obtida e a eficiéncia do algoritmo. Rtortpara definirmos no algoritmo
ESTIME o valor deM, precisamos entender como mensurar a qualidade da apg&oma

Quando um algoritmo que prentende obter uma aproximacaaldow nos retorna um
valor X, definimos a qualidade de sua aproximacao dizendo que ela éud)-aproximacao
se
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Pr(X—-V|<eV)>1-9.

Podemos perceber que quanto menor os valorésele, melhor é nossa aproximacao,
pois € representa um limite maximo para o erro relativo do valameslo, e quanto menor o
valor ded maior a probabilidade do valor aproximado estar dentroedigsste. Entéo é claro
gue deveriamos fazer um método de Monte Carlo que retornasseng, d)-aproximacao
come e & bem préximos de zero. Porém, é de se esperar que quanto rfailessa apro-
ximagéo, o tempo de execucdo do algoritmo infelizmenteaéadumentando. A intencéo é
obter um algoritmo que de certa forma néo fique muito mais lamhedida que melhoramos a
aproximacao. Esse tipo de algoritmo € chamado de FRPAS.

Um FRPAS(Fully Polynomial Randomized Approximation Schggem algoritmo pro-
babilistico de aproximac¢édo que dada uma entrada e parangetrd o algoritmo obtém uma
(¢, 6)-aproximagdo em tempo polinomial enfiel In6~1 e no tamanho da entrada.

Portanto, para que nosso método de Monte Carlo se torne um FRB¥Snos ajustar o
valor de M em funcéo de e & e garantir que o algoritmo seja polinomial em relacéo a esses
parametros e ao tamanho do gr&fo

Agora vamos definir como qualificar o algoritmo que faz o sorte que corresponde ao
SORTEIEECONJ}INDEPENDENTENO nosso algoritmo. Como no caso do algoritmo de aproxi-
macéo, aqui vamos ter também fatores relacionados a qdaldtasaida do algoritmo e a sua
eficiéncia.

Um algoritmo de sorteio obtém uma amostraniforme se o algoritmo gera uma saida
w e para qualquer subconjurfiale Q temos que

Dizemos que um algoritmo de sorteio é BWRAUS (Fully Polinomial Almost Uniform
Samplg, se para uma dada entragse parametrce, o algoritmo retorna uma amostea
uniforme em tempo polinomial em &7t e x.

Agora apresentamos uma versdo FPRAS para o algorigneME, que, além de definir
o valor deM, usa o algoritmo SRTEIE-€/6m-UNIFORME-FPAUS que € um algoritmo FPAUS
que retorna uma amostra/@em)-uniforme do espaco de probabilidades contendo todosres co
juntos de vértices independentes.
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ESTIME-FPRAS(G;,Gj_1,M)

1 x<0

2 repita M vezes

3 C « SORTEIE-€/6m-UNIFORME-FPAUS (G;_1)
4 seC é um conjunto independente Gg¢
5 facax «— x+1
6 devolvax/M

Iremos agora provar que usando a sub-roti8alE-FPRAScom um valor devl maior
ou igual a(12961¢~2In(2m/&)) obtemos um algoritmo FPRAS que obtém uma aproximag&o
para o numero de vértices independentes em um grafo.

Sejar; = % e fi a aproximacao que obtemos a cada chamada ao método. Vamos
entdo usar os parametrog o para mensurar o erro total, isto €, o erro ao estimar efeénéen
o valor |Q(G)|. Para mensurar esse erro, vamos usar a rRzaq|", fi/ri que idealmente
queremos que seja 1. Portanto, para obtermos an@-aproximacgéo déQ(G)|, precisamos
que P(|R—1| < €) > 1— d tenha validade.

Para isso vamos provar o lema abaixo:

Lema 3.1. Se para todo o valorf; é uma €/2m, & /m)-aproximacé&o, entdo

Pr(R-1/<¢e)>1-96.

DemonstracaoPara toda;temos que

- £ 0 . £ o
Pr(]ri —ri| < %ri> > 1—E]<:>Pr<]ri —ri| > %ri) < e

Apenas usamos o fato de que o evento da segunda inequacaplémemtar ao evento
da primeira inequacao. Agora, usando o lema 2.2, temos que

Pr(LmJ IFi —ri| > (£/2m)ri> <d& Pr(ﬂ IFi —ri| < (e/2m)ri> >1-9.

i=1 i=1

Sabemos entéo quié —r;| < (£/2m)r; vale para todd com probabilidade de pelo menos
1— 0. E portanto
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Logo
PrR—1/<¢e)>1-96.

O

Assim, para que nossa aproximacao do numero de conjuntortieegéndependentes
de um grafo seja ume( d)-aproximacdao, é suficiente que o algoritmeTEME-FPRAS nos
retorne umag/2m, 4/m)-aproximagao.

Lema 3.2. Sejan> 0e0< ¢ < 1, entdo o método ETIME-FPRASNnos da umasg/2m, d/m) -
aproximacéo dg.

DemonstracdoPrimeiro precisamos provar qu@(G;j)| ndo € muito pequeno em relacédo a
|1Q(Gi-1)|. Se|Q(Gj_1)| for muito maior queQ(G;)| a ponto de, por exemplo, ndo conseguir-
mos diferenciar‘(l?G(S‘l))‘‘2 de |§‘§(2((3?_‘)1‘)| usando um numero polinomial de sorteios com relacao
ao tamanho do grafo, entdo ndo poderemos obter a aproxiroagétamente.

Suponha quey, v) seja justamente a aresta que esta present® @y), mas nao esta
emQ(G;_1). Um conjunto de vértices independentes que est@@) 1) \ Q(G;) certamente
possui 0s veértices ev. Suponha uma fun¢do que mapeia cada conjunto de vértiogsend
dented emQ(Gi_1) \ Q(G;i) ao conjuntd \ {v} pertencente &(G;). Percebemos claramente
que essa fungéo é injetora e, portat®(G;_1) \ Q(Gi)| < |Q(G;)|. Entdo temos

QG| _ (G) . e _1

TG ] T QG +1QG)\ QG 1) ~ QG +]QG)] 2
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SejamXz, Xo, ..., Xm nossadM amostras feitas no método de Monte Carlo. Sgja 1
se ai-ésima amostra esta e(G;). Como temos amostras (6m)-uniforme, vale que

1Q(Gy)]
1Q(Gj-1)|

£

Pr(X = 1) — < e

ComoX; € uma variavel indicadora e, usando a linearidade da esgert@mos

ﬁ
2. M

. 1060 | e
- |Q<Gi1>|‘ El == o

|Q Gl

Usando os fatog > 1/2,m> 0 e 0< € < 1, chegamos na expressao

|

o &
E[ri]zri—G—m>—

Agora usaremos o0 seguinte teorema [3]:

I\)
CDIl—‘
Wl

Teorema 3.1.Sejaniv1, Yo, ..., Y, variaveis aleatorias indicadoras, isto é, variaveis qedan
valores 1 ou 0, independentes e identicamente distribeidas E[Y;]. Se

- 3In(2/9)
Entao
1 n
Pur(ﬁ Yi—u zeu) <o
1=

Aplicando o teorema 3.1, usando os valogggl2m), /me u = E[X] = E|
vale que

*2

i|>1/3

3In(2m/9)
~ (e/12m)%(1/3)

= 1296m%¢2In((2m)J).

E entado
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Pr( $,iﬂ X —EX]| > %E[Xi]> <o/m
= Pr(\ﬂ — E[fi]| > iE[ﬂ]) <o/m

UsandolE[fi| —ri| < &/6mer; > 1/2, temos:

£ <E[ri]<1+e 1 £ E[Fi] €

B emr; ri emr; 3m ri 3m
Multiplicando as duas ultimas equagdes, finalmente tenuws,probabilidade + 6/m,

(-2 )= (1) () = (0 40) ()

:1—%13 (1-52) (= +1) <h< (1+§n) (%erl) §1+§n.

que

Portanto temos uma (2m, & /m)-aproximacéao de;. O
Com as demonstracdes dos lemas 3.1 e 3.2, chegamos ao tebesxaa a

Teorema 3.2.Usando a sub-rotina §IME-FPRAS com um valor deM maior ou igual a
(129av°¢—2In(2m/5)) obtemos um algoritmo FPRAS para a aproximac&o do ntimero de vér
tices independentes em um grafo.
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3.3 Cadeias de Markov

A principal maneira de obtermos um algoritmo para colherstras e usarmos em um
método de Monte Carlo séo as cadeias de Markadeia de Markov é um processo estoca-
tico discretoXg, X1, ..., Xn onde qualquer estadg depende apenas do estajo;. Dizemos
gue a cadeia de Markov ndo tem memoria, pois depende aperatado imediatamente ante-
rior, e ndo depende de todos o0s estados que se passaram (faggaeao ponto atual.

Quando a cadeia de Markov esta em um estagode mudar para um estagaual-
quer com probabilidadg j, tal quey ;R ; = 1. Dessa forma podemos definir uma cadeia de
Markov usando uma matriz com as probabilidades de trarsigdee os estados, onde cada
posic¢ad(i, j| representa a probabilidade de transi¢céo do estpdm o estadg.

Antes de mostrarmos que tipo de cadeia de Markov queremasefetuar Nn0Ssos sor-
teios, vamos antes mostrar algumas definigdes.

Dizemos que uma cadeia de Markopeériodica, se para qualquer estad@xiste um
inteirok > 1 tal que P{Xi+s = i|X% = i) = 0 ous é divisivel pelok.

Um estado é&ecorrente se, uma vez que a cadeia esti nesse estado, ela irh em algum
momento retornar a esse estado. Um estado recorrguusit®v/o se 0 tempo esperado para
voltar ao estado é finito.

Uma cadeia de Markovérgddicase todos os seus estados aperiddicos e positivos recor-
rentes. E € nesse tipo de cadeia que estamos interessaadslefas de Markov ergodicas tem
a importante caracteristica de sempre convergirem paradistrédbuicdo estaciondria Unica.
Isso significa que a partir de um certo tentpas probabilidades de transicdo do estado atual
para o préximo estado, serdo as mesmas.

Para colhemos amostrar para um método de Monte Carlo, geramhefinimos uma ca-
deia de Markov onde cada estado corresponde a um elemeii2o t® nosso exemplo, 0s
estados seriam todos o0s conjuntos de vértices indepesdaiséentes no grafo. E comum que
um estada + 1 seja apenas uma pertubacgdo no elemento do estadmo veremos adiante
usando o nosso exemplo. Queremos também que a distribitgimomaria para qual a cadeia
converge seja a distribuicdo desejada, que no caso do nassple seria£/6m)-uniforme.

Iniciamos a cadeia de Markov em um esta@oualquer e sabemos que a partir de um
certo tempd, a cadeia tera a distribuicdo estacionaria desejada. Ardiai do nosso algo-
ritmo depende do quéo grande € o valer qual a complexidade computacional da transicao
entre os estados.

Infelizmente ndo é facil obtermos uma cadeia de Markov qued@&oum FPAUS para
nosso exemplo de conjunto de vértices independentes.eBxaguns algoritmos que seriam
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FPAUS mas apenas funcionariam para grafos onde o grau m@&emm conjunto de veértices
independentes fosse menor ou igual a 4. O algoritmo abareseapta uma cadeia de Markov
ergddica que converge para uma distribuicdo estacion@rismebom exemplo de aplicacao de
utilizacdo de cadeias de Markov em métodos de Monte Carlonmsecessariamente € um
FPAUS.

1. Xp € um conjunto de vértices independentes qualquer.
2. Para calculaK1:
» Sorteamos um vérticedo grafo.
* Seve X, entdoX; 1 =X \V
Sev ¢ X eY = X;U{v} € um conjunto de vértices independentes, eXtdp=Y
* SenaoXi;1 =X



CaPiTULO 4

Parte Subjetiva

4.1 Dificuldades encontradas

A decisao sobre meu TCC ocorreu em meados do segundo seme20®d Nessa
época decidi falar com o professor Coelho sobre a possitddidale orientar meu trabalho em
algum tema relacionado com grafos, que é uma das areas qsgoséei de ter contato em
minha graduac&o. O Coelho me falou sobre alguns temas quereestn mente, e um desses
temas era 0 que mais o interessava para esse trabalhotratgoprobabilisticos. Nesse ponto
ja estava com o tema praticamente decidido, e podia fazee egtinha em mente: comecar
o tcc alguns meses antes. E ai que ficou aparente minha @iintificuldade: a disciplina.
Com o semestre bem puxado e minha falta de organizacéo, aébeomecando o TCC com
a antecedéncia que pretendia. No primeiro semestre de 26i08eao continuou parecida, e
minhas atividades se resumiram a leitura de algumas partiega indicado pelo Coelho[3],

e com uma certa falta de base teorica que eu tinha em pralzad®lie estatistica, a leitura se
tornava algo muito cansativo. No segundo semestre as @igasnaram. Comecamos a fazer
reunides semanais de 2 a 3 horas, onde discutimos, eu, egoofeéoelho, e dois colegas do
BCC, o Gilson Dias e o Andre Jucovsky Bianchi. Nas discussdesdams aprofundando no
livro que seguiamos[3] e consegui uma boa base tedrica paregar a escrever minha mono-
grafia.

Acredito que foram essas minhas principais dificuldadessganizacdo do tempo, € a
falta de base em estatistica e probabilidade (essa quertambélpa minha).

4.2 Disciplinas do curso

A principal disciplina que utilizei em meu TCC foi MAC0328 - Algtmos em Grafos,
gue foi inclusive a disciplina que me fez escolher o tema do TEXSa disciplina, que foi
muito bem ministrada pelo professor Yoshi, me deu uma ent=lease em teoria de grafos.
Mas é claro que disciplinas como MAC122, MAC323, MAC338 tambémdaram e muito.
Mas sobre as disciplinas, um ponto ndo posso deixar de camekg materias MAEXXXX
nao contribuiram como eu acho que deviam contribuir tantonea TCC quanto na minha
graduacédo. Acredito que a principal culpa seja minha, mias goe talvez falte uma matéria
de MAE mais voltada ao BCC. Néo fiz as matérias de MAE com o BCC, poipoeaéinda
cursava o0 BMAC mas, mesmo assim, percebo esse problema naanttie meus colegas

24
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de curso. Acho que uma matéria que usasse 0s conceitos tistiest& probabilidade mais
intensamente em algoritmos e em teoria da computacdo ndarizgjua aprender e a ter mais
interesse nessa area. Acho que uma disciplina que, por exeampinasse gradualmente o con-
teldo de MAEQ212 ja aplicando os conceitos em teoria da ctag@a, gerariam alunos com
mais dominio na area de probabilidade. Acho que poderiaenasiia disciplina obrigatéria
que poderia ser nos moldes @8 223 — Random Processes and Algorithrgee é ministrada
pelo préprio Mitzenmacher, autor do livro que estudei no TCC.

4.3 Resultados

O andamento da monografia ndo se deu exatamente como ewaspendo fiz a pro-
posta. Basicamente eu tinha em mente fazer uma pequenauigéimdobre os capitulos 6(The
Probabilistic Method), 10(The Monte Carlo Method) e 11(Cowupbf Markov Chains) do li-
vro gue estudavamos [3] e entdo me aprofundar em uma apipaga cada capitulo.

De modo geral a idéia de introducdes pequenas e aprofuntiamas aplicacbes ndo
funcionou muito bem. As explica¢des principalmente sobmetodo probabilistico acabaram
tendo muito mais espaco do que as aplicacbes em si. Issorfeilppeo inclusive na estrutura-
cdo da monografia, pois na minha proposta os capitulos dagrafi@teriam o nome de suas
aplicacoes.

A aplicacéo proposta para o capitulo 10 também foi alter@daro ndo mostrava a apli-
cacao efetivamente e, apesar de ter achado alguns artig@scsproblema da arvore geradora
minima e o Método de Monte Carlo, 0s mesmos apresentavam ueudommuito avancado.

Também nao foi possivel produzir algo que fosse efetivaeneriativo ao capitulo 11.
Tratava-se de um aprofundamento do capitulo 10, algo qué¢imt@o percebido na época da
proposta, e trazia um conteddo bem mais avancado que os cafiulos. Cheguei a estuda-
lo para entender melhor algumas coisas do proprio capi€ulo 1

4.4 Conclusoes e atividades futuras

Aprendi muita coisa interessante no meu TCC. Como comenteigaa s@terior, minha
base de probabilidade e estatistica ndo era muito boa, e t@atho, acabei adquirindo uma
base razoavel na area. Acabei também me surpreendendo a@nto gostei de estudar sobre
o Método Probabilistice acredito que se for continuar estudando sobre probai&iegrafos,
estudaria mais sobre esse assunto. Achei diversos papensagpiram solugdes interessantes,
onde podemos transformar uma prova feita com o Método Piladieio, mais precisamente

Lhttp://www.eecs.harvard.edu/ michaelm/CS223/syllaiiod
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usando o lema local de Lovasz, em um algoritmo eficiente. Aglgoseria muito interessante
se aprofundar mais nesse topico, talvez em um mestrado.
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