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Resumo

Nesse trabalho abordaremos alguns aspectos relacionatoprobabilidade e grafos.
Introduziremos alguns conceitos basicos de probabiligéat@straremos como ela tem papel
importantissimo em Ciéncia da Computagdo, em especial eia thas grafos. Mostraremos
principalmente duas ferramentas:M#todo Probabilistico, que é uma ferramenta que usa
conceitos probabilisticos para provar existéncia de s@ftjetos e configuracoes, évietodo
de Monte Carlo, que € uma ferramenta para estimar, através de simulac@ed@io de
problemas que séo considerados dificeis.
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CapPiTuLo 1

Introducéao

Probabilidade tem um papel importante em varios algoriifjoglguns algoritmos de-
terministicos tém sua eficiéncia comprovada probabitisiente, como quick sort H& ainda
algoritmos que fazem escolhas aleatérias durante suagd&e@aoromo o algoritmo usado para
evitar coliséo no protocolBthernet, séo estes os chamadaigoritmos probabilisticos Em-
bora possa parecer que usar um algoritmo que faz escollz8rase ndo seja uma boa idéia,
tais algoritmos sdo muito usados devido a sua eficiénciagisidade.

Em teoria dos grafos néo é diferente, varias ferramentasriantes se baseiam em prob-
abilidade. O objetivo desse trabalho é justamente fazerpggaena introducao a essas ferra-
mentas.

Comecaremos introduzindo alguns conceitos e definicbesthalptidade e, depois, nos
capitulos seguintes, mostraremos duas ferramentas nsaittas em teoria dos grafos.

1.1 Introducgéo a Probabilidade

Para entendermos com maior clareza os algoritmos e andisges adiante, veremos
antes, com o auxilio de um exemplo de aplicacdo, uma intémags principais conceitos de
probabilidade usados nesse trabalho. Alguns outros dosc&io serao vistos agora, mas serao
introduzidos no decorrer do trabalho.

1.1.1 Exemplo: Corte minimo

Considere o problema do corte minimo em um grafo congrtices. Um corte em um
grafo é um conjunto de arestas que, se removidas, dividerafo gm dois ou mais compo-
nentes. Um corte ginimo se tem o menor numero de arestas dentre todos os cortes do graf
O problema do corte minimoconsiste em encontrar um corte minimo de um dado grafo.

No grafo da figura 1.1, as arestgs3), (5,3) e (5,4) formam um corte que divide o
grafo em{1,5,2} e {4,3}. Podemos ainda obter um corte de tamanho menor. As af@sis
e (1,5) formam um corte minimo, que divide o grafo €, 2} e {3,4,5}. Observe que o

Lhttp://nostalgia.wikipedia.org/wiki/Ethernet
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Figura 1.1 Cortes em um grafo

corte minimo ndo é necessariamente Unico. Nesse grafoxg@mpéo, temos mais de um corte
minimo. O corte formado pelas arestds4) e (3,4) também é minimo.

Podemos tentar encontrar o corte minimo de um grafo usandageoritmo probabilis-
tico cujo consumo de tempo esperado € linear. A idéia basod@armos a cada iteracdo uma
aresta, que sera contraida. Ao contrair uma aresta, removemos todas as arestas entee
v, e transformamos e v em um unico vértice. Como a cada itera¢do diminuimos o tamanho
do grafo em um vértice, teremos 2 vértice apés2 iteracdes. As arestas entre esses vértices
constituem um corte ndo necessariamente minimo do grafo.

Vejamos dois exemplos de execucdo do algoritmo para o mesafm ¢No primeiro ex-
emplo (mostrado na figura 1.2) o algoritmo ndo conseguiurgrexoum corte minimo. No
primeiro passo ocorre a contragdo da ar¢2t&) fazendo com que os vértices 2 e 5 se tran-
formem no vértice (ou conjunto de vérticds)Em seguida ocorre a contra¢éo da aréBtd)

e 0 vértice 4 é incorporado ao vértiBe Finalmente o algoritmo contrai a are¢ia3) e obtem
um corte de tamanho 3.

A)—2 a—8 a8
k%
H—w —w 3

Figura 1.2 Algoritmo encontra um corte de tamanho 3

Ja no segundo exemplo (figura 1.3), o algoritmo conseguengacam corte minimo.

Analisaremos agora qual a probabilidade desse corte ataitia algoritmo ser minimo.
Para analisarmos a probabilidade de determinada saida eprasesso aleatorio, devemos
antes definir o seaspaco amostral(chamaremos d) , que é o conjunto de todas as saidas
possiveis para o processo. Além disso precisamos saberéugma funcao de probabilidade:

Definicdo 1.1(Funcao de probabilidade)yma funcéo de probabilidade é uma funcaoPr
R ondeF € o conjunto dos eventos possiveis no espaco amostral, e:
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QEIOLINS
@ o—@ 9 @&
Figura 1.3 Algoritmo encontra um corte minimo

* para qualquer events, 0< Pr(E) <1
s PriQ)=1

» para qualquer sequéncia finita ou infinita enumeravel detegenutuamente disjuntos
E1,E2.Es... : P(Ui Bi) = 3 (Pr(Ei))

SejaC um corte minimo do grafo, que divide o grafo &heV — Se k o tamanho desse
corte. Se em todas as iteracdes forem sorteadas arestase®mV — S ou seja, arestas que
ndo estejam er@, ao final da execucao teremos um corte minimo. Em nosso eaemalis-
aremos uma iteracdo de nosso algoritmo e nosso espaco ansesér o conjunto de todas as
arestas existentes no grafo no momento dessa iteracad; $agaento onde a aresta escolhida
nai-ésima itera¢@o néo esteja @nQueremos calcular {7 (E;)).

Comecamos entdo calculanddPr). Como o tamanho do corte minimdkgentdo cada
vértice possui no minim& arestas ligadas a ele e, portanto, o grafo possui no minky®
arestas. Entdo a f#;), ou seja, a probabilidade de escolhermos uma aresta qustdsene
na primeira iteracao é:

Pr(E1) = (IG] - [C[)/|G| = ((nk/2) —k)/(nk/2) = 1—2/n

Aqui, podemos perceber intuitivamente que quanto maiofeaatica/G| — |C|, a proba-
bilidade do algoritmo retornar um corte minimo aumenta. €a, algoritmo € melhor para
casos onde o grafo possui muitas arestas e seu corte mingtaii¢gamente pequeno.

Para continuarmos 0s nossos calculos, devemos introdezineeito de probabilidade
condicional.

Definicdo 1.2. A probabilidade de um even#ocorrer dado que um evenBocorreu, repre-
sentada por PA|B) é:

Pr(A|B) = Pr(A("\B)/Pr(B)
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SejaF o evento de nenhuma aresta@eser escolhida nas primeirageracfes. Nesse
caso PfE;) = Pr(F1) e entdo:

(n—1k/2—k

Pr(Ez‘Fl) > W

~1-2/(n—1)

Para entendermos melhor essa igualdade é s6 pensarmogiquiudg; ocorreu, temos
1 vértice a menos no grafo e temos no minkrayestas por vértice.

Podemos facilmente generalizar para:

PrEi[Fi-1) =1-2/(n—i+1)

O que queriamos inicialmente é calcula(rﬁ’iH Ei), ou seja, RiF,—2) que é igual a
Pr(En_zﬂFn_3).

Entao:

Pr(Fh—2) = P(En—2( |Fn-3)

= PI‘(En_2|Fn_3)PI’(Fn_3)

= Pr(En,2|ang)PI’(En,3|Fn,4)Pr(Fn,4)
= Pr(En—2|Fn—3)Pr(En—3|Fn—4)Pr(En—4|Fn—5) ... Pr(E2[F1)Pr(F1)
>(1-2/n—nN-2)+1)x(1-(2/n=(n—3)+1) x...x (1—-2/n)
=1/3x2/4%x3/5x6/4x5/7x...x(n—3)/(h—1)x (n—2)/n
=2/(n(n—1))

Portanto o algoritmo devolve um corte minimo com probabdel maior ou igual a

2/(n(n—1)).

Podemos executar o algoritmo um numere vezes, o0 que certamente aumentaria nossa
chance de sucesso. Nesse caso, apgeascucdes, devolveriamos o menor corte encontrado
nas execucoes. Nesse caso, as execuc¢oes do algoritmo eeedios independentes.

Definicao 1.3(Eventos independented)ois evento e B sdo independentes se e somente se
Pr(A|B) = Pr(A) x Pr(B).
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Como a probabilidade de retornar um corte que ndo € minimo éngae 1— (ﬁ), se

X
executassemos o algoritmeezes, nossa chance de erro diminuiria para menéfk dﬁ(ﬁ)) .



CAPiTULO 2

O meétodo probabilistico

O método probabilistico[6, 3, 5] é usado essencialmente em teoria de grafos como uma
ferramenta para provar a existéncia de determinada coafioem um grafo, ou para provar a
existéncia de um grafo com certas especificidades. A idéiadé definir um espaco amostral
com todas as configuracdes possiveis e mostrar que a pidadbilde selecionar aleatoria-
mente a configuracéo desejada € maior do que zero e, potargmgfo deve existir.

2.1 O teoremade Erds

Paul Erds foi um dos primeiros, sendo o primeiro, a usar o métodogtitibtico em

suas provas[2]. Em 1947 ele mostrou, usando o método piistiaoi, que se(E)_(lg>+1 <1
entdo é possivel bicolorir um grafo completo camértices de forma que nenhum clique de
tamanho menor ou iguallkaseja monocromatico. Umrafo completoé um grafo onde todos
0s pares de vértices estdo conectados por uma aresta,ustaéafo comrm vértices e todas as
(5) arestas. Unelique é um subgrafo completo.

Teorema 2.1(Erdds (1947) [2]) Se num grafo completo comvértices temosy,) 2 (2)+1 < 1,
entdo podemos colorir usando apenas duas cores as aregjesf@de modo que nenhum
clique de tamanhk (com k vértices) seja monocromatico.

Demonstra¢cdo Queremos provar que existe uma coloragéo que faga com quoeemiz seja
valido. Para comecarmos a analisar o problema precisarfiog,d@mo no problema anterior,

0 espaco amostr&. Nesse caso, 0 espaco amostral sera o conjunto de todasksdgdes
possiveis do grafo. Temd§) arestas e cada aresta pode ser colorida com uma das duas cores

com probabilidade A2, entdo temos(® coloracdes possiveis.

Em uma coloracao aleatéria do grafo, as escolhas das cooesldearesta sédo indepen-
dentes, isto €, a escolha da cor de uma aresta nao exercaejuaftyéncia na escolha da cor
das proximas arestas. Ou seja, esses eventos sao indeggsnden

Temos(E) cligues de tamanhia SejaK um desses cliquesk 0 evento onde esse clique
€ monocromatico. Se a primeira aresta desse clique foiidaloom uma das duas cores, entéo,
para que o clique seja monocromatico, toda@a& 1 arestas restantes devem ter essa mesma

cor. Como as escolhas das cores sao eventos independentessajtee colorir('g) —1com

6
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uma mesma Cor:

Pr(Ex) = (1/2)® -1 = 2-(() -1 — o-(§)+1
SejaK,Ks,Ks... K(E) uma ordenagéo qualquer dos cliques de tam&rmdwgrafo,Ex; 0

evento onde @-€simo clique € monocromaticafeo evento onde o grafo possui a0 menos um
clique de tamanhk monocromatico, temos entéo:

(%)
Pr(A) = Pr(U Ex,)
i=1

Lema 2.1. Para quaisquer dois evento® D temos:
Pr(C_JD) = Pr(C) + Pr(D) — Pr(C(|D)

N&o provaremos esse lema, mas 0 mesmo € bem intuitivo serpessam conjuntos.
Calcularmos efetivamente (&) néo seria tdo facil, pois envolve uma uniéo entre diverses-ev
tos. Mas podemos facilmente conseguir um limitante supesgoobservarmos na igualdade do
lema, que RCUD) < Pr(C)+Pr(D) ja que P(C(\D) > 0. Portanto:

® 0 N
Pr(A) = Pr(U Ek) < ZPr(EKi) = (k) 25+l 1
i=1 i=
Mas se PfA) < 1, entdo P(rA_) > 0 e, portanto, temos uma bicoloracao que faz com que
nenhum cliqgue de tamankcseja monocromatico.
O

2.2 Exemplo: Conjunto de vértices independentes

Um conjunto de vértices independenteé um conjunto onde, para quaisquer vértiges
e v pertencentes ao conjunto, ndo existe nenhuma afesta Provaremos a seguir, usando
uma abordagem que tem como base o método probabilisticearamnta que limita o tamanho
do maior conjunto de vértices independentes de um grafo.

(D42
Y

Figura 2.1 Os conjuntos {1, 4}, {4, 5}, {3, 2} e {3, 5} séo independentes.
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Teorema 2.2. Todo grafoG comn vértices em arestas possui um conjunto de vértices inde-
pendentes de tamanho maior ou iguaf Zm.

Demonstracao.Considere o seguinte algoritmo probabilistico que encamtmaconjunto de
vértices independentes:

Passo 1 Cada vértice € removido, junto com todas as suas arestas robabgidade - Wl/n
Passo 2Para cada aresta restante, remove-se um dos veértices tdaeaagsrdpria aresta.
Passo 3Retorna os vértices restantes.

{0 e,

Figura 2.2 Exemplo de execugédo do algoritmo

No exemplo da figura 2.2, os vértices 1, 3, 5, 7, 8, 12 e 14 foeanovidos no primeiro
passo do algoritmo. Repare que, como o segundo passo tambéndederministico, difer-
entes saidas poderiam ocorrer também nesse passo. Abaligasemos probabilisticamente
o algoritmo.

SejaV o numero de vérticesA£o numero de arestas que sobreviveram ao primeiro passo.
Repare que a probabilidade de um dado vértice sobrevi%ée uma aresta s6 permanece
no grafo se nenhum de seus vértices foi removido.

E[V] =nx 2r$/n =n?/2m
_ 1 2
E[A] = mx 22 =n°/4m

O segundo passo ird remover todasfaarestas e no maxima vértices. Portanto, ao
final do segundo passo, teremos pelo mahesA arestas. E entéo:

EV —A] = E[V] — E[A] = n?/2m—n?/4m= n?/4m

Mas para qualquer variavel aleatbaem um espaco de probabilidades, temos que se
E[X] = x entdo entdo PK > x) > 0. Imagine um espa¢o amostral de idades de pessoas. Se a
esperanca, ou seja, a média das idades é 15, com certeza &tgnd 5 anos ou mais. Usando
esse fato e a esperanca obtida com relagéo ao algoritmo,gut@mos concluir entdo que
qualquer grafo conm vértices em arestas possui um conjunto de vértices independentes de
tamanho maior ou igual @t /4m.
O
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2.3 Olemalocal de Lovasz

Mostraremos agora uma das mais importantes abordagens tddamgrobabilistico.
Muitas vezes queremos provar a existéncia de um objeto gha tema série de caracteristicas.
Isso pode ser facil quando essas caracteristicas poderadgzitlas em eventos mutualmente
independentes. Mas nem sempre isso acontece. O lema locaVész oferece uma maneira
de abordarmos esses problemas mesmo quando os eventos t&magrau de dependéncia

Definicdo 2.1.SejaG um grafo onde cada vértice € um eveliodo espaco de probabili-
dadesQ, e dois eventos tem vértices adjacentes se possuem depend@tne si. O grau de
dependéncia dE; € o grau de seu vértice, isto é, o nUmero de arestas que sdgm de

Teorema 2.3(Lema local de Lovasz)SejamE; . . . E, eventos do espaco de probabilidaties
e:

1. Pr(E) < p,Vi
2. Nenhum evento possui grau de dependéncia maiod gia¢qued > 0
3. 4dp<1

Entao: .
Pr(()E) >0
i=0

DemonstracdoSejaS C {0,1,2...n}, comecaremos provando por inducdo €m 0,1...n
que s€S < s, entdo para quaisqukrt Stemos:

Pr(E/(E) < 2p
i€eS
Para essa formula ser consistente, devemos {€l; RE;) > 0, pois néo faria sentido
uma probabilidade condicional, onde o evento que ja ocaem@uyprobabilidade zero de ocor-
rer. Parss= 1 temos:

Pr()Ei) =Pr(E)=1-Pr(E)) >1-p>0
€S
Paras > 1 suponha, sem perda de generalid&te,{1,2,3...s}. Entdo:

ﬂE. rlPrE.\bllE_j):iEll PrE.]ﬂEJ >|‘!1 2p) >

Voltemos entdo a inducdo. O passo base, quamdco), segue direto da definicdo do
teorema. Pois, nesse caso:
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Pr(Ex|()Ei) = Pr(Ex) < p< 2p
ieS

SejaS; o conjunto dos eventos eique possuem relagédo de dependéncia EQre
sejaS; 0 conjunto dos eventos eique ndo tém relacdo de dependéncia &unou seja,
S =S—S5. SeS= S, entédoE, € independente de todos os eventosSamnportanto, temos:

EkmE. =Pr(Ex) < p< 2p
ieS

Vamos trabalhar com a outra hipétese, isto é, com a hip¢glse 0. Nesse caso temos:

Ekﬂ(ﬂlESEl))
nE E|
S D =y

SejaFa = Niea Ei. Observe gue combgs € a interseccao de todos o0s eventos®m
S=S5+%, entdoFs = Fs N Fs,. Portanto temos:

Pr(ExNFs)
Fs
_ PrENFs,NFsy)
Pr(Fs, NFs,)
_ Pr(Ekﬂ Fsl|F32)Pr(FSZ)
Pr(Fs, |Fs,)Pr(Fs,)
_ PI’(Ekﬂ Fsl‘Fsz)
Pr(Fs|Fs,)

Pr(Ex|Fs) =

Agora usaremos um lema bem intuitivo:

Lema 2.2. Para quaisquer eventbse B, temos:
Pr(A()B) < Pr(B)

Usando o lema, e lembrando gBepossui 0s eventos que sao independent&g deode-
mos limitar o numerador da fracao:

Pr(Ex( |Fs|Fs,) < Pr(Ex|Fs,) =Pr(Ex) < p

Agora, para prosseguirmos, precisaremos entender e usaumdema.
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Lema 2.3. Para quaisquer eventgs, E, . . . E,, temos:

n

ﬂ )>1— ZlPrE.

Para entendermos o lema, vamos pensar em um exemplo siogpteapenas dois even-
tosAeB. Observe o espaco de probabilidades no diagrama da figul@&pare que R’Aﬂ B)
corresponde a toda area cinza do diagrama, ou seja:

Pr(A(|B)=1-(a+b+c)
Ja para t (Pr(A) + Pr(B)), teriamos uma area menor:

1—(Pr(A)+Pr(B))=1—((a+b)+(b+c))=1-(a+2b+c)
Portanto, temos:

Pr(A(\B) =1-(a+b+c)>1—(a+2b+c)=1—(Pr(A)+Pr(B))
A e B
Figura 2.3

Voltemos agora a nossa inducdo. Podemos agora limitar oxdeador da fragao:

Pr(Fs,|Fs,) = Pr(() B () Ej) > 1— 5 Pr(E| ) E))
€S jes i€ €S
Agora, ainda no denominador, observando [#ie< |S, podemos aplicar a hipétese de
inducéo e obter:

Pr(Fs,|Fs,) >1— 5 PrE| () E) >1- Y 2p
i€ €S i€
Mas sabemos qu®, € o conjunto de eventos que tém relacdo de dependénci&cem
portanto,|S;| < d ja qued é o grau de dependéncia maximo dggepode ter. Portanto:
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Pr(Fs|Fs,) >1— % 2p>1-2pd>1/2
13

Substituindo agora o numerador e 0 denominador, consegypnovar a indugao:

= Pr(ExNFs/|Fs) _ P
Pr(E E) = Pr(Ex|Fs) = <
r( k’iDS ) = Pr(Ex|Fs) PI(Fs, [Fs,) < 1/2

Agora, com esse resultado em maos, podemos finalmente prama local de Lovasz:

n n _i-1_ n !
Pr(()E) = [PrEI (&) = [](@~Pr E1N)-16)
i—1 i= j=1 I= =1

Pr(ﬁ i):r!Pr (Eil ﬂEJ
:r!(l Pr(E;| ﬁ ~1E)))

=1

zﬁ(l—zm >0

A ultima linha segue dos fatos do enunciado do teorema, poiwd >0e Adp<1
temos D < 1.

[

O lema local de Lovasz é usado como ferramenta para soluciorasérie de problemas
em ciéncia da computacdo. Mostraremos agora um exempladgpoacao.

2.3.1 Aplicagédo: Caminhos disjuntos

Caminho disjuntos em um grafo, sdo caminhos que ndo compartilham nenhuma.arest
Suponha qgu@ pares de nés em uma rede representada por um grafo precisamseicar
por caminhos disjuntos. Podemos provar, usando o lemadedabvasz, que se os caminhos
possiveis ndo compartilham muitas arestas, entdo poderoosteam caminhos disjuntos para
osn pares.

Teorema 2.4.Sejam1,2,3...n uma ordenacéo qualquer dogares da rede que precisam
se comunicar e sefg o conjunto dos caminhos possiveis entre os dois nos dg parque
|Fi| = m. Se qualquer caminho e ndo compartilha aresta com mais gueaminhos enf;,

tal quei # j, e8nk/m < 1, entdo podemos encontracaminhos disjuntos para agares.
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DemonstracdoNosso espaco de probabilidadessera o conjunto de todas as combinacdes
possiveis de caminhos, sejam eles disjuntos ou ndo, edts ts pares. Como temogpares

e para cada par temascaminhos possivei$Q2| = nm SejaF; j o evento onde os caminhos
entre os pareise | ndo sao disjuntos. Suponha sem perda de generalidade geie®parese

j, escolhemos primeiro o caminho de&Como um caminho el ndo compartilha arestas com
mais quek arestas enkj, teremos enfr; no maximok caminhos que se sorteados causariam o
eventoE; j. Entao:

PI’(ELJ‘) < k/m

Ja temos entdo um limitante que cumpre o primeiro requisitiecha local de Lovasz.
Precisamos agora limitar o grau de dependédogmtre os eventos. O evenp; depende
das escolhas dos caminhos entre os piaeef e entécdE; j tem relagdo de dependéncia com
qualquer outro eventh,y tal queu e/ouv € {i, j}, ou seja, qualquer outro evento que tenha
relacdo com a escolha dos caminhos entre os payes j. Entdo:

d<2n

Agora s0 precisamos verificar se esses dois limitantesrtouddido também o terceiro
requisito do lema local de Lovasz:

4d(k/m) < 8nk/m< 1

Portanto, o lema local de Lovasz vale para esse caso, e entao:

Pr(()E,j) >0
i#]
Ou seja, existe uma combinacéo meaminhos em tal que todos os caminhos sao
disjuntos.
O



CAPITULO 3

O método de Monte Carlo

O método déMonte Carlo[3] consiste em estimar algum valor usando um espaco arhostra
e uma simulacédo nesse espaco. Se quisermos, por exempi@resiguantidade de vértices
de cor azul em um grafo bicolorido, podemos sortear um nummdfioientemente grande de
vértices e usar a propor¢ao obtida de vértices de cor azutimdepa vista isso pode parecer
um modo inocente de estimar valores, mas podemos obtertalgemmuito robustos usando o
método de Monte Carlo.

Nesse capitulo apresentaremos um exemplo de aplicacdotddarde Monte Carlo e,
durante a apresentacao desse exemplo, introduziremosnogpais conceitos do método de
Monte Carlo.

3.1 Exemplo: Conjuntos de vértices independentes

Um dos problemas em teoria de grafos, consiste em encomianero de conjuntos de
vértices independentes que existem em um grafo. Encorssarraimero é um problema do
tipo #P-completo (pronunciadsharp-p-complefyl]. Estamos acostumados a ouvir sobre os
problemas do tipdP-completpque sé&o problemas de deciséo para 0s quais ndo conhecemos
nenhum algoritmo com consumo de tempo polinomial que odvasa classe de complexi-
dade #-completo é similar a clas9é¢P-completo, mas se refere a problemas de contagem e
nao a problemas de decisdo. Portanto, um problema do Bam#pleto, € um problema de
contagem para o qual ndo se conhece nenhum algoritmo dencomigitempo polinomial.

Encontrar o nimero de conjuntos de vértices independenfgsr&anto, um problema
dificil. Mas podemos solucionar, pelo menos de maneiraxapara, esse problema usando o
Método de Monte Carlo.

Sejaey, e, ...6n uma ordenacéo das arestas do g@afsejaG; o grafo formado s6 com
as primeiras arestas. Sej@(G) o espago formado por todos o0s conjuntos independentes de
G. Queremos sabeéf(G)|. Podemos expressar da seguinte forma:

_1eGm|  19Gn-1|  |2G)
1Q(Gm-1)|  |Q(Cm-2)] 1Q(Go)|
Notem queGg € um grafo sem arestas e entdo, qualquer subconjunto deegéétinde-

Q(G)| = [Q(Gm)| x |Q(Go)
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pendente. Portant®(Gop)| = 2". Entdo temos:

D 1Q(G)]
0(G)|=2"
| NiaG )
Usaremos o algoritmo (que é um método de Monte Carlo) ababeoqmimaqg‘f(zé?_‘)l‘

entdo teremos uma estimativa|@4G)|.

I

ESTIME (G;,Gj_1)

1 x<0

2 repita M vezes

3 C < sorteie um conjunto de vértices independenteGide
4 seC é um conjunto independente G¢
5 facax++
6 devolvax/M

Para se ter sucesso em nossa estimativa, o valor de M devafisezrngemente grande.
Além disso, o sorteio do conjunto de vértices independale€s_; merece atencao pois nao
pode afetar muito a eficiéncia do algoritmo e deve ser umisatéequalidade. Veremos agora
uma maneira simples de fazer esse "sorteio”.

3.2 Obtendo uma amostra (Cadeias de Markov)

Cadeia de Markov € um processo estocatico discrétnX; ... X, onde qualquer estado
X; depende apenas do esta{jo;. Dizemos que a cadeia de Markov ndo tem memdria, pois
depende apenas do estado imediatamente anterior, e nduddeagpetodos os estados que se
passaram para se chegar ao ponto atual.

Podemos definir uma Cadeia de Markov para fazer o sorteio doitalg anterior, da
seguinte forma:

1. Xp € um conjunto de vértices independentes qualquer.
2. Para calculaX;1:
» Sorteamos um vérticedo grafo.
* Seve X, entdoX; 1 =X \V
» Sev¢ X eY = X U{v} € um conjunto de vértices independentes, eXtap=Y
s SenaoXiy1=X%



CaPiTULO 4

Parte Subjetiva

4.1 Dificuldades encontradas

A decisao sobre meu TCC ocorreu em meados do segundo semestn® ghassado.
Nessa época decidi falar com o professor Coelho sobre a piosgle dele orientar meu tra-
balho em algum tema relacionado com grafos, que é uma das gueamais gostei de ter
contato em minha graduagéo. O Coelho me falou sobre algurs tgue ele tinha em mente,
e um desses temas era 0 que mais 0 interessava para esdetrabgdritmos probabilisti-
cos. Nesse ponto ja estava com o tema praticamente decdibalia fazer o que eu tinha em
mente: comecar o tcc alguns meses antes. E ai que ficou apariaia principal dificuldade:
a disciplina. Com o semestre bem puxado e minha falta de aaygio, acabei ndo comecando
0 TCC com a antecedéncia que pretendia. No primeiro semesgtse @no a situagao contin-
uou parecida, e minhas atividades se resumiram a leiturlgdmas partes do livro indicado
pelo Coelho[3], e com uma certa falta de base tedrica que lea &ém probabilidade e estatis-
tica, a leitura se tornava algo muito cansativo. No seguedeestre as coisas engrenaram.
Comecamos a fazer reunides semanais de 2 a 3 horas, ondenbsget, o professor Coelho,
e dois colegas do BCC, o Gilson Dias e o Andre Jucovsky Bianchi. dasissdes fomos
nos aprofundando no livro que seguiamos[3] e consegui um®dee tedrica para comecar a
escrever minha monografia.

Acredito que foram essas minhas principais dificuldadessganizacdo do tempo, € a
falta de base em estatistica e probabilidade (essa quertambélpa minha).

4.2 Disciplinas do curso

A principal disciplina que utilizei em meu TCC foi MAC0328 - Algtmos em Grafos,
gue foi inclusive a disciplina que me fez escolher o tema do TE3€a disciplina, que foi muito
bem ministrada pelo professor Yoshi, me deu uma excelest éra teoria de grafos. Mas é
claro que disciplinas como MAC122, MAC323, MAC338 também ajadae muito. Mas
sobre as disciplinas, um ponto ndo posso deixar de comehsamatérias MAEXXXX néo
contribuiram como eu acho que deviam contribuir tanto no @G quanto na minha gradu-
acao. Acredito a principal culpa seja minha, mas acho quezdhlte uma matéria de MAE
mais voltada ao BCC. Néo fiz as matérias de MAE com o BCC, pois na éputa@irsava
o0 BMAC mas, mesmo assim, percebo esse problema na maioriae&lss colegas de curso.
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Acho que uma matéria que usasse 0s conceitos de estatigifobabilidade mais intensa-
mente em algoritmos e em teoria da computacao nos ajudapigader e a ter mais interesse
nessa area. Acho que uma disciplina que, por exemplo, essimaadualmente o contetdo
de MAE0212 j4 aplicando os conceitos em teoria da computagiariam alunos com mais
dominio na area de probabilidade. Acho que poderiamos tardisaiplina obrigatéria que
poderia ser nos moldes @S 223 — Random Processes and Algorithmae € ministrada pelo
préprio Mitzenmacher, autor do livro que estudei no TCC.

4.3 Conclusoes e atividades futuras

Aprendi muita coisa interessante no meu TCC. Como comenteigaa s@terior, minha
base de probabilidade e estatistica ndo era muito boa, e t@adho, acabei adquirindo uma
base razoavel na area. Acabei também me surpreendendo a@nto gostei de estudar sobre
Métodos Probabilisticos acredito que se for continuar estudando sobre probatiéiegrafos,
estudaria mais sobre esse assunto. Achei diversos papensagpiram solugdes interessantes,
onde podemos transformar uma prova feita com o Método Pildieo, mais precisamente
usando o lema local de Lovasz, em um algoritmo eficiente. Aytlgoseria muito interessante
se aprofundar mais nesse tépico, talvez em um mestrado.i fechbém alguns artigos que
mostram solucdes do problema da arvore geradora minimaasakétodo de Monte Carlo,
gue também pode ser alvo de estudo.

Lhttp://www.eecs.harvard.edu/ michaelm/CS223/syllaiiod
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