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Quando falamos de algoritmos probabilisticos, estamos a falar de algoritmos que fazem es-
colhas aleatorias durante a sua execucao. A escolha aleatoria do pivo, no Quicksort-
Aleatorizado, é um exemplo deste tipo de algoritmos.

Para estudarmos melhor a complexidade e o comportamento destes algoritmos, diante das
escolhas aleatorias que os mesmos fazem, usamos o método da Analise Probabilistica,
quando a entrada do problema esta bem definida num espaco de probabilidade.

O teste de primalidade!, bastante usado em Criptografia, e o método de Monte Carlo
sao alguns exemplos de aplicacao de algoritmos probabilisticos.

Album de Figurinhas

Uma das coisas mais bacanas da infancia, para um bom apreciador do futebol, era o esforco
para completar um album de figurinhas. Vamos assumir que existem n diferentes figurinhas,
distribuidas independente e uniformemente, e que cada pacote contém apenas uma figurinha.

E a pergunta que seria natural fazermos: qual € o numero esperado de pacotes que precisamos
comprar, para completar o album de figurinhas do nosso time, sabendo que cada time tem
n jogadores? Seja X o numero de pacotes comprados até obtermos todas as figurinhas. Se
X; ¢ o numero de pacotes comprados enquanto temos ¢ — 1 figurinhas diferentes, e cada Xj
¢ uma varidvel aleatéria com distribuigao geométrica, entao X = > " | X;. E quando temos
v — 1 figurinhas, a probabilidade de obtermos uma nova figurinha é

1 — 1
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¢ portanto,
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O numero esperado de pacotes que precisamos comprar para obter todas as figurinhas, é
portanto
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Onde a soma » ;" % é conhecida como o numero harmonico H(n), e H(n) =Inn + ©(1).
I portanto,
ElX|=nlnn+06(n)=0(nlnn). (4)

Lo algoritmo AKS, 2002, faz testes de primalidade deterministicos de complexidade polinomial.
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Ciclos Hamiltonianos em Grafos

Aleatorios

Dado um grafo G, decidir se GG tem um ciclo hamiltoniano é o problema que pretendemos
resolver. Lembrando que este ¢ um problema NP-dificil.

Considere o modelo G, y com n vértices e exatamente N arestas. Um jeito de gerarmos
um grafo G uniformemente de G, y € comecar sem nenhuma aresta. FEscolhemos entao

n /o . .o
uma das (2) possiveis arestas aleatoriamente e adicionamos a aresta no grafo G. Agora

n / . . )
escolhemos outra aresta das (2) — 1 possiveis arestas independente e uniformemente e

voltamos a adicionar no grafo G. Continuamos a escolher até que tenhamos N arestas no
orafo.

Seja G o grato gerado em G, y e assuma que P = v1,v9,...,v; € um caminho em G e que
/ ~ / / /
(vg, v;) € uma aresta de G. Entao P = v1,v9, ..., U, Uk, Vk_1, - - -, Vj19, Vi1 ¢ também um
. . / V. ~
caminho, e dizemos que PP ¢ uma rotacao de P.

F1c. 1: Ciclo Hamiltoniano.

Algoritmo Ciclo Hamiltoniano em Grafos Aleatoérios:

1. comeca com um vértice aleatorio e marque como o término do
caminho.

2. repita até achar um ciclo hamiltoniano ou a lista de arestas nao
usadas, onde umas das pontas ¢ o término do caminho estiver vazia.

3. seja P =wvy,...,v; o caminho atual, onde v;. € o término e
adiciona a aresta (vy,u) a lista de arestas do término.
4. remova (v, u) da lista de arestas do término e da lista de

arestas de u.

5. se u =#* v;, para 1 <1 < k.
6. entao adiciona v = vg1 em P e agora u ¢ o término de P.
7. senao, se u = v;, faca a rotacao do caminho P com a

aresta(vg, v;) e defina v;, 1 como o término.
8. devolva um ciclo hamiltoniano se algum foi encontrado, ou falso se
nao encontrou nenhum.

Com uma pequena modificacao neste algoritmo, para evitar que a distribuicao das restantes
arestas nas listas das arestas seja condicionada pela anterior, a analise torna-se mais facil e
o novo algoritmo modificado|1] encontra um ciclo hamiltoniano em O(nInn) iteragoes com

probabilidade 1 — O(n~1).

Passelos Aleatorios em (Grafos

Um processo estocastico X = {X(t) : t € T} ¢ uma colecao de variavéis aleatorias,
onde t representa o tempo. Se T' ¢ um conjunto enumeravel entao 1' ¢ um processo de tempo
discreto.|2]

Um processo estocastico de tempo discreto X, X1, Xo,... ¢ uma cadeia de Markov se
Pr(Xy = | Xy—1 = 41, X4—2 = a9, ..., Xo = ag) = Pr(Xy = a¢|X;—1 = a;—1). Ou
seja, o valor de X3 depende do valor de X;_1, mas nao da sequencia de estados que levaram
0 sistema a esse valor. 1]

Seja G = (V, E') um grafo finito e conexo, onde n = |V'| e m = |E|. Um caminho num grafo
¢ uma sequencia de vértices com a seguinte propriedade: se v e w sao vértices consecutivos
na sequencia entao vw é um arco.

Dados s e t em V((G), consideramos o problema de decidir se existe ou nao um st-caminho.
Um passeio aleatorio em G é uma cadeia de Markov definida pela sequencia de movimen-
tos de uma particula P entre os vértices de G. O estado deste processo ¢ definido pelo lugar

onde a particula se encontra num certo momento.

1
No estado i, a probabilidade da particula P seguir pela aresta ij é Pr(P = j) = m, onde
(0

d(7) = numero de arestas que saem do vértice i.

O problema de verificar se existe um caminho entre dois vértices de GG é tacil de se resolver,
bastando usar uma busca em largura ou em profundidade, e tais algoritmos consomem
espaco €2(n). Vamos apresentar agora um algoritmo aleatério que trabalha apenas com
O(logn) bits da memdria e retorna sim se existe o caminho em até 4n> passos, ndo caso
contrario,

Algoritmo st-Caminho:

1. Comeca o passeio aleatorio em s.

2. Se 0 passeio atingir t em até 4n> passos
3. entao devolva sim

4. senao, devolva nao.

—

O algoritmo do st-caminho com passeios aleatorios em G retorna a resposta certa quando
nio existe o st-caminho, e erra a resposta se ele nao achar um st-caminho em até 4n? passos,
no passeio aleatorio que ele faz em G.

Seja X o numero de passos dados durante o passeio aleatorio, entao a probabilidade de o

algoritmo retornar a resposta correta ¢ 5
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