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Capitulo 1

Introducao

Si I’équation proposée a tous ses
coefficients rationnels, I’équation
auxiliaire qui donne cette fonction
les aura tous aussi, et il suffira de
reconnaitre si cette équation
auxiliaire du degré 1.2.3...(n — 2)
a ou non une racine rationnelle,
ce que 'on sait faire.

Evariste Galois

1.1 Teoria de Galois

Em 1831 Evariste Galois resolveu, em seu artigo, "Mémoire: Sur les conditions
de résolubilité des équations par radicaux", o problema de solubilidade por
radicais de polindmios irredutiveis de grau primo e encontrou condigoes para
um polinémio ser ou nao solivel por radicais.

Na epigrafe acima Galois escreve "Se a equagdo proposta tiver seus coefi-
cientes racionais, sua equacao auxiliar também tera, e sera suficiente determi-
nar se a equagao auxiliar de grau (n — 2)! tem ou ndo uma raiz racional. E isso
sabe-se como fazer."

A equagao proposta é, obviamente, dada pelo polindémio cujas raizes Galois
queria saber se eram soliveis ou nao, por radicais. A equagado auxiliar é o que
noés chamaremos de polindmio resolvente, e a tltima frase refere-se ao fato ja
conhecido na época que sempre que temos polinémios com coeficientes em Z,
suas raizes racionais sdo do tipo £¢/p onde p e ¢ sdo os coeficientes do primeiro
termo e do termo independente respectivamente. Na citagdo do Galois aparece
a palavra "racional"que nao tem exatamente o mesmo significado que para nos,
mas isso deixaremos de lado.
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Galois, em seu trabalho, utilizou uma estrutura associada ao polindémio ori-
ginal que faz o servigo de nos contar se o dado polindémio é ou nao soluvel por
radicais. Essa estrutura era chamada de "grupo de permutagoes" (groupe de per-
mutations) que, possuindo certas propriedades, indicava se o polinémio era de
fato solavel por radicais. Esse grupo sera justamente chamado de Grupo de Ga-
lois e & sempre um subgrupo do grupo de permutagoes do conjunto {1,2,...,n}
chamado de G,, onde n é o grau do polinémio dado.

Na verdade, o que foi descoberto é que existe uma correspondéncia bije-
tora entre o reticulado de subcorpos do corpo das raizes do polinémio original
e o reticulado de subgrupos do grupo de Galois. Dentre outras coisas, essa
correspondéncia nos traz informacoes sobre a natureza algébrica das raizes e
isso permitiu a Galois inferir sobre sua construcao(das raizes) pela utilizagao de
radicais.

1.2 O Trabalho proposto

No contexto acima, este trabalho visa estudar o algoritmo que fornece o grupo
de Galois de qualquer polindmio moénico irredutivel com coeficientes inteiros de
grau menor ou igual a 7.

Para isso, se utiliza fortemente do "Teorema Fundamental da Teoria de Ga-
lois", que trata da correspondéncia mencionada acima, e também de polindmios
resolventes que nos dao informagGes sobre qual é o grupo de Galois. Em suma,
para cada grau, ha um resolvente particular que, sob certas condigoes, determina
qual é o grupo em questao.

O método utilizado aqui chama-se "método do resolvente"que foi exposto
por Henry Cohen em [5].

Os capitulos 2 e 3 tratam da teoria de Galois do ponto de vista moderno.
O capitulo 4 da a teoria por tras dos algoritmos e demonstra a validade dos
algoritmos para se encontrar o grupo de Galois dos polinémios do 3°,4° e 5°
graus. Para os outros casos a demonstragao é analoga e depende apenas das
particularidades do reticulado de subgrupos do &,,.

Além do algoritmo, este trabalho deve produzir um pacote na linguagem do
programa Mathematica que recebe um polinémio irredutivel com coeficientes
racionais e devolve uma representacao do grupo de Galois correspondente. Como
o algoritmo deve receber um polindémio ménico com coeficientes inteiros, entao
uma transformacao no polindémio original deve ser feita.

No apéndice A, ha uma tabela que relaciona as representagoes do grupo de
Galois com sua respectiva descrigao.



Capitulo 2

Extensoes de Corpos e
Morfismos

2.1 Preliminares

Nesta primeira se¢ao, pretendo expor conhecimentos bésicos de algebra abstrata
que serao frequentemente usados neste trabalho. Apesar disso, supomos que o
leitor ja possua nesse momento alguns conhecimentos prévios adquiridos em
algum curso introdutoério de algebra abstrata, como por exemplo na disciplina
Algebra II do IME-USP.

Tais conhecimentos prévios sao:

e Estrutura de anéis, dominios de integridade e corpos.

e Homomorfismos de anéis e anéis quociente.

Ideais primos e maximais.

Espago Vetorial sobre um corpo.
e Grupos.
e Acdes de grupos.

Usaremos frequentemente o seguinte resultado, que trata da avaliagao de um
polindémio de um anel F[z] no elemento « € corpo E.

Teorema 2.1.1 (Avaliacdo). Seja F' um subcorpo de um corpo E e seja «
elemento de E. A fun¢io e, : F[z] — E definida por:

ealao +arz+ -+ apz™) =ap+a1a+ -+ apa”

com a; € F é um homomorfismo de anéis de Flx] em E. O homomorfismo &,
é uma avaliagcao em a.
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Demonstragdo. €, esta claramente bem definida e agora vamos mostrar que &, é
de fato um homomorfismo de anéis. Considere entdo f(x) = ag+ar1x+- - -+a,z™
eg(x)=byg+bix+ -+ bypx™ com m < n. Assim:

a(f(z) +g(x)) =
eal(ag +bo) + (a1 +b1)x + - 4 (@m + b)2™ + appr12™ M + - Faa™) =
(aop+bo) + (a1 +b))a+ -+ (am + bp)a™ + 1™ + - F apa” =
ap+ara+ -+ aa” +bg+bia+ -+ bt =
fla) + g(a) = ea(f(2)) + €alg(z))

E também:

a(f(z)g(x)) =
ealdo +diz+ - +dpa™) =
do +dia+---+d,a" =
(ap + ara+ -+ ana™)(bp + brx + -+ + bpa™) =

fla)g(a) = ea(f(z))ealg(z))

onde dz = Z;‘:O ajbi_j
E pela defini¢do €,(a) = a e isso termina a prova. O

Neste trabalho, utilizaremos o tempo todo, principalmente a partir de ex-
tensoes de morfismos, o conceito de homomorfismos de corpos. Esses morfismos
mostram o que ha de mais importante por tras da teoria de Galois que é a
relagao entre a simetria algébrica das raizes de um polinémio e a solubilidade
por radicais.

Definigao 2.1.2 (Morfismo de Corpos). Se F' e L sdo corpos, uma fungio
o: F — L é um homomorfismo de corpos se valem, para todo x,y € F:

L oo(x+y)=o(x)+o(y)

2. o(xy) = o(x)a(y)

Note que o ideal de um corpo é ou nulo, ou todo o corpo. Assim o kernel da
o é um ideal de F' e portanto todo morfismo de corpos é ou o morfismo nulo,
ou é injetor. Daqui para frente sempre vamos considerar o segundo caso.
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2.2 Extensoes de Corpos

Definicao 2.2.1 (Extensdo de Corpos). Um corpo E é uma extensao de um
corpo F se F' C E.

Precisamos mostrar que todo polinémio tem uma raiz em algum lugar, ou
seja, se F' é um corpo e f(z) um polinémio em F[z], entdo existe uma extensao
de F' onde esse polindmio tenha uma raiz. Temos assim o seguinte teorema:

Teorema 2.2.2 (Kronecker). Seja F um corpo e seja f(x) um polindmio nao
constante em Flx]. Entao existe uma extensio E de F e um o € E tal que

fla) =0.

Demonstrag¢ao. Sabemos que f(z) se fatora em F[z] num produto de polino-
mios que sao irredutiveis. Seja p(x) um polinémio irredutivel em tal fatoragao.
Basta entao encontrar uma extensao E de F que contém um elemento « tal que
p(a) = 0. Como (p(z)) é um ideal maximal em F[z], entdo Flz]/(p(x)) é um
corpo. Queremos mostrar que F' pode ser identificado como um subcorpo de
F[z]/{p(x)) através da inclusao natural ¢ : F — F[z]/(p(z)) dada por

P(a) = a+ (p(x))

para a € F. Esta funcéo é injetora, pois, se (a) = ¢(b), ou seja, se a+ (p(z)) =
b+ (p(z)) para certos a,b € F, entdo (a — b) € (p(z)), portanto, a — b deve ser
miltiplo do polindmio p(z), de grau > 1. Mas a,b € F implica que a — b esta
em F. Assim, devemos ter a — b = 0 e, entdo a = b. Podemos escolher a
como sendo um elemento da classe (a + (p(z))). Assim @ é um isomorfismo
de F em um subcorpo de F[z|/{p(z)). Assim, identificamos F como sendo
{a+ {p(x)) | a € F} por meio de 7). Agora podemos ver E = F|[z]/{p(x)) como
uma extensao de F. Tendo ja criado a extensao E de ¢(F'), copia isomorfa de F,
pode-se entao produzir uma extensao E’ de F' por um argumento conjuntista.
Falta mostrar que E contém um zero de p(z). Definimos

a =+ (p(z)),

com « € E. Considere agora a avaliagao ¢,, : F[z] — E tal que ¢4 (p(x)) = p(«).
Se p(z) = ag + a1x + - - - + a,z™, onde a; € F, entdo temos

¢a(p(2)) = a0 + ar(z + (p(x))) + - - + an(z + (p(2)))"
em E = Flz]/(p(2)).

$a(p(2)) = p(a) = (a0 + a1z +-- -+ anz") + (p(2)) = p(x) + (p(x)) = (p(x)) = 0

em F[z]/(p(z)). Encontramos um elemento o em E = F[z]/(p(z)) tal que
p(a) =0, e ,portanto, f(a) = 0. O
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Provamos acima que sempre existe um corpo F, contento F', e contendo a raiz
de um polinémio qualquer f(z) € F[z] dado, mas se E for um corpo qualquer,
nem sempre acontece de todo elemento de F ser uma raiz de algum polindémio
em Fz]. Podemos agora definir elementos algébricos e transcendentes.

Definigao 2.2.3. Um elemento a de uma extensao E de um corpo F' é dito
algébrico sobre F se f(a) = 0 para algum polindmio néo nulo f(z) de F[z].
Se a nao for algébrico, dizemos que « é transcendente sobre F'.

Como exemplo considere a extensio R de Q. Sabemos que v/3 é algébrico
sobre Q sendo raiz de z2 — 3. Claramente /3 também é raiz de 23 — 3z e de
x* — 322 + 2. Assim é razoavel imaginar que todos os polinomios em Q[z] que
tenham /3 como raiz sejam miltiplos de 22 — 3. Temos entéo:

Teorema 2.2.4. Seja E uma extensio de F', e seja a € E, algébrico sobre
F. Entao existe um polinomio irredutivel p(z) € F[z] tal que p(a) = 0. Esse
polinémio € univocamente determinado a menos de uma constante multiplicativa
em I e é um polinomio de grau minimo > 1 em F[z] tendo v como raiz. Se
f(a) =0 com f(z) #0 € Flz], entio p(z) divide f(z).

Demonstragao. Seja ¢, a avaliacdo de F[z] em E. Sabemos que o kernel de ¢,,
é um ideal principal gerado por algum p(z) € F[z]. Assim o ideal {p(x)) consiste
precisamente de todos os elementos de F[z] que tem a como raiz. Assim, se
f(a) =0com f(x) # 0 € Flz], entao f(x) € (p(z)) e portanto p(z) divide f(x).
Portanto, p(z) é de grau minimo e qualquer outro polindémio de mesmo grau
tendo a como raiz deve ser da forma ap(z) para algum a € F.

Falta provar que p(x) é irredutivel. Para isso Suponha que p(z) = r(z)s(x)
onde os graus de r e s devem ser maiores ou iguais a 1 e menores que o grau de
p. Entéo se p(a) = 0, r(a)s(a) = 0 implicando que ou r(a) = 0 ou s(a) = 0,
pois E é um corpo e nao tem divisores de zero. Mas isso é um absurdo pois
p(z) é de grau minimo. Concluimos que p(z) ¢ irredutivel. O

Sempre podemos escolher um polinémio tal que o coeficiente do termo de
maior grau é 1. Tal polinémio é chamado polindmio monico.

Definigao 2.2.5 (irr(a, F')). Seja E uma extensdo do corpo F, e seja a € E
algébrico sobre F. O tnico polindémio moénico p(x) do teorema anterior é o
polindémio irredutivel de « sobre F' e sera denotado por irr(a, F).

Seja E uma extensao de F, seja « € E. Seja €, a avaliagdo de Fx] em E
como ja definimos antes.

Suponha que « é algébrico sobre F'. Entao como no teorema 2.2.4, o kernel
de €, é (irr(a, F)) que ja sabemos que é ideal maximal de F[z]. Portanto,
Flz]/{irr(a, F)) é corpo e é isomorfo a imagem ¢, (F|[x]) em E. Pode-se mostrar
que este subcorpo e, (F[z]) em E é o menor subcorpo de E contendo F e o e
sera denotado por F(«).

Definigao 2.2.6 (Extensoes Simples). Uma extensdo £ de um corpo F é dita
uma extensao simples de F se E = F(«a) para algum « € E.
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Teorema 2.2.7. Seja E = F(«) uma extensao simples de um corpo F, e seja
a algébrico sobre F. Se o grau do irr(a, F) é n > 1, entdo todo elemento 3 de
E se escreve de modo inico como:

ﬁ = bO +bla+ +bn71an717

onde 0s b; estao em F'.

Demonstragao. Considerando a avaliagao ¢, todo elemento de F'(«) é da forma
oa(f(x)) = f(«), ou seja, é um polindmio em « com coeficientes em F'. Seja:

iT?”(O[,F) :p(x) :xn+an71xn71 4+ 4 ag
E entdo como p(a) = 0, temos
Oén = 70,71_10/’7’71 — - —ag

Esta equagao mostra que podemos expressar todo monoémio o' para m > n em
termos de poténcias de e menores ou iguais a n. Assim é claro que todo § pode
ser expresso na forma desejada. Para verificar a unicidade basta ver que se:

bo+brov+ -+ by_10" L =by+bja+ - +b, 0" !

para b;- € F, entao

g(x) = (bo — bg) + (b1 — by)x + -+ (byy — by _y)z"

é um polindémio em F[z] que tem « como raiz. Mas como o grau de g é menor

que o grau do irr(a, F') que é por sua vez o polindmio minimal, entao g(x) = 0.
. / ~ L. .

Assim b; = b; e a representagao é tnica. O

2.3 Extensoes Algébricas

Definicao 2.3.1 (Extensao Algébrica). Uma extensdo F de um corpo F é uma
extensao algébrica se todo elemento de E for algébrico sobre F.

Definicao 2.3.2 (Extensao Finita). Se uma extensao E de um corpo F' tem
dimensao finita n como espago vetorial sobre F', entao E é uma extensao finita
de grau n sobre F'. Esse grau sera denotado por [E : F].

Teorema 2.3.3. Se considerarmos a torre de corpos FF C K C E, entdo:
[E:F]=[E:K]K:F|

Demonstragao. Sejam {ay,az,...,an}t e {B1,02,...,0m} basesde E/K e K/F
respectivamente. Vamos provar que o conjunto:

{aiBs} g
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¢ uma base de E//F. Primeiro vamos mostrar que esses vetores geram E sobre
F. Seja entdo v € E. Como {a;} é a base de E sobre K entéo:

n
= Z a;Cy
i=1

para a; € K. E como {3;} é a base de K sobre F entao:

a; = Z AijB;
j=1

para A;; € F'. Entao finalmente:
Y= Z(Z AijBi)ei = Z Aij(Bjeu)
i=1 j=1 ij

e portanto {a;f3;}; ;) geram E sobre F. Falta agora mostrar que esses vetores
sao todos l.i.

Assim se por contradigao Z” Aijxz;y; = 0 para certos A\;; € F' nao todos
nulos, entao podemos escrever:

> Mijyy)ai =0
g
Como Zj Aijy; estd em K, e pela hipotese dos x; serem Li temos:
Z Aijy; = 0 para todo i
J

e novamente pela hipotese dos y; serem li, entdo A;; = 0 para todo par (4, j).
Os elementos {azﬂj}(iyj) sao linearmente independentes sobre F' e, como ja
vimos, geram E sobre F'. O

E
Base{ai}{ ‘
K
Base{3;} { ‘
F

Corolario 2.3.4. Se F C Fy C F, C --- C F,, € uma torre de corpos, entao:
[Fn : F] = [Fn : anl}[anl : Fn72] e [FQ : Fl][Fl : Fo]

Demonstra¢do. A prova sai direto do teorema 2.3.3 por indugio. O



2.3. EXTENSOES ALGEBRICAS 15

Corolario 2.3.5. Se FF C K C E ¢é uma torre de corpos, entio E/F é uma

extensdo finita se e somente se E/K e K/F forem extensées finitas. Além disso,
se E/F for finita, entao os graus de E/K e K/F dividem o grau de E/F.

Demonstra¢ao. A prova sai novamente do teorema 2.3.3. O

Se E é uma extensao de um corpo F e «; elemento de F, ja vimos que o
corpo obtido pela adjungao de oy a F' é denotado por F(«y). Da mesma forma,
podemos adjuntar ap a F(op) tomando a avaliago €4, : F'(aq)[z] — E obtendo
como imagem F(a1)(az2). F(ai)(az) é o menor corpo contendo F'(ay) e s €
sera denotado por F(ag, as).

Defini¢ao 2.3.6. E/F & uma extensao finitamente gerada se existirem ay, ag,
.., an € F tais que E = F(ag,ag,...,ayp).

Lema 2.3.7. E/F é uma extensio finita se, e somente se, for algébrica e
finitamente gerada.

Demonstrag¢ao. (=) Se E/F & uma extensao finita e {aq,...,am,} é uma base
de E como espacgo vetorial sobre F, entao se 7 € F temos:

Y =a1a1 + a0 + -+ Ay

com a; € F. E, portanto, E C F(ai,...,q,). Como os «; estdo em E, é
claro que F(ay,...,a,) C F e, assim, E/F é uma extenséo finitamente gerada.
Além disso E/F & algébrica pois se a € E, o conjunto {1,a,a?,...} nao pode
ser L.i pois dimFEpr < oo e, portanto a deve ser algébrico sobre F'.

(<) Suponhamos que E/F seja algébrica e finitamente gerada. Entdao F =
F(aq,...,qn,) para certos a;. Assim:

FCF(ay) C Flag,a) C-+- C Fag,...,0m)

E pelo corolario 2.3.5 como cada extensdo intermediaria é finita, entdo E/F é
finita. O

Algumas propriedades serao tuteis daqui pra frente e devo expod-las agora:

Lema 2.3.8. Considere a torre de corpos F C K C E, entao E/F ¢ algébrica
se, e somente se, E/K e K/F forem algébricas.

Demonstrag¢ao. (=) Se E/F é algébrica entdo se v € E é raiz de um polinémio
com coeficientes em F', é claro que é raiz de um polinémio com coeficientes em
K, assim E/K & algébrica, e, se os elementos de E sao algébricos sobre F, é
claro que os elementos de K sao também algébricos sobre F'.

(<) Se E/K e K/F sao extensoes algébricas, entdo se a € E ¢é algébrico
sobre K, entao existe um polinémio em K que tem « como raiz a saber k(x) =
ko+kix+kox?+-- -+ kpa™ com os k; em K. Assim, considere a torre de corpos:

FCF(ko,kil,...,k‘n) CF(Oé,ko,k‘l,...,kin)
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Sendo assim como K/F é algébrica, F(ko,ki,...,k,)/F & algébrica e finita-
mente gerada, e portanto finita pelo lema 2.3.7. Da mesma forma como E/K é
algébrica, F(«a, ko, k1,...,kn)/F(ko,k1,...,kn) é também finita.

F(Oé,ko,k’h...,kn) CE

<oo

F(k07k17"';kn) CK

<oo

F

E portanto [F(«, ko, k1,...,kn) : F] < 00 e, logo « é algébrico sobre F. O

2.4 Existéncia do Fecho Algébrico

Do corolario 2.3.5 seque que se E é uma extensao de um corpo F e o, 8 € E sao
algébricos sobre F', entdo a + 3, af, a — F e %, [ # 0 também sido algébricos.

Ja vimos no teorema 2.2.2 que sempre existe uma extensao que possui uma
raiz de um polinémio dado. Precisamos mostrar que dado um corpo F', entao
também existe uma extensao que possui todas as raizes de seus polinémios em
F[z]. Essa extensdo sera chamada de fecho algébrico.

Corolario 2.4.1. Se F' é um corpo e f € Fz] é um polinomio de grau n > 1,
entdo existe um corpo L contendo F' onde f possui todas as suas raizes.

Demonstragao. Para provar, basta utilizar o resultado do Kronecker repetidas
vezes. Assim, se f(x) € F[z], entdo existe uma extensdo de F' que possui uma
raiz ag de f, e j4 vimos que esta extensao é (a menos de isomorfismo) F(aq).
Agora fazemos o seguinte; fatoramos f em F(«j)[z] e tomamos o resultado
digamos f(1)(x) e sabemos que possui grau no maximo n — 1.

Assim, basta repetir o procedimento a fim de encontrar uma extensdo que
tenha uma raiz de f1)(z), digamos as, e tomarmos a extensao F'(ay, az) e assim
por diante. E facil perceber que no méaximo em n passos construimos a extensio
F(ay,as,...,qn), cujo grau ¢, no maximo, n!.
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Flay,ag,...,0um)
F(Oél, O[Q)
<n-—1
Fl(an)
<n
F
O
Corolario 2.4.2. Se F € um corpo e fi, fo,..., fn € Flx] sao polinémios de
grau > 1, entao existe um corpo L contendo F onde f1, fa, ..., frn possuem todas

as suas raizes.

Demonstra¢io. Construimos da mesma maneira que no coroléario anterior F(!)
que tenha todas as raizes de f;. Assim, basta repetir o procedimento n — 1
vezes para f;,i = 2,...,n e assim obter uma extensao que tenha todas as raizes
desejadas. O

Definigao 2.4.3. Um corpo E diz-se algebricamente fechado se todo po-
linomio f(x) € Elx] possui raiz em E e, portanto, possui todas as raizes em
E.

Definigao 2.4.4 (Fecho Algébrico). Uma extensao E de um corpo F' é chamada
de fecho algébrico de F se E/F for algébrica e E for um corpo algebricamente
fechado.

Defini¢ao 2.4.5 (Corpo de Decomposigao). Uma extensdo E de um corpo F'
é chamada de corpo de decomposi¢ao para um polindémio f € F[z] se E
contém todas as raizes ay,as,...,a, de f e é da forma E = F(ag,qe,...,ay).

Teorema 2.4.6. Seja F' um corpo. Entao existe uma extensao de corpos E/F
com E algebricamente fechado. Podemos também escolher E de modo que E/F
seja algébrica e contruir assim o fecho algébrico de F denotado F'.

Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [1]. O
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2.5 Extensoes de Morfismos

Na secao 2.2 definimos uma extensao de corpos como sendo simplesmente um
corpo que contém outro corpo dado. A partir de agora precisamos definir ex-
tensoes de homomorfismos de corpos.

Definigao 2.5.1. Sejam 0 : FF — L e 7 : E — L homomorfismos de corpos
tais que F C E C L e 7 restrito a F' é o (7|p= 0), ou seja, se z € F, entdo
7(z) = o(x). Além disso, se o for a identidade, entdo diremos que 7 esta sobre
F.

Nesse caso diremos entao que 7 é uma extensao de o.

Lema 2.5.1. Se E/F for uma extensao algébrica e 7 : E — E um morfismo
de corpos cuja restricio a F € a identidade (T estd sobre F), entio T € um
isomorfismo.

Demonstrag¢ao. O ponto importante é que, como 7 esta sobre F, se g € F|x] for
um polinémio e o € E, entao 7 vai fixar os coeficientes que estdo em F'. Assim:

T(g9(a)) = 7(fo + fria+--- + fna™) =

= fo+ fit(a) + -+ far(a)" = g(7(a))

temos entao a seguinte equacao:

7(9(a)) = g(r(a)) (2.1)

Seja v € E um elemento qualquer e g(z) = irr(y, F)(x). Seja R ={f € E :
9(B) = 0} o conjunto das raizes de g e assim é claro que v € R. Vamos entao
utilizar 2.1 para ver o que o morfismo 7 faz com .

m(9(v) =0=9g(r(7))

E portanto 7 leva uma raiz de g em outra raiz de g.
Temos entao que 7(R) C R, e, como R é finito e 7 é injetora, pois todo
homomorfismo de corpos ¢é injetor, 7(R) = R, o que prova o lema. O

Se E for o corpo de decomposicdo de um polindmio irredutivel f € F[x],
entdo o isomorfismo de corpos 7 : E — E sobre F é, essencialmente, uma
permutacao das raizes de f.

Teorema 2.5.2. Sejam F e L dois corpos, com L algebricamente fechado, se
E = F(a), com « algébrico sobre F e o : F — L um morfismo de corpos. Entao
eriste uma extensio T de o, ou seja, exriste um morfismo T : E — L tal que
Tlp=o0.

Demonstragao. Seja f(x) = Irr(a, F)(z) € Flz]. Denotaremos por f° € L|x]
o polinémio obtido pela aplicagdo de o coeficiente a coeficiente. Como L é
algebricamente fechado, existe 3 € L raiz de f?. Defino 7 : F(a) — L assim:

7(g(@)) :== g% (B)
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onde g(z) € F|z]. Primeiro, vamos mostrar que 7 estd de fato bem definida.
Se g(a) = h(a) para certo h(z) € F|x], entdo « é raiz de t(z) = g(x) — h(x),

pois g(a) — h(a) = 0 e, portanto, o polindmio irredutivel f(z) deve dividir ¢(z).
Portanto, temos, para um certo h(z) € F|z]:

aplicando 7 como definida.
t7(x) = f7(x)h? (z) = 0(0)

e como o é um homomorfismo temos.
t7(x) = f7(x)h% (z)

Assim, f7(x) divide t°(z). o que prova que a definigdo de 7 independe do
particular polinémio g escolhido. Para mostrar que 7 é homomorfismo de corpos
basta ver que:

T(g(@)h(a)) = T(gh(a))
gh? () = g° (B)h7 (B)
= 7(9(a))7(h(a))

e fazendo o mesmo para a soma vemos que claramente 7 é um morfismo de
Corpos e T|p = o 0 que termina a prova. O

Corolario 2.5.3. Sejam F e L dois corpos com L algebricamente fechado, se
E/F for uma extensao finita e o : F' — L um morfismo de corpos. Entdo existe
uma extensao 7: E — L de o.

Demonstracao. Toda extensao finita é algébrica e finitamente gerada, isto é,
E = F(oa,...,ay), com os «; algébricos sobre F. Uma simples indugdo no
nimero de geradores prova o corolario. O

Teorema 2.5.4. Sejam F e L dois corpos com L algebricamente fechado, se
E/F for uma extensao algébrica e o : F'— L um morfismo de corpos. Entdao
existe uma extensao 7 : E — L de o.

Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [1]. O]

2.6 Corpos de Decomposicao

Definimos, na secao 2.4, corpo de decomposicao de um determinado polindémio,
mas, em geral, podemos definir corpos de decomposicao para uma familia de
polindémios como abaixo.
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Definicao 2.6.1. Seja F' um corpo e A = {f,},c; uma familia de polinémios de
F[z], todos de graus > 1. Um corpo K/F diz-se um corpo de decomposicao
dessa familia se:

1. Todo polinémio f, € A possui todas as suas raizes em K

2. K = F(Z), onde Z C K é o conjunto de todos os zeros de todos os
elementos de A.

Tomemos a familia A = {f} constituida por um tdnico polindémio f(z).
Entao, se aq,...,q, sdo as raizes de f em K, temos K = F(ay,...,ay). Ja
sabemos pelo corolario 2.4.1, que tais corpos de decomposicao existem.

Teorema 2.6.2. Seja o : F — F' um isomorfismo de corpos e A C Flx]| uma
famdlia de polinomios com graus > 1. Se E/F é um corpo de decomposi¢do para
A e E' um corpo de decomposi¢io para A° = {f° : f € A} C F'[z], entdo o
isomorfismo o se estende a um isomorfismo 7: E — E’.

Demonstracao. Seja F um fecho algébrico de F’ contendo E’. Assim, o pode
ser vista como um homomorfismo de F em F . Pelo Corolario 2.5.3, existe um
morfismo 7 : E — F estendendo o. Se a € E for um zero de algum f € A,
entao, como

0=7(f(e)) = f7(7()),

vemos que 7(c) é um zero de f7 € A%, ou seja: 7(a) € E' Mas E = F(Z), onde
Z é o conjunto dos zeros de A, de modo que 7(F) C E’. Para provar que 7 é
um isomorfismo, tomo um fecho algébrico F' de F e construimos 6 : B/ — I,
estendendo o~1. Observe que o~ ! esta bem definida pois ¢ é bijetora e além
disso novamente o~ ! pode ser vista como um morfismo de F’ em F justificando
assim a extensao 6.

O mesmo raciocinio, usado para 7, demonstra que §(E’) C E. Agora consi-

dere as composigoes Tof e forT.
Tol:E—FE Qor:E — E

sao morfismos sobre F' e assim, pelo lema 2.5.1, sao automorfismos de E e E’
respectivamente e portando 7 é isomorfismo.

O

Corolario 2.6.3. Se f € Flx], entao dois quaisquer corpos de decomposi¢cdo
para f sao isomorfos.
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Teorema 2.6.4. Seja K/F uma estensio algébrica e F um fecho algébrico de
F contendo K. Sao equivalentes:

1. Todo morfismo o : K — F sobre F verifica: 0(K) = K.
2. K € o corpo de decomposicao de alguma familia A de polinomios de F[x].

3. Se um polinémio irredutivel de Flx] possui uma raiz em K, entdo ele
possui todas as raizes em K.

Demonstragao.

(2) = (1). Seja, entdo K = F(Z), onde Z é o conjunto da raizes dos
polinémios da familia A, e ¢ : K — F um morfismo sobre F. Entdo, se o € Z,
f(a) =0 para algum f € A,

ou seja, se 0(Z) C Z. Logo o(K) C K. Assim, podemos enxergar 0 : K — K
sobre F' e como Lema 2.5.1 garante que o é um isomorfismo, entao o(K) = K.

(1) = (3). Seja f um polindmio irredutivel em F|x] que possui uma raiz
a € K. Seja 3 € F uma raiz qualquer de f em F. Como f é irredutivel,

ja sabemos que existe um isomorfismo ¢ : F(a) — F(3) C F sobre F com
o(a) = B. Assim temos a seguinte situagao:

K\ ola) =0

Fla) —F

alg

Nessa situacao, podemos estender o morfismo ¢ a um morfismo 7 : K — F
usando o teorema 2.5.4. Entao, como 7 restrito a F' é o que por sua vez é sobre
F, entdo 7 é sobre F e pela hipotese (1), 7(K) = K, donde

T(a) = o(a) = .

O que acarreta § € K.

(3) = (2). Seja A a familia dos polindmios f,(z) = Irr(a, F)(z) € F[z]
para todo a € K. Assim, é claro que todo polindémio f € A tem todas as suas
raizes em K. Falta mostrar que K = F(Z). Isso ¢ imediato dado que K/F é
uma extensao algébrica.

Entao como K/F ¢é algébrica, é imediato por (3) que vale (2). O

Definigao 2.6.5. Uma extensdo algébrica K /F satisfazendo uma das condigoes
equivalentes do Teorema 2.6.4 ¢ chamada uma extensao normal.

Se F C E C K é uma torre de corpos com K/E e E/F normais, a extensao
K/F nao é necessariamente normal, como mostra o exemplo: F = Q, E =

Q(V2), e K = Q(VV2) = Q(V2).
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2.7 Extensoes Separaveis

Teorema 2.7.1. Seja L um corpo algebricamente fechado e o : F — L um
morfismo de corpos. Se a € algébrico sobre F', o numero de extensoes de o a
morfismos T : F(a) — L € igual ao nimero de raizes distintas do irr(a, F)(z).

Demonstragdo. Seja R o conjunto das raizes distintas do polinoémio irr(a, F)? (z)
= o(irr(o, F)(z)) em L. Como L é algebricamente fechado, irr(a, F)?(x) tem
todas as suas raizes em L. E claro que |R| é igual ao niimero de raizes distintas
de irr(a, F')(z) em algum fecho algébrico de F'. Seja o conjuntos das extensoes
Tdeo: Sy(L)={r:F(a) = L:7|p =0} eseja¢p:S, — R afun¢ao dada por

¢(1) = 7(e).

Observe que 7(irr(a, F)(«)) = 0 = irr(a, F)?(7(a)) e portanto 7(a) € R.
¢ esta bem definida pois se:

=012 (a) = 0(a) = 6(7) = 6(0)

e é claramente injetora ja que s6 precisamos nos preocupar com O que 0S mor-
fismos fazem com .

p(r) =¢(0) = 7(a) =0(a) =T =10

Por outro lado, se 3 € R, sabemos que

define um elemento de S. Como ¢(7) = 7(a) = 3, ¢ é uma bijegao. O

Seja E/F uma extensao algébrica de corpos fixada e o : F — L um morfismo
de corpos, com L algebricamente fechado. Ja vimos que o conjunto S, (L) =
{r: E — L :7|p =0} é&néo vazio. Pode-se mostrar que a cardinalidade de
S (L) depende somente da extensao algébrica E/F'. Sera denotada por [E : Fg
e serd chamado grau de separabilidade de F sobre F'.

Teorema 2.7.2. Seja K C F C FE uma torre finita de corpos. Entao
[E:K]s=[E: Fls[F: Kl]s
e, além disso, se L/M for uma extensdo finita, entao
[L: M]s <I[L:M].

Demonstragdo. Para provar a primeira parte, basta observar que se o : K — L,
entdo para cada extensdo 7 : F — L de o, teremos [E : F|s extensoes de 7.
Como temos [F : K]g morfismos 7, entdo vamos ter [E : F|g[F : K]s extensoes
0:F — L.
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Se L/M é finita, entdo L = M(ay,. .., ay), para certos elementos algébricos
ag,...,a, € L. Entao

MCM(al) CM(a17a2) - CM(O{],...7an):L,

Como [M(ai,...,aj41) : M(o,...,a;)]s € igual ao namero de raizes distintas
do polinémio Irr(cjt1, M(aq,...,a;))(x), pela multiplicatividade dos graus
temos o teorema. O

E interessante observar que, como o grau de separabilidade de uma extensao
F(«a)/F depende do ntmero de raizes distintas do polindmio irredutivel de «
em F, nos casos em que pudermos garantir que os polindmios irredutiveis nao
possuem raizes miiltiplas, entdao o grau de separabilidade sera igual ao grau do
polindémio irredutivel e portanto igual ao grau da extensao.

Corolario 2.7.3. Seja K C F C E uma torre de extensoes finita. Entao
[E:Kls=[E:K|<[E:Flg=[E:Fle|F:K|s=[F:K]

Definigao 2.7.4. Seja E/F uma extensao finita. E/F diz-se uma extensao
separavel se [E : Flg = [E : F)

Definigao 2.7.5. Seja E/F uma extensao qualquer. O elemento « € E, algé-
brico, diz-se separavel sobre F' se a extensdo F'(a)/F for separavel.

Defini¢ao 2.7.6. Se f € F[z], f diz-se um polindmio separével se o ntimero de
raizes distintas for igual ao grau de f.

Se E/F for uma extensao finita separavel e a € E, o corolario acima garante
que F(a)/F serd uma extensdo separavel, e, assim, todo elemento de E serd
se-paravel sobre F'. Logo, irr(«, F')(x) serd um polinémio separéavel. Por outro
lado, se f(z) € Flx] for um polindmio separdvel e o € F for raiz de f, entdo
como irr(a, F)(z) divide f(z), o serd um elemento separavel sobre F. Vamos
resumir essas observagoes num lema:

Lema 2.7.7. Uma extensdo finita E/F ¢é separdvel se e somente se cada ele-
mento de E for separdvel sobre F. Além disso, se E/F for uma extensdo finita
gerada por elementos separdveis sobre F, entao ela serd separdvel.

Definigao 2.7.8. Seja f € F[x] um polindémio e E/F uma extensao de corpos
onde f possui uma raiz a € E. Entdo f(z) = (z — a)™g(x) em E[z], onde
(z — @) nao divide g(x). Dizemos que a é uma raiz multipla de f se m > 2.
Caso contrario, dizemos que a é uma raiz simples. E claro que todas as raizes
de f s@o simples (num corpo de decomposigao para f) se e somente se 0 nimero
de raizes distintas de f for igual ao grau de f.

Precisamos de um critério simples que nos diga quando um polinémio é
separavel, ou seja, quando um polindmio possui apenas raizes simples. Para
isso, vamos trazer a idéia de derivada da Analise para a Algebra. Podemos
comegar com o seguinte exemplo:
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1. F=R

Se f(z) = (z — @)?g(z) € R[z], entdo a derivada sera f'(zr) = 2(z —
a)g(x) + (x — a)?g'(x) e portanto (x — ) divide f(z) e f’(z). Nesse caso,
vemos que f(x) possui uma raiz dupla « e f’(x) possui uma raiz simples.
Portanto fica claro que se um polindmio tem uma raiz mualtipla «, entao
a sua derivada também tera o como raiz.

Na analise a derivada ¢é definida tomando-se o limite limp_,q !
mas aqui nem sempre para todo corpo F' faz sentido tomar h tao perto de zero
quanto se queira (h — 0). Portanto fagamos o seguinte.

Seja f(x) € F[z] um polindmio de grau > 1. Tomemos h outra variavel
independente sobre F[z]. O polinémio f(x + h) € F[z, h] pode ser escrito:

fla+h) = folz) + fi(@)h+ -+ fa(x)h",

)

(z+h)=f(=)
h

onde f;(z) € F[z]. Fazendo h = 0 percebemos que fo(z) = f(x). Isso implica
que h divide f(x + h) — f(z), donde

flz+h) - f(z)

A = fi(z) + folx)h + -+ fn(z)h" L.

Como exemplo, seja f(x) = az?, entdo:

f(z+h) =a(x+h)? =2+ 2axh + h?

f(x+h) —2? = 2axh + h? (2.2)

fl+h)— f(=z)
h
Repare que podemos dividir os dois lados de 2.2 por h ja que o segundo lado
é claramente divisivel por h. E assim é bastante conveniente definir a derivada
de ax?® como sendo 2azx.
Podemos, entao, definir a derivada de f(z) como sendo o polinémio fi(x).
Usaremos a notagao usual para a derivada: f’(x). E claro que vale a congruén-
cia:

=2ax +h

flx+h)=f(z)+ f(x)h  mod h*

E essa congruéncia determina univocamente a derivada: se, para algum po-
linomio g(x) € Flx] tivermos f(x + h) = f(z) + g(x)h mod h? entdo f'(x)h =
g(z)h mod h? donde f’(z) = g(z) mod h. Isso acarreta f’(x) = g(z), pois h é
transcendente sobre F[z]. Uma aplicacao direta da congruéncia acima garante
que:

L (f+g9)'=f+9, VfgecFz]
2. (fg)=fg+fg, VfgeF.
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3. (af) =af’, Va € F\Vf € F[z].
4. Se f(z) =, entao f' = 1.

Lema 2.7.9. Se f(z) = 2™ é um polinémio em F[z], entio f'(x) = na" 1,

para todo natural n > 1.

Demonstracdo. Vamos provar por indugao sobre n. Claramente vale paran = 1.
Entao suponha que vale para n — 1, assim:

(™) = [x(x”’l)]’ =" 4 z(n — 1)(:5"’2) ="ty (n— 1)x”*1 — gt
O

Além disso, como 12 =1, se f(x) = 1, entao (ff) = f' = f'f + ff =2f,
ou seja, 1’ = 0. Portanto, se f(z) = ag + a1z + -+ + a,2", com a; € F,

() =ay + 2a2x + - - + na,z"
Agora que temos tal critério, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.7.10. Seja f € F[x] um polinémio de grav > 1. Entao todas as
raizes de f sao simples (num corpo de decomposicao para f) se, e somente se,
o maior divisor comum de f e f' for 1.

Demonstragao. Seja E/F um corpo de decomposigao para f. Suponhamos que
todas as raizes de f sejam simples. Entao, em E, temos

n
~Ie-w)

com «; # o se ¢ # j. Para provar que a derivada de f nao possui nenhum dos
fatores (x — ;) basta notar que:

@) = [a:al H xo@} ~ (& — ag@)

= (v ai)'g(w) +1¢'(z)

vemos que como ¢(x) ndo possui fator do tipo (z — ;) entao ¢'(x) certamente
também nao tera. Assim vemos que (x — ;) ndo divide f’(z) para todo i. Logo,
(f, f") = 1. Se f(z) possuir uma raiz maltipla o € E, entéo f(z) = (z—a)™g(z),
com m > 2. Derivando obtemos:

fl@) =m(z — a)"g(z) + (z — a)"g'(x).

Assim f'(a) = 0, donde (f, f') # 1, (x — ) divide tanto f quanto f’. Isso prova
o teorema. O
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Corolario 2.7.11. Seja F um corpo de caracteristica zero e f € Flz] um
polinémio irredutivel de grau > 1. Entdo f € separdvel.

Demonstra¢ao. O importante aqui é perceber que a derivada de um polinémio
irredutivel nao pode ter um fator comum com esse irredutivel, pois ja vimos pelo
teorema 2.2.4 que o irredutivel é um polinémio de grau minimo que possui uma
dada raiz. Se (f, f’) # 1 em F[z] entdo, como f é irredutivel, (f, f') = f, o que
acarreta f divide f’. Como em caracteristica zero f’ nao pode ser identicamente
nula e o grau de f’ é menor que o grau de f, isso é impossivel. O

Corolario 2.7.12. Se F' é um corpo de caracteristica zero, entdo toda extensio
finita E/F é separdvel.

Demonstragao. Seja « € E. Como « é raiz do polindmio irr(«, F)(z), que é
separavel, pelo corolario acima, o Lema 2.7.7 garante que E/F & separavel. [

2.8 Elemento Primitivo

Seja E/F uma extensao de corpos. Um elemento o € E diz-se um elemento
primitivo de E sobre F' se E = F(«).

Teorema 2.8.1. Se E/F for finita e separdvel, entio existe a € E tal que
E =F(a).

Demonstragao. Basta considerar o caso em que E = F(«, 3), com a, 3 separa-
veis sobre F' e F um corpo infinito, pois se E = F(aq, ag, - .., ay) entdo podemos
tomar os «;’s dois a dois para reduzir o naumero de geradores. Por outro lado,
se I for finito, entao F também sera e pode-se mostrar que existe um elemento
que gera todo E, exceto o zero, mas esse caso nao interessa a esse trabalho.

Suponhamos entao, que [E : F|] = n. Por hipotese, existem n morfismo
distintos {01, ...,0,} de E em F sobre F. Consideremos o polindémio na variavel
x:

F(@) = [J(0(@) = 5() + l:(8) — o5 (3)))-
i#j

Entdo f(z) # 0 pois senao 0;(o) = 0;j(e) e 0;(8) = 0;() para certos i # j. Isso
acarretaria o; = 0;. Assim, existe ¢ € F tal que f(c) # 0 (o corpo F ¢ infinito,
e um polindmio nao nulo s6 possui um namero finito de raizes), e, portanto, os
elementos de (o + ¢f3) sdo todos distintos, pois:

f(e) =[] (ei(a) = aj(a) + clos(B) — 05(B)]) # 0
i£]j

=[[(oila+cB) — oj(a+¢B) #0
i#£]

e assim o ntimero de morfismo de F'(a + ¢f) em F é pelo menos n. E entdo:

[Fla4+cB): F]=[F(a+cB): Fls >n=[F(a,p): F]
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ja que esses elementos distintos sdo raizes do Irr(a+c8, F)(x). Como F(a+cf)
C F(a, B), temos a igualdade. O
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CAPITULO 2. EXTENSOES DE CORPOS E MORFISMOS



Capitulo 3

Teorema Fundamental da
Teoria de Galois

3.1 Definigoes

Definicao 3.1.1. Uma extensao algébrica K/k é dita uma extensdo de Galois
se for normal e separével.

Definigao 3.1.2. O grupo de todos os automorfismos de K que sdo sobre k,
denotado Gal(K/k), é chamado o Grupo de Galois da extensao K/k.

No Teorema fundamental encontra-se o cerne da base tedrica para o presente
trabalho. A propriedades necesséarias para a prova dos algoritmos do capitulo
4 sao quase que conseqiiécias diretas dos resultados expostos aqui. Portanto, o
entendimento desse teorema é imprescindivel para a compreensao dos algorit-
mos.

Observe que o grupo dos automorfismos de K que sdo sobre k, sdo as ex-
tensdes 7 da identidade ¢ : k — k pois, pelo teorema 2.6.4, toda extensdo desse
tipo é um automorfismo.

K T(K)=K

\XeGal(K/k)

k——%

galois

Tudo o que fizemos até agora serve para construir extensoes da identidade
passo a passo. Sabemos exatamente quantas extensoes temos, pois o corpo de
base sera sempre Q, de caracteristica zero, e, portanto, separavel. Assim:

Gal(K/k)| = [K : k|s = [K : k]

De maneira grosseira, o teorema fundamental estabelece uma relagao de
correspondéncia entre o reticulado de subcorpos de um corpo de decomposigao

29
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de um polinémio irredutivel e o reticulado dos subgrupos do grupo de Galois.
A seguir daremos uma ilustragao desse fato:

O corpo K = Q(+/2,i) & o corpo de decomposicio da familia A = {z? —
2,22 4+ 1} e, portanto, é normal sobre k = Q (teorema 2.6.4). Como o corpo Q
possui caracteristica 0, K/k é uma extensdo separavel de k (corolario 2.7.11).
Além disso, como Q(v/2) C R, 22 + 1 ¢é irredutivel sobre Q(v/2) de onde [K :
k] = [K : k], = 4. Temos exatamente duas extensdes da identidade v : k — k,
para morfismos 7; : Q(v/2) — k, a saber: 71(v/2) = V2 e 2(v/2) = —V/2.

Cada um dos morfismos, 7;, possui duas extensdes o;, pois [Q(v/2,4) :
Q(v/2)] = 2 que permutam as raizes de 22 + 1 = 0.

Tabela 3.1: Automorfismos do Gal(Q(v/2,i)/Q

1 2 3 4

V2 | =v2 | i —i
o1 V2 V2| —i
o9 V2 | V2| —i i
o5 || —v2 ] v2 | i | —i
04 V2 | V2 —1 1

Os automorfismos o; permutam as raizes da familia A e, portanto, podemos
identificar as raizes na segunda linha da tabela acima com 1, 2, 3 e 4 respecti-
vamente para criar a inclusao Gal(K/k) — &4 dada por

01 — 1,(72 = (34),03 = (12),04 = (12)(34),
e, se pusermos Hy =< (12) >, Hy =< (34) >, H3 =< (12)(34) >, o reticulado
dos subgrupos é o seguinte:

{1}

PN

H, H; Hy
~N 7
Gal(K k)

Como ja foi dito, o grupo de Galois permuta as raizes do corpo de decom-
posicao e vale a pena frisar algumas de suas propriedades.

1. As permutagoes nao mexem nos elementos do corpo de base, Q, e dizemos,
nesse caso, que o grupo fixa Q. Essa propriedade vem da propria definigao.
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2. Por outro lado, com algum esfor¢o pode-se mostrar que todas as fungoes
das raizes {v/2, —/2,4, —i} que ficam fixas pelo grupo de Galois sio ele-
mentos de Q.

3. Cada subgrupo do grupo de Galois, no caso (Hy, Ha, H3), fixam determi-
nados subcorpos de K = Q(v/2,1).

Vamos agora nos concentrar na propriedade 3. Antes precisamos da seguinte
definigao:

Definigao 3.1.3. Seja K um corpo e H um grupo de automorfismos de K.
Entdo K sera o conjunto de elementos de K fixos por H, ou seja, K = {x €
K |o(x) =2 Yo € H}. E facil ver que K ¢ subcorpo de K.

Assim, tentaremos encontrar os subcorpos fixos por cada um dos subgrupos
H,, Hy e H3). Como H; =< (12) >, entdo no fundo H; permuta a primeira
raiz (v/2) com a segunda (—+/2), deixando o i fixo. Portanto parece razoével
que H; fixe Q(i). Para mostrar que Q(v/2,i)* = Q(i) basta observar que
nio existe nenhum subcorpo de Q(v/2,i) que contenha i além de Q(i), pois
Q2.4 : Q)] = 2.

Da mesma forma, Hy =< (34) > fixa claramente v/2 e pela mesma razio
QW2, i) = Q(v2).

Agora, no caso do grupo Hs =< (12)(34) >, temos que ter um pouco mais
de habilidade. Esse grupo permuta a raiz 1 com 2 e a raiz 3 com a raiz 4. Assim
¢ claro que Hs leva v/2i — (—v/2)(—i) = v2i € Q(v/2,1) raiz de > + 2 = 0.
Novamente nao ha corpos intermediarios entre Q(v/2,4) e Q(v/2i).

Como os elementos da extensdo Q(v/2,i) sdo da forma av/2 + b\v/2i + ci
, pode-se mostrar que ndo ha mais corpos intermediarios entre Q(v/2,i) e Q.
Assim temos o seguinte reticulado de corpos:

K= Q(\/Ev i)

/ \

KHl — KH3 _ KH2 — (\/i)

\/

Podemos agora partir para a formalizacao do teorema fundamental.

3.2 Teorema Fundamental

Teorema 3.2.1 (Teorema Fundamental). Seja K/k uma extensio de Galois
finita. Entao existe uma correspondéncia bijetora entre o conjunto S¢ dos sub-
corpos E de K/k e o conjunto S dos subgrupos H de G = Gal(K/k), dada
por

E+— Gal(K/E).
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A funcdo inversa € dada por H — K. Essa correspondéncia entre subcorpos
e subgrupos possui as sequintes propriedades:

1. H D Hy <= K™ c KH>

2. |H| =K : K", e |G : H] = [K" : K].

o

. H<G < K /k ¢ normal. Nesse caso,

Gal(K" /k) = G/H.

4. Hi N Hy corresponde ao compositum KH1 K2
5. Ey1N Ey corresponde ao subgrupo < Gal(K/Ey),Gal(K/Es) >

Para auxiliar na demonstragao do teorema fundamental, primeiramente pro-
varemos as seguintes proposicoes:

Proposicao 3.2.2. Seja K/k uma extensao de Galois finita e G = Gal(K/k) o
seu grupo de Galois. Entio k = K ¢ o corpo fizo pelo grupo de Galois. Além
disso, se k C F C K, a extensio K/F € de Galois e a fun¢io G : S¢ — Sc
dada por:

G(F) = Gal(K/F)
€ 1njetora.

Demonstra¢do. Como G é o conjunto dos automorfismos de K que fixam k,
entdo é claro que k esta contido no corpo fixo por G, assim k& ¢ K. Por
outro lado, seja a € K¢ e o : k() — k um morfismo sobre k. Podemos tomar
uma extensdo 7 : K — k de . Como K/k é normal e separavel, temos que
T € Gal(K/k) = G e portanto fixa « e assim o também fixa « e temos que
[k(a) : k]s = [k(a) : k] = 1 e por conseqiiéncia o € k. Um diagrama pode
ajudar nessa dificil demonstragao.

T€Gal(K/k _
% (K/k) z

k(a)/ T(a)=a=o0(a)=a=[kla) kls=1
1

k

Com o mesmo argumento pode-se perceber que, se k C F C K, entao
F = KGal(K/F).

Pelo corolario 2.7.3 temos que K/ F é separével e pelo teorema 2.6.4 é normal,
e portanto, ¢ de Galois.
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Pela observagao acima, se Gal(K/Fy) = Gal(K/F3) entao:

P, = KGal(K/F) _ gGal(K/F>) _
0 que mostra que G é injetora. [

Proposigao 3.2.3. Seja K um corpo qualquer e G um grupo finito de auto-
morfismos de K, |G| = n. Seja k = K o corpo firo por G. Entdo K/k é uma
extensio de Galois finita de grau n e Gal(K/k) = G.

Demonstracao. O grupo G age naturalmente em K e se a € K, entao a 6rbita
de a sob agao de G ¢é o(a) = {o1(e),02(a),...,00()}, onde o1 ¢ a identidade
de G. Assim « é raiz do seguinte polindmio separavel.

r

J@) =@ - oi(a))

=1

Pode-se ver que se 7 € G, entdo os conjuntos {7(o1(a)), 7(02(ax)), ..., 7(or(a))}
e o(«) sdo o mesmo, exceto pela ordem e, portanto, 7(f(z)) = f(z), o que im-
plica que os coeficientes de f(z) estdo em k. Além disso, o irr(a, k) divide
f(z) que é separavel, e, portanto, « é separavel sobre k e [k(a) : k] < r. Pelo
lema 2.7.7, temos que K/k é separavel. E Pelo teorema 2.6.4, vemos que K/k é
também normal e, portanto, é de Galois.

Para mostrar que K/k ¢é finita, basta observar que como vimos acima, todo
elemento o de K tem grau no maximo n e, se K/k fosse infinita, algum elemento
teria grau maior que n.

Entao seja 6 o elemento primitivo de K/k. Entao K = k(0) e [k(0) : k] < n.
Por outro lado, G C Gal(K/k) e o namero de automorfismos de K sobre k é
pelo menos n. Portanto [K : k]g = [K : k] > n. Assim K/k é uma extensdo de
Galois de grau n e G = Gal(K/k). Podemos obviamente concluir também que
|G| = [K : K95 =K : KY] O

Prova do Teorema Fundamental. Consideremos a fungao

C:SG—>SC

dada por H — K. A Proposicio 3.2.2 mostrou que

CG(F) = F,

ou seja, G é injetora e C é sobrejetora. Pela Proposigao 3.2.3, se H € Sg, entao
K/KH & uma extensdo de Galois cujo grupo de Galois é H, ou seja

G(C(H)) =G(K") = Gal(K/K") = H.

Assim, estabelecemos a bijecao de que fala o teorema fundamental. Vejamos as
propriedades bésicas.
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1. Se H; D H, entdo é claro que K ¢ KH2 pois se « € K1, o ¢ fixo por
H, e, portanto é fixo por Hy donde o € K2, Reciprocamente, se K1 ¢
Ktz e 0 € Hy = Gal(K/K™2), entao o é um automorfismo de K que
fixa K2 e, consequentemente fixa Kt donde o € Gal(K/KH) = H.

2. A Proposicio 3.2.3 implica |H| = [K : K¥]. Como [G : H] = |G|/|H],
podemos escrever
|G| [K : k] [K : KH|[KT : k]

[G:H]ZHZ[K:KH]: K KT =[K" : k.

Vamos resumir os resultados obtidos até agora no seguinte diagrama:

K——{e}
/ AN
/ \
/ \
[K:K") p——— Gal(K/E)|H|
\ /
\ /
N /
K ——H
[KH K] [G:H]
k G = Gal(K/k)

3. G = Gal(K/k) e ja vimos que H = Gal(K/KH). Assim, K é normal
sobre k se e s6 se KH & corpo de decomposigao sobre k e isso ocorre se e
s6 se todo morfismo o : K — k verifica o(K#) = KH.

Como os morfismos de Gal(K /k) sdo extensdes dos morfismos de Gal(K* /k)
entdao Vo € Gal(K/k) temos que se o € K| entao o(a) € K.

Portanto, K /k ¢ normal se e s6 se Vo € Gal(K/k) e « € K temos
o(a) € KH.
Se 7 € Gal(K/KH), 7 fixa K¥ e, portanto, K /k ¢ normal se e s6 se

7(o(@)) = o(a)

o tro(a) = a

o lro € Gal(K/KH)
Gal(K/K®) < Gal(K/k)

H<«G.

to ¢

4. Seja o € H; N Hy. Entdo o fixa F} = KM e fixa Fy, = K2, ou seja, o
fixa o compositum F;F5. A reciproca é clara.



3.2. TEOREMA FUNDAMENTAL 35

5. Sejam E; e E, corpos intermediarios, By = KHt e By = KH2. Se z €
E1NE; entao x é fixo por H; e fixo por Hs, donde z é fixo por < Hy, Hy >.
Se y € K fica fixo por < Hy, Hy >, entao, em particular y fica fixo por Hy
e por Hy, donde y € E1NEs. Isso termina a prova do teorema fundamental
da teoria de Galois.

O

O resultado do teorema pode ser entendido pelo diagrama abaixo:

Kl = K {e} = Gal(K/K)

E1E2 H, ﬂHQ
~ K™ . Hm — Gal(K/E>)
EiN E2 < H{,Hs >
2 G = Gal(K/k)

Podemos, agora, estudar um exemplo importante que sera utilizado no préximo
capitulo.

Corolario 3.2.4. Se sy, sa, ..., Sy, sGo varidveis independentes sobre Q e f(x) =
2" — 512" 4 592" — o 4 (=1)"s, € Q(51,- .., 80)[2] 0 polinémio geral de
grau n. Entdo, seu grupo de Galois € 0 &,,.

Demonstracao. Sejam x1,xs, ..., T, as raizes de f e sabemos por Girard que:
s1 = 1+ T2+ Ty
S92 = 12+ X113+ -+ Tp_1Tn
Sn = T1X92...Tp

Portanto, é claro que k = Q(s1,...,8,) C K = Q(z1,...,2,). K é o corpo
de decomposigio de f(x) e K/k é uma extensao normal e separavel. E sabemos
que seu grupo de Galois Gal(K/k) pode ser visto como um subgrupo de &,,.

Pode-se mostrar que x1, 22, ..., x, sao algebricamente independentes sobre
Q. Assim, se 7 € 6,,, vamos mostrar que 7 induz um automorfismo de K que
fixa k. Se f(x1,x2,...,2,) € K, entdo definimos:
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Tf($1,$2, s 7.’17n) = f(x‘r(l)aw‘r(Q)a s 75(;7'(77,))

Por Girard, temos que 7(s;) = s;. E entao, basta ver que 7 esta bem definida.
Assim, se:

f(xl»x%"'vxn) = g(‘rhx%“'vxn)
entao,
flxy,xo, ... xy) — g(x1, 20, ..., 2,) =0
Como, as raizes x1,zo,...,x, sdo algebricamente independentes sobre Q,

entao isso s6 é possivel se f = g.
O

Portanto, Gal(Q(z1,...,2,)/Q(s1,...,8,)) = &,. Podemos, representar
esse fato no diagrama abaixo:

{e}

n! n!

@(xlvxZ, oo ,xn)

@(517827 .. -asn) - 677,



Capitulo 4

Algoritmos

4.1 Resolventes

Consideremos f(z) = 2™ —s12" 1 + 892" "2 —- .+ (—1)"s,, com n raizes a saber
x1,T9,...,%, algebricamente independentes, como feito em 3.2.4. Considere
entdo a extensao Q(x1,...,2,)/Q(s1,...,s,) e considere o subgrupo A, < &,
e vamos estudar o subcorpo fixo de Q(x1,...,x,) por A,.

Queremos encontrar um elemento de Q(z1,...,z,), que fica fixo pela agdo
do A,. Lembremos que se 7 € &,,, entdao 7 induz um automorfismo dado por:

Th(w1, 22, ..., 2n) = A(Tr(1), Tr(2)s -+ Tr(n))

Assim é natural considerarmos o discriminante de f:

1 1 1
T1 €2 Tn
22 22 22
A:A(xl,...,xn):H(xj—xi): 1 2 e n
i<j : S
-1 —1 n—1
Ty D) L

pois, se aplicarmos uma transposigdo 7 = (ij) a A teremos como resultado a
mesmo determinante com as colunas ¢ e j trocadas e, portanto, seu determinante
serd multiplicado por (—1) e assim teremos que TA = —A. Assim, sempre que
aplicarmos um ntimero par de transposi¢oes, A nao sera alterado; caso contrario,
se 7 for impar, entdao TA = —A.

Portanto, pela correspondéncia de Galois, temos:

37
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Q(z1,22, .., Tn) {e}
Q(s)(A) Ay,

2 2
Q(s1,82y-+.58n) —— &,

Podemos concluir que, como [&,, : A,] = a0
assim, o irr(A,Q(s)) tem grau 2, a saber: ( A?)
A? € Q(S1, cee, Sn)

Agora vamos fazer o mesmo com o corpo de decomposicao de p(z) € Q[x]

1o [Q()(8) s Q) =2 ¢

polindmio com n raizes complexas distintas aq,@g,...,q,. Seja Gal(p) =
Gal(Q(aq,...,a,)/Q).
Novamente consideremos A, = A(aq,...,an) = [[;;(a; — @) e agora

queremos saber quem é o subgrupo de Gal(p) que fixa A,,.

Como A, fixava A, o candidato natural para fixar A, é Gal(p) N A,,.

Como as raizes sao todas distintas, temos que A, 7é 0 e, portanto, se o €
Gal(p) e se 0(A,) = A, entdo o € A, pois sendo, se 0 ¢ A, = o(A,) =
(cA) (a1, ..., an) = =Alaq,...,an) = —A, = A, que é um absurdo pois A, #
0.

E claro que se o € Gal(p) for par, 0(A,) = A,,.

Portanto temos a correspondéncia:

Qag,an,...,an) — {e}
Q(Ap) ———— Gal(p) N Ap
<2 <2

Q———————Gal(p)

Chamaremos, Rg, (A,p) = (x—01 A1, ..., o)) (x—02A(a, ..., ap)) onde
o; sao representantes das coclasses de A, em &, o polindmio resolvente com
respeito a A, G,, e p. Nesse caso, podemos tomar o1 = e e o9 qualquer permu-
tagao impar.

Temos assim Re, (A,p) = (2 — Ap)(x+Ap) = 22 — A2 que tem coeficientes
racionais. Podemos notar que se A, estiver em Q, entdo A, sera fixo por todo
Gal(p) e, portanto, Gal(p) C A,,. Podemos entdo enunciar o seguinte teorema:

Proposigao 4.1.1. Seja A,, o grupo alternado correspondente as permutagoes
pares e p(z) € Q[x] um polindmio com n raizes distintas. Entdo Gal(p) C An
se e somente se o discriminate de p(x), denominado A, for um quadrado em

Q.
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Demonstracao. A prova é imediata das observagoes acima. O

O discriminante vai nos servir para verificar se o grupo de Galois tem apenas
permutagoes pares ou ndo. Agora vamos ver mais um caso, onde o polindmio
proposto possui 4 raizes distintas.

Seja f(x) = a*—s123+ 5922 — 532454 com raizes 1, To, 13, T4 algebricamente
independentes.

Novamente consideremos a extensao Q(z1,...,24)/Q(s1,...,54) e seja V <
S4 o grupo de Klein dado por V; = {(12)(34), (1), (13)(24), (14)(23)}. Vamos
estudar o subcorpo fixo de Q(z1,...,z4) por V. E natural portanto considerar

o elemento T'=T] = 122 + x324.

Pode-se mostrar facilmente que a orbita de T' é o(T1) = {11, T2 = x125 +
2ox4, T3 = 2124 + 2223} E também pode-se ver que Vj é o grupo que fixa o
conjunto {71}, Ty, T3} e assim Q(x1,...,74)" = Q(Ty,Ts,T3) e novamente pela
correspondéncia de Galois:

{e}

Q(x1, 22,3, 24)

Q(s)(11,T3,T3) Vi
3 3
Q(51782783784) G4

Seja entao p(z) € Q[z] um polindmio com 4 raizes distintas aq, aa, as, ay
e seja Gal(p) = Gal(Q(a1, a2, 03,04)/Q). Se t1 = Ti(an, s, a3,04), to =
To(ar, o, a3, a4) e ts = Ta(ay, ag, as, ay), entdo o candidato natural para fixar
Q(th t27 tg) é Gal(p) n V

Afirmo que se as raizes de p s@o distintas, entdo t; # to # t3, pois se, por
exemplo, t1 =ty = a1 + azay = ajas + asay = (ag — asz)(a; —ag) = 0 que
é um absurdo.

Da mesma forma que fizemos para A,, seja o € Gal(p) e suponha que o fixe
t; para j = 1,2,3. Assim temos que ot; =t;,j = 1,2,3 e, portanto, o € V, pois
sendo teriamos ot; = t; para algum j com i # j, e ot; = (071j) (v, 2, 3, 04) =
Ti(a1, a2, a3, q) = t; = t;, que é um absurdo.

Por outro lado é claro que se 0 € Gal(p)NV, entdo o fixara os T} e, portanto,
vai fixar os ;.

Portanto @(ozl, Qo, (3, a4)Gal(p)r"|V = Q(tl, tQ, tg).

Temos pela correspondéncia de Galois:
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Q(au, a2, a3, a4) ——— {e}
Q(t1,t2, t3) ———— Gal(p) N Vy
<3 <3
Q——Gall(p)

Utilizando o mesmo raciocinio de 4.1.1, sabemos que se {t1, t2,t3} € Q, entdo
Gal(p) C Vy.

Podemos perceber que quando tomamos um subgrupo H de &,, e encontra-
mos o subcorpo de Q(z1,...,x,) fixo por H podemos ter informages sobre o

grupo de Galois de um polinémio qualquer com n raizes distintas. Vamos agora
definir o nosso principal objeto, e provar um resultado importante.

Definicao 4.1.2. Seja p(z) € Z[z] um polindémio com n raizes distintas o, oo
yeo s € G < G, um grupo que contém o grupo de Galois de p(z),(Gal(p) C
G). Seja também T um polindmio nas variaveis x1, T, . . ., T, com coeficientes
inteiros. Se H é o estabilizador de T em G, i.e:

H= {U €G | T(IO'(I)vxo’(Q)v' <. 7x0(n)) = T(gjtha s ,Zn)}

definimos o polinémio resolvente R (T, p) com respeito a G, T e o polinémio
original p como sendo:

RG(Tvp)(x) = H (‘T_T(aai(l)vani(Q)w"7aa'i(n)))v
(TiEG/H

onde os 0; s@o representantes das coclasses de H em G.

Lema 4.1.3. Seja H um subgrupo do &, e Q(x1,...,2,)" o subcorpo de
Q(z1,...,x,) fixo por H. Entao, existe sempre T polinomio em x1,...,2,
um elemento primitivo da extensao Q(x1,...,2,)" /Q(s1,...,5n).

Demonstra¢do. Seja T um elemento de Q(z1,...,7,)7/Q(s1,...,s,) definido
por:

T= Z oi(z122 ... 2"

U"iEGn/H

onde os o; sao representantes das coclasses de H em &,,.
Se T € H, entao temos que 7(T') =T, pois:

T(T) = 7'01(3311‘3 ez e+ Tak(xlxg sz

onde k é o indice de H em &,,.
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E como os conjuntos {oy,09,...,0r} € {T01,702,...,T0)} S80 0 mesmo,
entao H fixa T.

Por outro lado, se alguma 7 € &,, fixar T, entdo 7(T) = T e como o0s
monomios de T sdo todos distintos, 7 vai apenas permuta-los. Assim:

T(z123 ... 2") = oy(w123 ... 27)

para algum i € 1,2,....,k. E, portanto, 7~ 1o; fixa (z123...2"), o que implica
1

T o, =eeT € H.
Portanto, H é o estabilizador de T em &,,.

O
Teorema 4.1.4. Seja H um subgrupo do &,, e Q(z1,...,z,)" o subcorpo de
Q(z1,...,xy) fixzo por H. Seja T =Ty wm polindémio em x1,...,x, o elemento
primitivo da extensio Q(x1,...,7,)%/Q(s1,...,5,). Se p(z) é um polinémio
em Q[x] com raizes distintas a1, . .., o, € se o polindomio resolvente Re, (T, p)(x)
for separdvel, entio Q(au, ..., ) 4P = Q(T(ay, ..., an)).

Queremos provar que, quando Re, (7', p) for separavel teremos a seguinte
relacdo entre as correspondéncias de Galois do corpo de decomposigdo das in-

determinadas 1, ...,, e do corpo das raizes de p(z) aq,..., Q.
Q(z1, 22, ..., xn) — {e} Qay,ag,...,an) — {e}
Q(s)(T) —H Q(T(ay,an,...,a,)) —— Gal(p) N H
Q(s1,82,--+,8,) —— &, Q Gal(p)

Demonstra¢ao. Primeiramente vamos denotar a érbita de T por &,, por {1} =
T,Ts,..., T} onde k € o indice de H em &,,. Sendo assim, t; = T;(aq, ..., ).

Portanto:
k

RGn(T7p) = H($ - ti)

i=1

entdo é claro que se o € Gal(p) N H, entao o fixa T, pois estd em H e, portanto,
fixat=T(a1,...,0n).

Por outro lado, se o € Gal(p) fixar t entdo (6T) (o, ..., an) =T(0q,...,0n)
e o deve estar em H pois sendo o(t) = (¢T)(aq,..., o) = Tj(a1,...,ap) =
t; = t, que é um absurdo pois Rg, (T,p) é separavel. Portanto o € H e
o € Gal(p) N H como queriamos demonstrar. O
No primeiro caso o A era elemento primitivo de Q(z1,...,z,)*" e quando

Rs, (A, p) tinha alguma raiz racional o Gal(p) estava contido no A,. Vamos
ver o que acontece em geral.
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Teorema 4.1.5. Nas condigoes do teorema anterior, se Gal(p) C cHo ™1 para
algum o, entao Re, (T,p) possui uma raiz racional. Por outro lado se Rg,, (T, p)
for separdvel e possuir uma raiz racional, entdo Gal(p) C cHo~! para algum
.

Demonstracao. Podemos tomar ¢ um representante das coclasses de H em &,

e em particular, podemos tomar os mesmos representantes que usamos em

Re, (T,p), pois se cH = 7H entdo cHo ! = 7TH7~! e, portanto, o niimero

de conjugados de H é menor ou igual ao numero de coclasses de H em &,,.
(=) Se Gal(p) C cHo ™!, entdo se 7 € Gal(p), temos:

T(oT) (a1, .., an)
oh(T)(a1,...,ap)

oho HoT)(a,...,0n) =
(cT) (a1, ..., an)

e portanto, 7 fixa (¢T)(a,...,q,) =t; para algum i e assim ¢; € Q.
(<) Se Rg,, (T, p) possui uma raiz racional entdo (67)(a1,...,qa,) € Q para
algum o e se 7 € Gal(p) entdo 7 fixa (¢T) (a1, ..., q,). Assim

T(0T)(a1,...,0n) = (o6T)(aq,...,an)
e como Rg, (T,p) é separavel

7(oT) = (oT) =
o tro(T) =T =

cYrofixaT =0 't H=r1=cho ' =r¢coHo !
Portanto Gal(p) C cHo L. O

e Observagao:

Se Gal(p) C cHo™!, para algum o € H/0o,, entdo podemos reordenar as
raizes por o. Assim, o novo vetor das raizes ficara assim:

(1,02, 0n) 7 (Qg(1); A (2)s -+ - Ao (n))

Portanto, teremos o novo polinémio resolvente:

Re,(T,p) = (2 —=T(0e0); Q) ->0m))) - (T = (0kT) (1), Ax(2)s - -, Ao(n)))
(x = (oT)(a1,2,...,an)) ... (2 — (kD) (Ae(1)s Ao (2) - - - » Qor(n)))

E como (oT)(a1,az,...,a,)) era a raiz de Re, (T,p) antes da reorde-
nacao, agora teremos (7')(y(1); Qg(2); - - - Qo(n)) COMO raiz e, portanto,
agora Gal(p) C H. Assim, a menos da ordem das rafzes aq,...,an,,

Gal(p) C H.
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Nos algoritmos da préoxima segao veremos que se tivermos o conhecimento
de que o grupo de Galois esta contido em algum grupo G < &,,, entao podere-
mos tomar um polinémio resolvente de grau menor do que o que seria tomado
utilizando o teorema anterior. Para isso segue a seguinte proposicao:

Proposigao 4.1.6. Se Gal(p) < G < &,,, entao Rg(T,p) é um polindmio com
coeficientes em Q e além disso é um fator de Rg, (T, p).

Demonstragao. Por defini¢ao Rg(T,p) é um fator de Rg, (T, p) pois temos:

RG(Tv p) = H (‘T - T(aT(l)a aT(Q)? ceey a‘r(n)))
T€G/H
RGTL (Tvp) = H (.’E - T(aa(l)v Qg (2)s - -+ ;aa(n)))
ce€S,/H

E portanto basta mostrar que se 7 € G/H, entdo posso escolher 7 como sendo
representante de &,,/H. Para isso basta ver que se 7 € G e TH = 7 H em
S, /H entdao TH = ' H em G/H. Em particular o grau de R (T,p) divide o
grau de Re, (T, p).

Para ver que os coeficientes de R (T, p) estdo em Q basta observar a seguinte
correspondéncia:

Q(z1,x2,...,xy,) {e} Qaq,ag,y...,an) — {e}
Qs)(T) ———H QT(e, a2, ..., 0n)) —— Gal(p) N H
Q(s)(F) — @ Q(F(a1,az,...,an)) —— Gal(p) NG

1 1

Q(s1,82y-++,80) —— 6, Q Gal(p)

E como Gal(p) < G, entdo [Q(F(o1,az,...,a,)) : Q] = 1 e portanto

R¢ (T, p) tem coeficientes em Q(F(aq,az, ..., an) = Q. O

4.2 Esquema geral dos algoritmos

Agora que temos toda a teoria, podemos dar a idéia por tras dos algoritmos da
secao 4.6.

Primeiramente, é necessario dizer que como o polinémio dado é irredutivel,
entdo pode-se mostrar que seu grupo de Galois é um subgrupo transitivo de &,,,
onde n é o grau do polindomio. Esses subgrupos ja foram tabelados em [4] e estao
representados no apéndice A. Portanto, temos um nimero finito e relativamente
pequeno de candidatos a grupo de Galois para cada grau de polinémio dado.
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O principal objeto deste trabalho é o polinémio resolvente. Pode-se mostrar
que esse polindmio tem coeficientes inteiros e sua fatoragdo em Z[z] vai ajudar
a determinar o grupo de Galois do polinémio original.

Para determinar o polinémio resolvente precisamos das raizes do polinémio
dado, de um polinémio T'(x1,xa, ..., Z,) e de seu estabilizador H como definido
em 4.1.2. A idéia é fazer o grupo H ser um dos candidatos a grupo de Galois
e tendo um elemento T estabilizado por ele, determinar o polinémio resolvente.
A partir dai, fatora-se o resolvente e concluimos qual o grupo de Galois do
polinémio original.

Temos entao o esquema abaixo:

Algoritmo 1: Esquema geral dos algoritmos

1 se p(z) € Q[z] entao

2 Aplicar a transformagao de Tschirnhausen, e trocar o polinémio
p(z) original por outro ménico em Z[z]

Determinar as raizes de p(z)

Determinar o polinoémio resolvente Rg, (T, p)(x)

se Resolvente nao for separdvel entao
Aplicar a transformacao de Tschirnhausen, mudar o polinémio
p(z)
Volte para o passo 3

8 Verifica como Rg,, (T,p)(z) se fatora em Z[z] e conclui

(< I B Y]

~

Como teorema 4.1.4 exige que o resolvente seja separavel, temos que aplicar
uma transformacao de Tschirnhausen, descrita em 5, caso ele nao seja. Essa
transformagao simplesmente muda o polinémio original, sem alterar o corpo
definido pelas suas raizes.

Além disso, os algoritmos devem receber um polindmio ménico com coe-
ficientes inteiros e, portanto, uma transformagao de Tschirnhausen deve ser
aplicada para todo polindmio de entrada que tiver seus coeficientes em Qlx].

Utilizamos os teoremas 4.1.5 e 4.1.6, para concluir ou tomar outro resolvente
se for necessério.

Nos algoritmos da segao 4.6, vamos supor que o polinémio de entrada seja
monico com coeficientes inteiros ja que em todos os algoritmos o polinémio
de entrada devera ser transformado para ter essa caracteristica. Nas proximas
segoes vamos demonstrar a validade dos algoritmos para polinémios de grau 3,4
e 5. Para polinémios de grau 6 e 7, as demonstragoes sao analogas.
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4.3 Algoritmo para polindmios do 3° grau

Para polinémios do terceiro grau, basta saber que os subgrupos transitivos do
G3 s@o 0 G3 e o grupo alternado As. Assim, pelo teorema 4.1.1 provamos o
algoritmo seguinte:

Algoritmo 2: Grupo de Galois de um polinémio de grau 3

Saida: Representagao usual do grupo de Galois de um polinoémio p(zx)
irredutivel de grau 3.
disc < Discriminante(p)
se disc € quadrado perfeito em QQ entao
devolve A3
senao
devolve G3

Gk W N =

4.4 Prova do Algoritmo 3

Agora, vamos demonstrar a validade do algoritmo para o célculo do grupo de
Galois de um polindémio ménico irredutivel p(z) € Z[z] do 4° grau descrito na
secao 4.6.

Os subgrupos transitivos a menos de conjugacio de &4 dados no Apéndice
A sdo:

1. G4
2. Ay. O subgrupo das permutagoes pares.
3. V4. O subgrupo de Klein dado por {(1),(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
4. D4. O subgrupo das simetrias do quadrado gerado por {(1234), (24)}.
5. Cy. O subgrupo ciclico gerado por {(1234)}.
Algumas inclusoes importantes sdo:
CyCDy VyC AN Dy
Agora podemos demonstrar a validade do algoritmo 4 dado.

Demonstragao.

Lema 4.4.1. O subgrupo H de &4 que estabiliza T = X1 X3+ XoX4 € 0 Dy.

Demonstragao. Paraisso, basta testar as permutagoes de Dy = {(1), (1234), (24),
(13)(24), (12)(34), (14)(23), (1432), (13) } e ver que elas fixam T'. E, portanto, Dy
esta contido no estabilizador de 7.
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D, C (64)T

e assim:

[(Sa)7| > |Da| =8

Por outro lado, se testarmos os representantes das coclasses de Dy /Sy, ve-
remos que a orbita de T tem pelo menos 3 elementos.

D4/64 = {(1)7 (12), (14)} = O(T) C {X1X3+X2X4,X2X3+X1X4,X1X2+X3X4}

64
lo(T)| =
|(S4)r|
entao,
G4 _ 24
S4)r| = <=8
Portanto, como |Dy| = |(S64)7| = 8 temos que:
Dy = (64)r

O

Vamos agora construir o polinémio resolvente e ver que informagoes ele nos
traz. Pode-se mostrar que esse polindmio possui coeficientes inteiros e é clara-
mente moénico. Além disso, se o resolvente possuir alguma raiz racional, entao
essa raiz seré inteira ja que serd um divisor do termo independente.

Re,(T,p)(x) = (x—T(a1,...,04))(—(12)T (011, . .., 0u)) (z—(14) T (av1, . . . , a))

onde aq,..., a4 sao as raizes de p.

Se o polindbmio ndo for separéavel, entdo aplicamos uma transformagao de
Tschirnhausen como descrito no capitulo 5. Portanto, podemos supor que o
polinémio resolvente é separavel.

Pelo teorema 4.1.5, onde H = Dy, G = &4 ¢ T dado acima, se Re, (T, p)(x)
possuir uma raiz inteira, entdo o grupo de Galois de p estara contido no Dy.
Assim, podemos concluir:

1. Se o resolvente ndo possuir uma raiz inteira, entdo Gal(p) = A4 ou
Gal(p) = S4. Pelo teorema 4.1.1, temos que Gal(p) = Ay se o discri-
minante for um quadrado em Q e Gal(p) = &4 caso contrario.
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2. Se o resolvente possuir uma raiz inteira, entdo Gal(p) C Dy, o que significa
que Gal(p) = Dy, Gal(p) = C4 ou Gal(p) = V4. Como apenas o Vj
estd contido no grupo alternado, se o discriminante for um quadrado,
entdao Gal(p) = Vj. Se o discriminante nao for um quadrado em Q, entao
Gal(p) = D4 ou Gal(p) = Cy. Para decidir, tomamos outro resolvente,
onde:

H=Cy G=Dy T= xlxg —‘rl‘gl‘% +m3xi +x4x§
onde G/H = {(1), (13)}.

Utilizando o mesmo argumento acima, é facil mostrar que H é o estabili-
zador de T'. Portanto, se Rp, (T, p)(z), de grau 2, possuir uma raiz inteira,
entdo Gal(p) = Cy e Gal(p) = D4 caso contrério.

O

4.5 Prova do Algoritmo 4

Vamos agora demonstrar a validade do algoritmo para o calculo do grupo de
Galois de um polindémio irredutivel do 5° grau descrito na secgao 4.6.
Nesse caso, os subgrupos transitivos a menos de conjugacao de G5 sao:

1. &5

2. As. O subgrupo das permutagoes pares.

3. Fyy. O subgrupo de Frobenius gerado pelas permutagoes {(12345), (2354)}.
4. Ds. O subgrupo das simetrias do pentagrama gerado por {(12345), (25)(34)}.

5. C5. O subgrupo ciclico gerado por {(12345)}.

Algumas inclusées importantes sao:

Cs C D5 C FyoN Ag

Agora finalmente podemos demonstrar a validade do algoritmo 4 dado:

Demonstragao.

Lema 4.5.1. O subgrupo H de G5 que estabiliza T = X1 X2 + Xo X35+ X3X4 +
Xy X5+ X5 X1 — X1 X3 — X0 Xy — XoXy — XoX5 — X3X5 €0 Ds.

Demonstra¢ao. Observe inicialmente o seguinte pentagrama. As suas simetrias
sao operagoes que nao alteram a sua estrutura, ou seja, os vértices numera-
dos ligados por arestas continuam os mesmos. Queremos mostrar que as suas
simetrias sao as permutacoes de Ds.
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3 4

Assim, se refletirmos utilizando um espelho teremos o seguinte:

1 1

AN A

E se girarmos teremos:

E, portanto, essas operagoes nao alteram o pentagrama na sua estrutura.
Agora observe que essas simetrias sdo, no caso da rotagao, a permutagao (12345)
e, no caso da reflexdo, a permutacio (25)(34) que geram justamente o grupo
Ds.

Agora note que os vértices ligados sao (1,3),(1,4),(2,4),(2,5),(3,5) que
formam os fatores negativos de T'. E os vértices que nao estao ligados formam os
fatores positivos de T'. Portanto é claro que Dj fixa T'. Se (&5)7 € o estabilizador
de T em G&5. Entao:

D5 C (65)T

e assim:
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(Ss)r| = [Ds| = 10

Falta mostrar que nenhuma outra permutacao fixa T e para isso vamos
descobrir um limitante inferior para o nimero de elementos na orbita de T.
Podemos entao tentar desenhar outros pentagramas:

1 1 1 1 1 1

2 5 3 2 4 2 4\ 3 5 3.5 4
N\

2\

3 4 ) 4 ) 3 ) 2 4 2 3 2

1 1 1
A
DY
4 5

4 5 2 3 2

3/}45/2\ /1T\35/T\25/1T\

) 2 3

Entao, é facil ver que todos esses pentagramas sao distintos e, portanto, a
orbita de T tem pelo menos 12 elementos e como:

S5
o(T)| =
D= e
entao,
1G5 120
Portanto como |D5| = |(65)r| = 10 e entdo:
D5 = (G5)r

O

Portando estamos nas condigoes do teorema 4.1.5 onde H = D5, G = G5
,T foi dado acima e Rg, (T,p) é livre de quadrados e assim separavel. Como
ja foi dito, Re, (T, p) possui coeficientes inteiros. Por conseguinte temos duas
possibilidades para o polinémio Rg, (T, p).

1. Re, (T,p) ndo possui raizes inteiras e nesse caso vamos mostrar que ha
trés fatoragoes possiveis para o polindmio resolvente.

2. Rg, (T,p) possui uma raiz inteira e nesse caso o grupo de Galois de p(x)
estd contido em algum conjugado de Ds. Nesse caso podemos trocar as
raizes de maneira que Gal(p) C Ds.

1. Nesse caso temos trés possibilidades para o grupo de Galois.
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e Gal(p) = 65 Como ja vimos, o estabilizador de T é o Dj5 e portanto o
estabilizador de T'(ay, ag, ..., a,) € Ds N Gal(p). Pelo teorema 4.1.4
temos o seguinte:

Q(S)(T)iﬂ' Q(T(al,ag,...,an))765ﬂD5
12 12
Q(S1,89,...,5,) — 6, Q Gs

E assim, como [Q(T(a1,as,...,ay)) : Q) = 12, T(aq, a9, ..., )
é raiz de um polindmio irredutivel de grau 12 e esse polinébmio é
justamente Rg, (T, p).

e Gal(p) = As Nesse caso temos novamente o seguinte diagrama:

Q(S)(T)iH Q(T(al,ag,...,an))7A5ﬂD5
6 6
Q(S1,89,...,5,) — 6, Q As

E assim, como [Q(T(a1,az,...,a,)) : Q) = 6, T(aq,q9,..., )
é raiz de um polinémio irredutivel de grau 6 que é um fator de
Re,, (T,p). Para descobrir o grau dos outros fatores precisaremos
preceder da seguinte forma:

Para cada o € &5/Dj5 temos que calcular o grau de Gal(p)/Gal(p) N
D¢ pois agora o estabilizador de ¢T ¢ 0 Dso0~! = DZ. Temos para
cada o o seguinte diagrama:

@(S)(O-T) —F H° Q(T(aa(l)a 040(2), ceey aa(n))) - A5 N Dg
Q(517S27"'7Sn)76n Q A5

Agora obtemos cada o como representante das coclasses de D5 em
Gs.

S5/Ds = {(1),(12), (13), (14), (15), (25), (123), (132), (125), (124), (134), (2354)}

Temos a seguir a tabela com subgrupos conjugados de Ds.
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g D5 |A5ng| |F2()0Dg|

(1) (1), (25)(34), (12)(35), (12345), 10 10
(13524), (1 )( 3), (14253)

@) | (1), (23)45), (12)(35), ( 10 2
(13)(24), (14235), (14)(25).

(13) (1), (24)(35), (12)(34), (12354) 10 2
(13425), (14532), (14)(25),

(14) (1), (24)(35), (12)(45), ( 10 2
(13)(25), (14352), (14)(23),

(15) (1), (23)(45), (12)(3 ),(12453) 10 2
(13)(25), (14)(35), (14325),

(25) (1), (25)(34), (12)(45), (12435), 10 2
(13254), (14)(35), (14523), (15342

(123) (1), (25)(34), (12)(45), (12435), 10 2
(13254), (14)(35), (14523), (15342 ,(

12 | (1), (23)(45), (12)(34), ( 0 2
(13)(25), (1 )( 5)7(1432 );

(25) | (1), (24)(35), (12)(35), 10 2
(13)(25), (14352), (14)(23), (15

() @0, (2)(34), (125 10 2
(13425), (14532), (14)(25), (15

(134) (1), (23)(45), (12)(35), (12 10 2
(13)(24), (14235), (14)(25), (15

(2354) (1), (25)(34), (12)(35), (12 10 10

)

(
(13524), (14)(23), (14253), (15432 ,(1 )(

Portanto se Gal(p) = As entdo para todo o teremos que o grau da
extensao Q(T (s (1), Xp(2)s -+ Xo(n)))/Q € 60/10 = 6. Concluimos
entao que o resolvente se fatora nesse caso em dois polinémios de

grau 6.

e Gal(p) = Fy

Nesse caso como visto na tabela acima temos dois graus distintos para
a fatoragao do resolvente. O grau da extensdo Q(T(aq, as, . ..
¢20/10 = 2 e a extensao Q(T (v (1), Ag(2), - - - »

para o # (1), (2354). Portanto o resolvente se fatorara em dois poli-

noémios de graus 10 e 2.

2. Re,, (T,p) possui uma raiz inteira e nesse caso existe uma ordenagao das
raizes onde o grupo de Galois de p(x) esta contido no grupo Ds. O primeiro
passo é reordenar as raizes de tal modo que o grupo de Galois esteja contido
no Ds. Agora falta descobrir se o grupo de Galois é de fato o Dy ou seu

subgrupo Cj.

Assim, agora vamos considerar outro resolvente.

,0))/Q
))/Q &20/2 = 10
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Lema 4.5.2. O grupo H que estabiliza T = X1X3 + XoX3 + X3X? +
X3 X2+ X5X2 ¢ 0 Cs.

Demonstracao. Observe inicialmente o seguinte pentagono e vamos mos-
trar que as suas simetrias sao as permutacoes de Cs.

1

Note entao que as rotagoes do pentagono correspondem &as permutagoes
geradas por (12345). E essas rotagoes nao alteram o pentagono de maneira
que os vértices ligados pelas setas continuam os mesmos. Agora considere
os representantes das coclasses de:

65/05 = {(1)’ (45)’ (34>7 (345>7 (354>7 (35)
(23), (23)(45), (234), (2345), (2354), (235
(243), (2453), (24), (245), (24)(35), (2435
(2543), (253), (254), (25), (2534), (25)(34)}

— —

Podemos entao verificar uma por uma que todas as permutagoes alteram
a configuracdo do pentagono exceto a (1). E um trabalho simplesmente
de testar essas 23 permutagoes. O

Portando novamente estamos nas condi¢oes dos teoremas 4.1.5 ¢ 4.1.6 onde
H = (C5, G = D5 e T dado acima. Assim as coclasses de C5 em D5 tem
dois representantes ¢ Rp, (T, p) tem portanto grau 2.

Contudo o polinémio resolvente é livre de quadrados se e s6 se as raizes
forem distintas. Essa condi¢ao corresponde no algoritmo ao d # 0.

Entao, finalmente se Rp, (T, p) tiver raizes inteiras entao o grupo de Galois
serd Cy, caso contrario serda Ds. Essa condig¢do corresponde no algoritmo
ao d? ser um quadrado ou nio em Q.

O
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4.6

Algoritmos

Algoritmo 3: Grupo de Galois de um polinémio de grau 4

o A W=

~

Saida: Representacao usual do grupo de Galois de um polindémio p(z)
irredutivel de grau 4.
[Calculo do Resolvente]
6; — Raizes(p)
T — X, X3+ X5 X4
R« Rs,(T,p)
se |ResolventeLivreQuadrados(R) entao
p < Tschirnhausen(p)
volte para o passo 1
[Verifica se R possui raiz inteira e conclui]
disc «— Discriminante(p)

8 se ! PossuiRaizInteira( R) entao

10
11
12
13
14
15

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

se disc € quadrado perfeito entao
devolve Ay
senao
devolve G,
senao
se disc € quadrado perfeito entao
devolve V,
[Reordenagdo das raizes]
o «— PermutagdoDaRaizInteira(R)
O; ea(i)
d ((91 — 93)(92 — 94)(91 + 03 — 6y — 94))2
enquanto d = 0 faga
p < Tschirnhausen(p)
0; — Raizes(p)
R~ R64 (Tv p)
se | ResolventeLivreQuadrados(R) entao
volte para o passo 20
o «— PermutacaoDaRaizInteira(R)
i — 0,0
d e (01 — 03)(02 — 04) (01 + 05 — 02 — 0,))?
se d # 0 entao
se d € quadrado perfeito entao
devolve Cy
senao
devolve D,




54

CAPITULO 4. ALGORITMOS

Algoritmo 4: Grupo de Galois de um polinémio de grau 5

Saida: Representagdo usual do grupo de Galois de um polinémio p(z)
irredutivel de grau 5.
[Calculo do Resolvente]

1 0; — Raizes(p)

2

(< I B ]

10
11
12
13

14
15
16

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

27
28
29
30

T — X1 Xo+ XoXs 4+ XXy + Xy X5+ XsX1 — X1 X3 — X1 Xy —
XoXy — Xo X5 — X3X5
R — Re,(T,p)
se | ResolventeLivre Quadrados(R) entao
p < Tschirnhausen(p)
volte para o passo 1
[Verifica se R possui raiz inteira, fatora o resolvente e
conclui]
se | PossuiRaizInteira( R) entao

l «+ ListaDosGraus(R)
caso [
(6,6) devolve As
(2,10) devolve Fyg
(12) devolve &5
senao
[Reordenag8o das raizes]
o «— PermutagaoDaRaizInteira(R)
i — 05()
d«— (9192(02 - 91) + 9293(03 — 02) + 0394(94 — 03)
+0405(05 — 04) + 0561 (61 — 05))?
enquanto d = 0 faga
p <« Tschirnhausen(p)
0; — Raizes(p)
R — Re,(T,p)
se | ResolventeLivre Quadrados(R) entao
p < Tschirnhausen(p)
volte para o passo 18
o « Permutac¢aoDaRaizInteira(R)
b — 05(i)
d — (0102(82 — 61) + 0203(03 — 02) + 0304(04 — 03) + 0405(05 —
04) + 0561 (61 — 95))2
se d € quadrado perfeito entao
devolve Cs
senao
devolve D5
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Algoritmo 5: Grupo de Galois de um polinémio de grau 6

Saida: Representacao usual do grupo de Galois de um polindémio p(z)
irredutivel de grau 6.
[Calculo do Resolvente]

1 0; — Raizes(p)
2 T XPX3(Xo Xy + X3 Xo)+ X3 XF (X1 X5 + X3X6)+

[ I B N

~

X2X2(X1 X5 + XoXa)+ X2X2(Xo X5 + X3 X4)+
X2X2(X1 X6 + X3Xa)+X2X3(X1 X6 + XoX5)+
X2X3(XoXe + XaX5)+X3X3(X1 X5 + XuX5)+
XZXSZ(XLX?, + X2X6)+X12XZ(X2X3 + X5X6)+
X2X2(X1 X4 + X5 Xo6)+X2X2(X1 Xy + XoX3)+
X2X2(X3Xs5 + X4 Xo)+X2X2(X1 Xo + X4 Xo)+
X2X2(X1 X2 + X3X5)
R — Re.(T,p)
se | ResolventeLivreQuadrados(R) entao

p < Tschirnhausen(p)

volte para o passo 1
[Fatora o resolvente]
[ «— ListaDosGraus(R)

8 se | # (6) [Caso redutivell

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

entao
caso [
(1,2,3)
f3 « FatorResolvente(R, 3)
disc < Discriminante( f3)
se disc € quadrado perfeito entao
devolve Cg
senao
devolve Dg
(3,3)
f1 < FatorResolvente(R, 1)
f2 < Fator Resolvente(R,2)
disc; «— Discriminante(f1)
discy <« Discriminante( f2)
se discy e discy nao sao quadrados perfeitos entao
devolve D3 x D3
senao
devolve C3 x D3
(2,4)
f2 « FatorResolvente(R,2)
disc < Discriminante(p)
discy « Discriminante( f2)
se disc € quadrado perfeito entao
devolve S
senao
se disco € quadrado perfeito entao
devolve A, x Cy
senao
devolve S x Cs
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44 se |l # (6) [Caso redutivel]

45 entao

46 caso |

a7 (1,1,4)

48 disc — Discriminante(p)

49 se disc € quadrado perfeito entao
50 devolve Ay

51 senao

52 devolve S

53 (1,5)

54 disc < Discriminante(p)

55 se disc € quadrado perfeito entao
56 devolve A

57 senao

58 devolve S5

59 (1,1,1,3)

60 devolve S;3

61 senao

[Calculo de um novo resolvente]
62 F X1X2X3 + X4X5X6
63 R — Re,(T,p)

64 se | ResolventeLivre Quadrados(R) entao
65 p <« Tschirnhausen(p)
66 0; — Raizes(p)
67 volte para o passo 63
[Verifica se R possui raiz inteira e conclui]
68 disc < Discriminante(p)
69 se PossuiRaizInteira( R) entao
70 se disc € quadrado perfeito entao
71 devolve C3 x C4
72 senao
73 devolve C2 x Dy
74 senao
75 se disc € quadrado perfeito entao
76 devolve Ag
77 senao

78 devolve Gg
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Algoritmo 6: Grupo de Galois de um polinémio de grau 7

Saida: Representagdo usual do grupo de Galois de um polinoémio p(zx)
irredutivel de grau 7.
[Calculo do Resolvente]

1 0; — Raizes(p)

© w3 o

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

R — H (x—(0; +0; +6k))

1<i<j<k<T

se |ResolventeLivreQuadrados(R) entao
p < Tschirnhausen(p)
volte para o passo 1
[Verifica se R possui raiz inteira, fatora o resolvente e
concluil
l — ListaDosGraus(R)
se | # (35) [Caso redutivell]
entao
caso |
(7,28) devolve PSLs(F7)
(14,21) devolve Fyo
(7,7,21) devolve Fy,
(7,7,7,14) devolve Dy
(7,7,7,7,7) devolve C7
senao
disc « Discriminante(p)
se disc € quadrado perfeito entao
devolve A7
senao
devolve &7

Algoritmo 7: Transformagcao de Tschirnhausen

Entrada: Recebe um polindmio p(z) € k[z] irredutivel definindo um
corpo k().

Saida: Um polindmio 7'(x) de mesmo grau definindo o mesmo corpo.

[Polinémio Aleatdrio]

1 n « grau(p)
2 A « Polindmio aleatério em Z[x] de grau <n — 1

[Resultante]
T — Res(p(z),y — A(z),y)
[Verifica se T possui apenas raizes simples]
se LivreQuadrados(T) entao
devolve T
senao
volte para o passo 2
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Capitulo 5

Transformacoes de
Tschirnhausen

Como pode ser visto no capitulo 4, em todos os algoritmos, trocamos o poli-
noémio original p(z) por outro polinémio de mesmo grau, e esperamos que o
corpo definido pelas novas raizes continue o mesmo. Neste capitulo, o objetivo
principal seré exibir a transformacao de Tschirnhausen e mostrar que sob certas
condigoes, o corpo original nao se altera.

5.1 Resultantes

Nesta se¢ao, queremos decidir quando dois polinomios f,g € k[z] , com k um
corpo qualquer, possuem um fator comum em kx|, isto ¢, se 3h € k[z], Oh >
1| hlf,hlg em k[z]. Oh denota o grau do polinémio h(x).

Lema 5.1.1. Sejam f,g € k[z] polinomios tais que, 0f =1>1 e dg=m > 1.
Entao f e g possuem um fator comum em klx] se, e sé se, A, B € k[z] com as
sequintes propriedades:

1. A e B nao sao nulos.
2.0A<m-—-1,0B<Il-1
8. Af+Bg=0

Demonstragao. (=) Se h € k[x] é fator comum, entdo f = hf; e g = hgy, com
0fi <l—1edg; =m — 1. Temos, portanto:

L = 15 nf=9hH=
fi g1
af+(=f)g = gi(hfr) = filhgr) =1 f+(=f1)g=0
Se tomarmos A = g1 e B = —f; e assim, (1), (2), (3) valem.
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(<) Suponhamos que 3A, B € k[z] valendo (1), (2), (3), e, portanto, vale:
Af+Bg=0= Bg=—Af

e que f e g ndo tenham fator comum em k[z]. Entdo mde(f,g) = 1 e, por
Bézout, existem A, B € k[x], tais que:

/If—kég:l

multiplicando os dois lados por B, temos:

ABf + BgB =B
ABf + B(—Af) =B
B = (BA—BA)f
como B # 0, 9B > 9f =1, o que contradiz (2). O

Precisamos agora, traduzir esse lema num critério pratico que determine
quando dois polinémios tém fator comum. Sejam entao:

fl@) = aw +aa' "+ +a ap #0

g(x) = box" + b 4 by by #0

Alz) = cor™ ™ 4t e (5.1)
B(x) = doz' ' +diat 4+ d? (5.2)

De 5.1 e 5.2 temos m + [ incognitas
CosCly- -3 Cm—1, dOadla cey dl—1~

Devemos procurar A(x), B(x) € k[z], 0A < m —1, 9B <1 — 1 nao ambos
nulos, verificando:

Af +Bg=0

_
Isso é equivalente a procurar (cg,c1,...,Cm_1,do,...,dj—1) # 0 em k™
tal que:

(apz' +- - +ay)(cox™ 4+ A em1) + (o™ 4+ -4 bp ) (doz! L+ +d;_1) =0

Analisando os coeficientes, temos:
coef xltm-1 aogco + bodg = 0

coef gttm=2 (aocl + alco) + body + b1dg =0
coef ghtm=3 (a002 +aicy + (J,QC()) + bods + b1dy + bady = 0

coef z° a;Cm—1 +bmdi—1 =0
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Resolver essas equagoes é equivalente a resolver o seguinte sistema:

1 2 3 ce m 1 2 3 R l
ag bo co 0
ay ag b1 bo c1 0
az a1 Qo bo by bo
bm b
aj ag 0 et _ 0
do 0
a bm dl—l 0

Essa matriz (m+1) x (m+1) é chamada matriz de Sylvester e sera denotada
por Sylv(f,g). Definiremos o resultante dos polindmios f e g com relacdo a
variavel x como o determinante da matriz.

Res(f, g, ) = det Sylv(f, g)

Lema 5.1.2. Se f,g € k[x], sdo tais que Of =1 > 1, dg = m > 1. Entdio
Res(f,g) € Z]ag,a1,...,a1,bo,b1,...,bm] € f,g possuem uma raiz comum em
k[x] se, e somente se, Res(f,g) =0.

Demonstragao. E claro que se f, g tém uma raiz em comum em k[z], entdo f,g
possuem fator comum. Assim, a prova é clara pela construgao da matriz. O

Lema 5.1.3. Se f,g € k[x], sdo tais que Of =1 > 1, dg = m > 1. Seja
k o fecho de k. Entdao f e g tém wma raiz comum em k se, e somente se,
Res(f,g) = 0.

Demonstra¢do. f e g possuem uma raiz comum o em k se, e s6 se, irr(a, k) €
k[x] divide f e g. Portanto, irr(«, k) é um fator comum a f e g e pelo lema
5.1.1 esté provado.

O

5.2 Transformacao de Tschirnhausen

Como visto na segao 4.6, a transformacao de Tschirnhausen consiste em alterar
o polindmio original p(z) de grau n, por outro polindmio irredutivel dado por:

T(y) = Res(p(x),y — A(x),y)

onde A(z) € Zlx] é um polinémio de grau menor ou igual a n — 1 escolhido
aleatoriamente. Queremos mostrar que sob certa condigao, os corpos de decom-
posicao de p(z) e T'(x) sao iguais.
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Primeiramente devemos observar que:

px) = 2"+ a2+ Fan 1z +a, (5.3)
y—A(z) = —z™ — bz — o — by x4y — by

E portanto, o determinante da matriz de Sylvester é:

1 1
ay 1 bl 1
as aq b2 b1
a 1 : b 1
Res(p(x),yfA(x),y) = .2 .2
Ay, : ay Yy — bm : bl
G, ag y—- bm b2
ap y—bm

com zero nas posigoes livres.
Pode-se mostrar que o polinémio T'(y) resultante é dado por:

T(y) = y"+ey" '+ +ep1y+ten

onde os coeficientes ¢; sdo funcoes dos coeficientes a; e b; conhecidos e inteiros.
Observe agora, que pelo lema 5.1.3, as raizes y; de T forgam o sistema abaixo
a ter uma raiz comum:

yi = A(z) (5:4)

Assim, podemos enunciar o seguinte teorema.

{ 2" +az" '+ 4a,1x+a,=0

Teorema 5.2.1. Sejam x1, xo, ..., x, raizes de p(x) e seja T (y) = Res(p(x),y—
A(z),y) o polinomio que anula y; = A(x;), ou seja, x; € uma raiz comum de
5.4. Se T(y) for separdvel, entio x; = r(y;), onde r(z) € um polinémio com
coeficientes como sendo fungées dos coeficientes de p e A.

Demonstrag¢iao. Tomemos uma raiz y; = A(z;) de T'(y). Afirmo que as equagoes
de 5.4 tem apenas uma raiz comum, pois se tivesse duas, digamos, x; e x;,
terfamos y; = A(z;) = A(z;) = y; e y; teria multiplicidade maior que 1, o que
é impossivel pois T'(y) é separavel.

Portanto, d;(x) = MDC(p(z),y; — A(x)) é um polindmio na variavel = de
grau 1. Assim, fazendo d;(x;) = 0, obtemos z; = r(y;). O

Portanto, o corpo de decomposi¢ao original Q(x1, xa, . .., x,) é igual ao corpo
de decomposicao transformado Q(y1,¥ya2,-..,yn), pois x; = r(y;) e y; = A(x;).



Capitulo 6

Software

Além de estudar os algoritmos do capitulo 4, este trabalho fornece um programa
para o calculo do grupo de Galois. Nesse capitulo, vamos analisar brevemente
o software produzido. O programa consiste em um pacote de nome, GrupoDe-
Galois, escrito na linguagem do conhecido software Mathematica versao 6.0.

O programa deve receber um polinémio irredutivel, com coeficientes racio-
nais, de grau menor ou igual a 7, e devolve o grupo de Galois correspondente.
Os testes realizados nesse capitulo devem avaliar a corretude e eficiéncia dos
algoritmos. Além disso, vamos comparar o tempo de execugao com outros pro-
gramas tradicionais que se propoem a resolver o mesmo problema como por
exemplo, o GAP e o PARI.

Os testes foram realizados em uma méquina com processador Pentium 4,
3.0GHz e memoéria RAM de 512MB.

6.1 Testes Basicos

Nessa secao, utilizaremos como entrada os polindmios de teste fornecidos em
[5] para verificar a corretude e eficiéncia para os casos basicos. Apesar de os
polindmios terem, em geral, coeficientes pequenos, forcam o programa a reali-
zarem as transformacgoes de Tschirnhausen descritas no capitulo 5. Portanto,
esses polinémios testam de maneira completa os algoritmos propostos.

Para cada polinomio de [5], a tabela a seguir mostra, na ordem, o polindémio
testado, o grupo de Galois de resposta, o tempo de execugao do programa deste
trabalho, e os tempos medidos pelos programas GAP e PARI. E importante
salientar que ambos os programas utilizam o mesmo método proposto aqui. Os
tempos foram medidos em milisegundos e qualquer tempo menor que 0,5ms
serd anotado como zero na tabela.
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Polinémio Galois Programa GAP PARI
T GH Oms Oms Oms
| Sy Oms Oms Oms
2+ 22 -2r—1 Cs Oms 16ms Oms
23 +2 G3 Oms Oms Oms
4ttt +r+1 Cy Tms 125ms Oms
41 Vi 5ms 94ms Oms
) Dy 10ms 47Tms Oms
x* 4+ 8x + 12 Ay Tms 16ms Oms
4 +1 G 6ms 15ms Oms
a2+t —42® — 322+ 3z +1 Cs 18ms 203ms Oms
2% + 202 + 16 As 15ms 16ms Oms
0 +2 Fog 35ms 3532ms 5ms
x® — bz + 12 Dy 15ms 93ms Oms
P —x+1 G 15ms 16ms bms
B+ttt +1 Cs 36ms 125ms Oms
2% +108 S 35ms 203ms 5ms
28 +2 Dg 33ms 157ms 16ms
28 — 322 -1 Ay 32ms 234ms Oms
28+ 323 +3 C3 x D3 33ms 157ms 5ms
20 — 322 +1 Ay x Cy 28ms 172ms 10ms
25 —42? -1 Sy 30ms 172ms 5ms
28 — 32° + 62 — Tad +22% + 1 — 4 Sy 30ms 17031ms | 16ms
28 +22% —2 D3 x D5 31ms 391ms 5ms
28 + 6% + 22% + 922 + 62 — 4 C’g x Cy 23ms 156ms 10ms
2% 4+ 222 +2 Sy x Oy 34ms 187ms 5ms
28 — 225 — 522 — 22 — 1 As 18ms 282ms Oms
28+ 221 4+ 223 + 22 + 22+ 2 C2 x Dy 23ms 125ms Oms
2 — 25 —102* + 302% — 3122 + Tz + 9 S’ 19ms 1547ms Oms
28 + 242 — 20 Ag 22ms 3lms 10ms
24+ +1 Gs 23ms 16ms 5ms
a7+ a8 —122° — T2t +282°% + 1422 — 9z + 1 Cr 25ms 344ms 5ms
2T+ T2+ T — 1 Dy 41ms 265ms 16ms
7 — 142° + 5623 — 562 + 22 Fy 25m.s 657ms Oms
T +2 Fyo 37ms 547Tms 5ms
27— Tad + 1422 — Tz + 1 PSLy(F7) 40ms 656ms | 10ms
'+ Tzt + 142+ 3 Ay 32ms 15ms 11ms
2T+ x+1 &y 36ms 16ms 10ms
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6.2 Testes de alcance

Os polindémios da se¢ao anterior possuem, em geral, coeficientes pequenos e, por-
tanto, nao medem a utilizagao de alta precis@o pelos programas. Além disso,
podemos perceber que os tempos medidos foram relativamente baixos, o que
indica que as contas feitas, de fato nao requerem grandes recursos de processa-
mento.

A medida do tamanho dos coeficientes sera dada pelo seu termo indepen-
dente, pois, quanto maior for, maior seré o valor do produto das raizes. Essa
medida é razoavel, pois os resolventes utilizados em geral sao somas de produtos
das raizes do polinomio original(segao 4.6).

Pretendemos assim, medir como o tempo varia com o aumento dos coefi-
cientes para determinar quanto a precisao utilizada influencia a eficiéncia do
programa. Para isso, a tabela a seguir relaciona o nimero de digitos do termo
independente do polinémio original, a precisao utilizada pelo programa proposto
e o tempo medido. Os polinémios testados em uma mesma tabela possuem o
mesmo grupo de Galois associado e, entao, as tabelas serao organizadas pelo

grupo de seus polinémios.

1. Grupo de Galois: D,  Polinémio: z* — 2

N° digitos | Precisao utilizada [ tempo

1 10 10ms

2 20 Ims

4 40 Ims

8 40 Ims
16 80 10ms
32 150 12ms

64 300 2Tms
128 600 67ms
256 1200 166ms
512 2400 568m.s
1024 4700 1309ms
2048 10000 7384ms
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Com os dados acima, podemos gerar o seguinte grafico:

tempo(ms)

540 /

480

420

360

300

240

180

120

60 /

— 1 1 1 n° de digitos
32 6 128 256 512

Podemos, através do grafico e da tabela, inferir que a eficiéncia do pro-
grama varia com a precisao utilizada e nao, diretamente, com o tamanho
do polindémio de entrada. Isso se deve claramente ao algoritmo interno do
software utilizado.



2. Grupo de Galois: Fyg

6.2. TESTES DE ALCANCE

Polinémio: z° + 2

N° digitos | Precisao utilizada tempo
1 30 22ms
2 60 28ms
4 100 2Tms
8 170 40ms
16 370 55ms
32 660 89ms
64 1300 300ms
128 2500 1193ms
256 2600 885ms
512 10000 24510ms
1024 20000 100602ms
3. Grupo de Galois: S3  Polinomio: % + 108
N° digitos | Precisao utilizada tempo
3 80 30ms
4 150 36ms
8 240 47Tms
16 600 102ms
32 1000 200ms
64 2000 598m.s
128 4000 1818ms
256 8000 6562m.s
512 16000 18859ms
1024 32000 70825ms
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4. Grupo de Galois: D;  Polinémio: 27 + 723 + 722 + 7z — 1

N° digitos | Precisao utilizada | tempo

1 30 38ms

2 30 38ms

4 40 38ms

8 60 43ms
16 100 48ms
32 170 63ms
64 330 91ms
128 640 191ms
256 1300 758ms
512 2600 2179ms
1024 5200 7093ms

Nos testes acima, nao foi verificado um tamanho para o polinémio de entrada
que gerasse uma resposta errada. Acreditamos que 1024 digitos para o termo
independente do polinémio original seja bastante satisfatorio. Para a maioria
dos casos, com esse tamanho, o tempo de resposta nao é mais confortavelmente

rapido.



Parte 11

Parte Subjetiva
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Capitulo 7

Sobre o TCC

7.1 Desafios

O projeto foi dividido em duas partes bem definidas:

1. Parte teorica:

Essa foi certamente a parte mais dificil. Em 2005, fiz o curso de Algebra
II e foi nesse momento que comecei a me interessar por algebra abstrata.
No semestre seguinte, fiz Algebra III e com muito esforco consegui ter
uma pequena nocao da Teoria de Galois. Ainda em 2006 fui monitor de
Algebra II e finalmente em 2007 comecei a estudar o tema do TCC.

Portanto, foram 2 anos estudando o mesmo assunto e posso dizer que essa
matéria é realmente dificil. Nao é apenas uma questao de conhecimento e
treino, mas principalmente de maturidade.

Para essa parte do projeto, algumas matérias do curso foram fundamen-
tais:

e Programacao Linear:
Pois foi a primeira oportunidade em que experimentei a matematica
como sendo ferramenta fundamental para a computacao. Esse curso
talvez seja o mais importante para a minha formacao da maneira
como eu concebi.

e Algebra II:

Apesar dessa matéria sozinha nao servir para muita coisa, ela desper-
tou em mim a vontade de entender mateméatica mais profundamente.
Nessa disciplina, alguns conceitos relativamente intuitivos sao abs-
traidos e isso me fez pensar seriamente no porqué de tal forma de
conduzir o pensamento.
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e Algebra III:

Apesar de nao ter entendido muito bem o que eu estava fazendo, per-
cebia que havia muita coisa por tras que precisava ser compreendida.
Nessa matéria posso dizer que entendi tudo, mas nao compreendi
nada. Mas serviu muito bem para que depois a teoria toda fizesse
todo o sentido apesar de ter levado um ano para isso.

Nao acho que essa matéria deveria ser obrigatéria para computagao,
mas acho que aquele que deseja e gosta de entender bem as coisas
que faz deve cursar essa disciplina. Foi nessa matéria que eu aprendi
como se deve escrever matematica e porque se deve escrever dessa
forma.

2. Programa:

Nessa parte, tive uma dificuldade principal que esté relacionada com o
fato de nao conhecer a linguagem do Mathematica em que o programa
deveria ser feito. Entao, gastei um bom tempo entendendo como o software
funcionava para depois comegar a escrever o c6digo propriamente dito.

Essa parte é sempre entediante, mas acho que o curriculo do BCC nos da
uma visao bastante abrangente de linguagem de programacao e entao a
dificuldade era mais associada a sintaxe do que & filosofia de programagao.
Por outro lado, todos noés, cedo ou tarde, vamos passar por professores
que nao nos ajudam muito e nos fazem descobrir as coisas sozinhos. Esse,
certamente nao foi o primeiro trabalho em que tive que decifrar cédigos
de outras pessoas.

Em suma, as matérias que mais me auxiliaram nessa etapa foram:

o MAC122:

Essa matéria da boa parte da base necessaria para se produzir algo-
ritmos. Foi nesse momento do curso que aprendi a diferenca entre
programar muito mal e programar mal. Acho que é uma das matérias
mais importantes do BCC.

e Conceitos de Linguagem de Programagao:

Essa disciplina mostra outras linguagens de programagao pouco in-
tuitivas e apresenta outras formas de resolver problemas. Acho que
foi por conta dessa matéria que eu nao estranhei a linguagem do
Mathematica.

7.2 Frustracoes
Eu néo tive frustracao alguma relacionada ao TCC e acho que isso se deve ao

fato de ter esticado meu curso e poder ter me dedicado quase integralmente ao
projeto. Se nao fosse assim, esse trabalho seria completamente inviével.
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7.3 Conclusao

Considero esse projeto a atividade mais importante que realizei durante todo
o curso. Foi uma experiéncia tinica estudar um determinado tema por 2 anos
intensamente e aplicar o conhecimento em algum lugar da mesma forma que eu
pude ver sendo feito em Programacao Linear. Acho apenas que deveria ser dado
mais tempo ao aluno para fazer o trabalho, mas nao sei como isso poderia ser
feito. Pretendo continuar estudando algebra e no préoximo ano inicio o mestrado
em matematica.

Nesse trabalho, eu pude entender razoavemente bem a teoria de Galois e
compreender quase que completamente tudo o que cerca o meu trabalho. As
poucas duvidas que tenho estao bem delimitadas e certamente nao representam
problemas para o projeto.

A parte do algoritmo do 5° grau foi inteiramente feita por mim desde a
confecgao do algoritmo até a sua demonstragao. Isso mostra o quanto eu com-
preendi do trabalho.

Além disso, a maior mostra de que realmente aproveitei o trabalho foi ter
compreendido mais profundamente Teoria de Galois. Essa matéria que permane-
ceu incompreensivel por mais de 1 ano ficou bastante clara depois de exatamente
2 anos. Esse ganho eu considero de valor inestiméavel pois, pela primeira vez eu
realmente entendi tudo o que estava fazendo e principalmente o que Galois fez.
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Apéndice A

Representacao dos grupos de
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