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Apresentacao

Esta monografia detalha um projeto de iniciacdo cientifica de que o autor fez
parte. Este projeto também é seu trabalho de conclusdo de curso! para o curso de
Bacharelado em Ciéncia da Computagdo, no Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo. A iniciacio cientifica teve apoio financeiro (por um
semestre) da FAPESP, processo 07/54282-6.

Resumo

Uma método de se comparar dois genomas é determinar uma subseqiiéncia co-
mum maxima entre os genomas. O problema da subseqiiéncia comum maxima con-
siste em, dadas duas seqiiéncias s e ¢, encontrar uma seqiiéncia que seja subseqiiéncia
tanto de s como de ¢ e que tenha comprimento méximo. Apresentamos um estudo
desse problema sob o ponto de vista de programacdo inteira e combinatoria polié-
drica. Uma de suas variantes, o problema da subseqiiéncia comum maxima sem
repeticoes, também é explorada sob o mesmo ponto de vista. Ela é uma outra forma
de se medir similaridade entre genomas. Esta variante adiciona a restricao de que nao
podemos ter dois simbolos repetidos na solucdo. Apods o estudo, descrevemos uma
implementacao de um algoritmo baseado na técnica branch and cut para resolvé-la.

Palavras-chave: subseqiiéncia comum méxima sem repetigoes, subseqiiéncia
comum maxima, programacao inteira, combinatéria poliédrica.

Abreviagoes

O texto usa as abreviagoes a seguir.
e LCs: subseqiiéncia comum maxima (longest common subsequence)

e RFLCS: subseqiiéncia comum méaxima sem repeticoes (repetition free longest
common subsequence)

'Disciplina de codigo MAC0499 e titulo TRABALHO DE FORMATURA SUPERVISIONADO. Esta
monografia foi entregue para avaliagao no dia 3 de Dezembro de 2007.
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Capitulo 1

Introducao

O proposito deste projeto é estudar o problema da subseqiiéncia comum maxima sem
repeticoes (repetition free longest common subsequence, RFLCS). Ela é uma variante
do problema da subseqiiéncia comum méaxima (longest common subsequence, LCS),
que também é estudado.

Ambos sdo problemas de otimizacio combinatoria. Antes de definir o problema,
vale a pena dar uma nocdo dessa 4rea e os pontos de vista que escolhemos para
estuda-lo.

1.1 Abordagens

Os problemas do LCS e do RFLCS fazem parte da area de otimizacao combinatoria,
uma subdrea de ciéncia da computacdo e matemética aplicada.

Problemas de otimizacao sao aqueles em que buscamos a melhor solucdo em
um espaco de solucbes vidveis. Por exemplo, dado um conjunto de ruas, queremos
encontrar o caminho mais curto entre dois locais, passando apenas por essas ruas.
Nesse caso, as solucdes vidveis seriam todos os caminhos possiveis entre esses dois
pontos. Tal solucao é chamada de solucao 6tima e nao necessariamente é a dnica.
Mais formalmente, procuramos maximizar ou minimizar uma func¢ao objetivo sujeito
a um conjunto de restri¢oes.

Otimizacao combinatoria envolve problemas de otimizacao cujo espago de solu-
¢oes viaveis é discreto (ao oposto de continuo, como nos nimeros reais). O exemplo
das ruas é um problema de otimizacao combinatéria, pois podemos enumerar todos
08 possiveis caminhos. Ainda mais, uma forma de resolver esse exemplo é enumerar
todas as solucoes e escolher a que tem o caminho mais curto. Porém, o ntimero
de solugoes é muito grande (exponencial no tamanho da entrada), o que torna tal
estratégia inviadvel. Isso é o que ocorre na maioria dos problemas dessa area.

Nesta monografia, estudamos os problemas do LCS e do RFLCS sob o ponto de
vista de programacao inteira e combinatoéria poliédrica.
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e Programacao inteira: Muitos problemas de otimizagao podem ser formula-
dos com uma fung¢ao objetivo linear e um conjunto de restri¢oes de igualdade ou
desigualdade também lineares. Programacao linear é a drea em que resolvemos
esses problemas tendo em mente essas formulacoes. Tais problemas podem ser
resolvidos em tempo polinomial. Em programagao inteira, permitimos, além
das restricoes lineares, restricdes de que as varidveis sejam inteiras. Isso torna o
problema NP-dificil (isto &, o problema é tao dificil quanto os problemas mais
dificeis da classe de problemas NP e, como conseqiiéncia, ¢ improvavel que
exista algoritmo polinomial para o problema). Essa area nos interessa pois o
LCS e 0 RFLCS podem ser modelados como problemas de programacao inteira,
e existem técnicas baseadas em programagao linear para resolvé-los.

e Combinatoéria poliédrica: Quando olhamos para o espaco de solucdes de um
problema de programacao linear, podemos vé-lo como uma série de restrigoes
lineares, que formam um poliedro, e uma direcdo para a qual queremos avancar.
Ao passar para programagcao inteira, o espago de solucoes se torna um conjunto
de pontos, mas ainda é importante conhecer o poliedro associado a formulacao
sem a restri¢do de integralidade, tendo em mente que usamos técnicas baseadas
em programacao linear. Quanto mais perto esse poliedro estad do espaco de
solucdes, melhor a formulacao associada a ele é, e o ideal é que ele seja o casco
convexo das solugoes. Combinatoéria poliédrica é o estudo das caracteristicas
de tal poliedro, na tentativa de buscar a melhor formulacao possivel.

(a) (b)

Figura 1.1: (a) Um poliedro associado a uma formulacao. (b) O casco convexo das
solugoes viaveis inteiras. (Uma descricao melhor esté a seguir.)
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Na Figura 1.1(a), mostramos um poliedro no qual as retas cheias que o formam
sao as restricoes lineares de uma formulagdo, a seta indica a direcao da fun¢ao obje-
tivo e o ponto marcado com um circulo é a solucao 6tima inteira. Um outro poliedro
é a unido da reta tracejada com as retas cheias, que é mais forte que a primeira. Des-
considerando a restricao de integralidade, o quadrado é a solucao 6tima da primeira
formulagdo e a estrela é a da segunda. A Figura 1.1(b) mostra o poliedro associado
a melhor formulacao possivel. Observe que, mesmo se desconsiderarmos a restricdo
de integralidade, a solugdo 6tima é inteira para qualquer fungdo objetivo.

Outros dois pontos de vista que consideramos sao grafos e algoritmos de aproxi-
macao.

e Grafos: Um grafo G = (V, E) é uma estrutura de dados composta por um
conjunto de vértices V' e um conjunto de arestas F, onde cada aresta representa
uma ligacdo entre dois vértices. Grafos sdo bastante tteis para representar e
entender problemas. No exemplo das ruas, podemos montar um grafo onde os
vértices sdo alguns locais (como cruzamentos), e as arestas sdo as ruas que as
ligam, e cada uma pode ser associada a um peso que indica seu comprimento.

e Algoritmos de aproximacgao: Existem varios problemas para os quais nao
conseguimos encontrar solugao em tempo polinomial. Para eles, pode valer a
pena estudar algoritmos de aproximagao, que procuram uma solugdo que seja
perto da otima. Geralmente buscamos provar a qualidade desses algoritmos,
isto é, encontrar uma garantia de que o algoritmo devolve uma solugao perto
da 6tima.

1.2 Definicoes

Um alfabeto é um conjunto finito e seus elementos sdo chamados de simbolos. Uma
seqiiéncia é uma lista ordenada de simbolos. Neste texto, todas as seqiiéncias sao
finitas e sobre um alfabeto implicito, que pode ser considerado como o conjunto dos
simbolos da seqiiéncia em questdo. O comprimento de uma seqiiéncia s é denotado
por |s| e o i-ésimo simbolo de s é denotado por s;.

Uma. subseqiiéncia de uma seqiiéncia s é uma seqiiéncia que pode ser obtida
removendo zero ou mais elementos de s. De outra forma, podemos ver uma sub-
seqiiéncia de s como uma seqiiéncia dada pela escolha de elementos de s mantendo
a ordem relativa entre eles. Formalmente, £ é uma subseqiiéncia de s se existe uma
seqliéncia estritamente crescente i4s . .. 4 de indices de s tal que s;; = t;.

Dadas duas seqiiéncias s e t, dizemos que uma seqiiéncia é uma subseqiiéncia
comum de s e t se ela é subseqiiéncia tanto de s como de t.

Uma seqiiéncia é uma subseqiiéncia comum méaxima (longest common sub-
sequence, LCS) de seqiiéncias s e t se ela ¢ uma subseqiiéncia comum de s e ¢ e tem
o maior comprimento possivel entre todas as outras subseqiiéncias comuns de s e t.
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s A D D
o
A DD

Figura 1.2: Uma seqiiéncia s e uma subseqiiéncia de s.

Dizemos que uma seqiiéncia é sem repeticoes se cada simbolo ocorre nela no
méaximo uma vez, isto €, ndo hd simbolos repetidos na seqiiéncia. Definimos sub-
seqiiéncia comum maxima sem repeticoes (repetition-free longest common sub-
sequence, RFLCS) como sendo uma subseqiiéncia sem repeti¢oes comum de s e t que
tenha comprimento maximo.

5: A A D D s: C

AADD D
FoNT— T
t: A A D D t: C A D
(al (b}

Figura 1.3: Duas seqiiéncias s e t e (a) um LCS de s e ¢, (b) um RFLCS de s e t.

Definimos o problema do LCS como encontrar um LCS de duas seqiiéncias e,
analogamente, o problema do RFLCS como encontrar um RFLCS de duas seqiiéncias.

1.3 Aplicacoes

O problema do L.CS é um problema bem conhecido e estudado em computacao. Ele
é atil para comparar de seqiiéncias, pois o comprimento do LCS é o niumero maximo
de elementos iguais entre elas de forma a manter a ordem relativa entre eles. Isto é,
quanto mais parecidas sdo as seqiiéncias, mais comprido é o LCS.

Ele é usado em programas para encontrar diferencas entre arquivos, como o diff,
do Unix. Corretores ortograficos também podem usar o LCS para determinar quais
palavras de um dicionario sdo as mais préximas a uma palavra com um erro de
ortografia.
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Em sistemas de controle de versdo, podemos armazenar um arquivo e conjuntos
minimos de modificagbes dele de forma que seja possivel reconstruir versoes mo-
dificadas desse arquivo. Para isso, resolver o problema do Lcs é util. Com essa
mesma idéia, ele também aparece em alguns algoritmos de compressdo de dados, nos
quais é necessario encontrar o maior numero possivel de partes que sdo comuns entre
seqiiéncias de dados.

Mais recentemente, o interesse do LCS vem da area de Biologia Molecular Com-
putacional. O L.CS é uma forma de medir similaridade entre seqiiéncias de DNA ou
de proteinas. Isso ajuda a determinar se as seqiiéncias compartilham um mesmo
ancestral.

Devido a caracteristicas dessas seqiiéncias, diversas variantes do LCS surgiram.
Estudamos neste texto uma delas, o RFLCS, cuja aplicacao vem da comparacao entre
genomas, levando em conta a teoria de rearranjo de genomas. Nessa abordagem,
representamos cada gene como um simbolo, sem se preocupar com sua estrutura
interna, e consideramos a evolugdo de genomas baseada em processos de rearranjo.

Durante esses processos, duplicatas de genes podem surgir de diversas maneiras.
Uma suposicao comum feita para comparar rearranjos de genomas é que cada gene
é homoélogo a no maximo um gene de outro genoma. Em outras palavras, dadas
duas seqiiéncias s e t de genomas, essa suposi¢do diz que, dado um simbolo em s,
s6 pode ter no maximo uma ocorréncia desse simbolo em ¢. Essa suposicao tem
fundamento para alguns genomas pequenos, como os de virus ou de mitocéndrias,
e torna o problema mais facil, ja que o LCS é uma medida boa para esse caso. No
entanto, para genomas maiores, ela é problematica devido ao ntmero de duplicatas
de genes. No genoma humano, aproximadamente 15% dos genes de proteina sao
duplicatas [14]. Ainda mais, a situac¢ao ¢ complicada pelo processo de divergéncia de
seqiiéncia, no qual as duplicatas podem se tornar estruturalmente e funcionalmente
diferente até o ponto de deixarem de ser duplicatas, mas continuam sendo da mesma,
familia de genes, que sdo homologas e funcionalmente similares.

Com esse conceito de familia de genes, ao invés de considerar cada gene separada-
mente, podemos considerar um representante de cada familia, chamado de exemplar.
Usando essa idéia, Sankoff [19] propoe uma medida de comparacao de genes, deno-
minado de distancia exemplar. Ademais, com base nessa medida, Bonizzoni et al. [4]
estuda uma variante do LCS, a subseqiiéncia comum maxima exemplar (exemplar
longest common subsequence, ELCS). O ELCS é uma generalizagdo do RFLCS.

O RFLCS é uma outra medida que leva em consideracao a nocao de exemplar. Ele
pode ser visto como uma medida de similaridade entre dois genomas na qual, para
cada familia de genes, desconsideramos todos os genes exceto um, o exemplar.

Uma nocao melhor sobre rearranjo de genomas e duplicacao de genes pode ser
obtida em [21, 20].

Em particular, a variante do RFLCS que permite reversoes de seqiiéncias é uma
medida boa para evidenciar uma conjectura que afirma que o cromossomo Y é deri-
vado do cromossomo X a partir de cinco grandes reversoes |13, 24]. Nessas referéncias,
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observa-se que o cromossomo X ¢ dividido em quatro ou cinco trechos (estratos) que
sao comparaveis com partes do cromossomo Y em termos da distancia entre eles.

1.4 Organizagao do texto

O plano para este texto € o seguinte. No proximo capitulo, discutimos alguns con-
ceitos importantes para o problema do LCS, apresentamos uma formulacdo simples,
observamos alguns grafos associados ao problema, e chegamos a uma formulagao
completa e minimal do poliedro do LCS. No terceiro capitulo, apresentamos algu-
mas formulacées para o problema do RFLCS, observamos alguns grafos associados
ao problema e depois discutimos alguns algoritmos de aproximagdo. No quarto ca-
pitulo, discutimos a implementagdo de um algoritmo branch and cut e mostramos
uma forma de resolver em tempo polinomial o problema da separacdo, explicado no
capitulo. O dltimo capitulo é uma conclusao, na qual discutimos alguns possiveis
trabalhos futuros.



Capitulo 2

Um estudo do LCS

2.1 Resultados conhecidos

Devido as diversas aplicagoes do LCS, em especial sua aplicacao em Biologia Com-
putacional, varios algoritmos para se resolver o problema foram estudados.

O mais conhecido ¢ um algoritmo de programacao dinamica [25] de complexidade
de tempo O(nm), onde n e m sao os comprimentos das duas seqiiéncias. O algoritmo
usa a seguinte recorréncia:

0, set=0o0uj=0
R(i,j)=q¢ R(i—1,7—-1)+1, se s; =t
max{R(:—1,7),R(i,5 — 1)}, ses; #t;

Uma descrigao didética desse algoritmo pode ser encontrada em [8].

O algoritmo de melhor complexidade em pior caso é dado por Masek e Pater-
son [16], de complexidade de tempo O(n max{1,m/logn}) e de espaco O(n?/logn).
Uma comparagao mais detalhada desses e outros algoritmos para o problema do LCS
pode ser encontrada em [18, 3.

Considerando o problema do LCS para um conjunto de seqiiéncias de tamanho
arbitrario ao invés de apenas dois (as defini¢oes sao analogas), Maier [15] prova que
o problema de decisao do LCS (dado um inteiro k& e um conjunto de seqiiéncias R, o
comprimento do LCS de R é maior que k7) é NP-completo para alfabetos de tamanho
pelo menos 2. Se o tamanho do conjunto de seqiiéncias for fixo (digamos, k), existe
um algoritmo de programacao dindmica que resolve o problema com complexidade
de tempo e de espaco O(n¥) [22].

Ainda considerando um conjunto de seqiiéncias, a menos que P = NP, nao existe
algoritmo de aproximacao para o LCS que garante uma solucao boa, embora existam
algoritmos que devolvem solugdes boas em média [12]. Um algoritmo de aproximagao
simples de nome Long Run algorithm é dado por Jiang e Li em [12]. O algoritmo
é o seguinte: para cada simbolo a do alfabeto, é facil encontrar uma subseqiiéncia
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comum a" (isto &, a repetido m vezes) com m maximo. Escolhemos o simbolo que
maximiza tal m. Existe outro algoritmo de aproximagao apresentado por Bonizzoni
et al. |5] de nome Ezpansion algorithm que, em média, é melhor que o Long Run.

Uma outra forma de se resolver o problema do LCS é reduzi-lo ao problema da
subseqiiéncia crescente maxima, definido da seguinte forma: dada uma seqiiéncia z
de inteiros, encontrar uma subseqiiéncia de z cujos elementos estdo em ordem es-
tritamente crescente. Para isso, dadas as seqiiéncias s e t, construa a seqiiéncia z
como a seguir: para cada i de 1 até |s|, para cada j de |t| a 1, coloque j no final
da seqiiéncia z se s; = t;. Nao ¢ dificil ver que uma subseqiiéncia crescente maxima
de z define um LCS de s e t.

2.2 Estrutura do problema e uma formulacao simples

Dois conceitos importantes inerentes & estrutura do problema do LCS sdo casamentos
e cruzamentos.

Dadas duas seqiiéncias s e t, um casamento com simbolo associado a é um par
ordenado de indices (7, j) tal que s; = t; = a. Em outras palavras, considerando um
grafo cujos vértices sao os elementos das seqiiéncias s e t, uma aresta é chamada de
casamento se ela liga o i-ésimo elemento de s ao j-ésimo elemento de t e esses dois
elementos tém o mesmo simbolo associado. Vamos denotar o conjunto de casamentos
em s et de %. Denotamos também o conjunto de casamentos em s e ¢ com um mesmo
simbolo associado a de €'(a). A Figura 2.1(a) mostra um casamento e 2.1(b) mostra
todos os casamentos (isto &, os elementos do conjunto &) de s e t.

1 2 3 4 5 &
s: CA ADBD s: CA ADBD
(1.4)
t: ABACDATD t: ABACDATD
1 2 3 4 5 6 7
(a) (b)

Figura 2.1: (a) Exemplo de um casamento. (b) Todos os casamentos de s e t.

Informalmente, dizemos que dois casamentos se cruzam se, na figura relacionada,
eles se intersectam, tanto no meio como no extremo. Mais precisamente, dois casa-
mentos se cruzam se (i < ke j > {)ou (k <iel>j) Vale a pena destacar
também o oposto dessa defini¢ao: dois casamentos nao se cruzam se (i < ke j < {)
ou (k <iel < j). Dizemos que um conjunto de casamentos C' é sem cruzamento
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se os casamentos de C' nao se cruzam dois a dois.

Definimos também a relacao <y da seguinte forma. Sejam c e d dois casamentos.
Entao ¢ <x dse esose (i < kej > {),isto é uma “parte” da definicdo de
cruzamento. Assim, dois casamentos ¢ e d se cruzam se e 86 se ¢ <x d ou d <x c.
De forma analoga, definimos uma relacado =, para nao-cruzamento. Dados dois
casamentos c e d, ¢ <, dse e s se (i < ke j < /). Ou seja, dois casamentos ¢ e
d nao se cruzam se e 86 se ¢ <, d ou d <, c. Essas relagoes sao importantes mais
adiante.

ss: CA ADBD CAADSBTD

L

t: ABACDATD t: ABACDATD

Figura 2.2: Exemplos de cruzamento.

Quando dois casamentos se cruzam, se eles nao tiverem extremos em comuim, a
ordem relativa entre os elementos associados a eles em s é oposta & em t. Se eles
tiverem extremos em comum, entdo estamos nos referindo a um mesmo elemento
duas vezes. Essas observactes sao dicas & seguinte afirmagao:

Fato 2.1. Dadas duas seqiiéncias s e t, um conjunto C de casamentos sem cruza-
mento em s e t define uma subseqiiéncia comum de s e t de comprimento |C|.

Prova. Seja C' um conjunto de casamentos sem cruzamento. Tome a relacdo de
nao-cruzamento <, definida anteriormente. E facil ver que, em %, ela ¢ irreflexiva
(c <, ¢) e transitiva (se ¢ <, d e d <, e entdo ¢ <, e). Portanto, ela é uma relacao
de ordem parcial estrita em €. Ja em C, ela &€ uma relagdo de ordem total estrita
pois, como C' é sem cruzamento, vale que ou ¢ <, d, ou d <, ¢ para quaisquer dois
casamentos ¢ e d de C.

Isso significa que, usando essa relagdo, podemos obter uma ordenagao dos ca-
samentos, digamos, (i1,71), (i2,J2),- .., (in,jn) para n = |C|. Entao as seqiiéncias
1192 .. .9y € j1j2...Jn S30 estritamente crescentes. Assim, a seqiiéncia s, S, - .. Si,,,
que é subseqiiéncia de s, é igual a seqiiéncia tj t;, ...1;,, que é subseqiiéncia de .
Essa seqiiéncia ¢ uma subseqiiéncia comum de s e ¢t de comprimento n = |C/|. O

E claro que a afirmagao acima implica que, se esse conjunto tiver cardinalidade
méxima, entdo a subseqiiéncia comum é um LCS. A Figura 2.3 ilustra melhor tal
conjunto.
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[\

Figura 2.3: Um conjunto de casamentos sem cruzamento, que define um LCS.

s: C A B

t: A B C A

O fato seguinte vem facilmente do fato anterior.

Fato 2.2. Dadas duas seqiiéncias s e t, para toda subseqiiéncia comum u de s e t,
existe pelo menos um conjunto de casamentos sem cruzamento em s e t de cardina-
lidade |u| que a define.

Prova. Seja u uma subseqiiéncia comum de s e t de comprimento n. Entao existem
duas seqiiéncias estritamente crescentes de indices 179 .. .19, € j1J2 . .. jn tal que ug =
si, = tj, paratodo k = 1...n. O conjunto de casamentos (i1, 1), (2, J2), - - -, (in, jn)
define u e tem cardinalidade n = |u|. O

Os Fatos 2.1 e 2.2 implicam que o espago de todos os conjuntos de casamentos
sem cruzamento em s e t define todo o espago de subseqiiéncias comuns de s e t,
conforme representado na Figura 2.4. E facil ver que podem existir dois conjuntos
distintos de casamentos que definem uma mesma subseqiiéncia comum.

UG[L]LL]]'[IZ}S- de casamentos

subseqiléncias comuns

Cruzamento

Figura 2.4: Um diagrama representando a relagdo entre conjuntos de casamentos e
subseqiiéncias comuns.

Isso significa que podemos resolver o problema do LCS escolhendo o maior nimero
possivel de casamentos que nao se cruzam dois a dois. Assim, podemos formular o
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problema do LCS como um problema de programacao inteira. Explicamos a formu-
lacao em palavras primeiro.

maximizar o numero de casamentos escolhidos

sujeito as restricoes para cada dois casamentos que se cruzam, s6 podemos
escolher um deles;

para cada casamento, escolhemos ele ou 0 ou 1 vez.

A seguir, reescrevemos a formulagdo acima de forma matemética.
Lembre-se que € é o conjunto de todos os casamentos de s e t. Seja z € {0, 1}Cg

um vetor tal que z;; = 1 se escolhemos o casamento ¢ = (i,5), e z;; = 0 caso
contrario.
max Z Zij
(i,4)€C
s.a  zZijtoag <1 para todo (i,7) e (k,£) em € que se cruzam,

zi; € {0,1} para todo (7,7) em €.

A formulagao acima nos permite construir um algoritmo baseado em programagao
inteira para encontrar um conjunto de casamentos de cardinalidade méxima sem
cruzamento e, portanto, resolver o problema do L.CS.

Vimos anteriormente que existem algoritmos polinomiais para se resolver o pro-
blema do Lcs. Entretanto, problemas de programagdo inteira sdo, em geral, NP-
dificeis, e seria interessante se pudéssemos trocar a restricdo de integralidade por
alguma restricdo linear similar (como z;; € {0,1} por 0 < z;; < 1). Isso reduzi-
ria o problema a um problema de programagao linear, para o qual existe algoritmo
polinomial.

No entanto, com a formulacao acima, ndo podemos simplesmente fazer essa troca.
De fato, considere o caso simples em que temos trés casamentos, digamos com varia-
vels z1, z2, 23, que se cruzam dois a dois. As restrigoes sao z1 + 20 <1, 21 + 23 <1

e z2 + z3 < 1. No entanto, ao tentarmos maximizar ) e 2i; sem considerar a

restricdo z; € {0,1} para todo (i,j) € €, temos que (21,22,23) = (3,3,3), como

mostrado na Figura 2.5(a). E facil ver que esse ponto satisfaz as restricoes e maximiza
a soma, mas ele é um ponto fracionario e, portanto, ndo define uma subseqiiéncia
comum méaxima. Ainda mais, podemos eliminar esse ponto do poliedro com a res-
tricdo z1 + 29 + 23 < 1, como na Figura 2.5(b). Nesse caso, existem solugoes viaveis
inteiras que maximizam a soma, como (1,0,0).

Assim, somos motivados a procurar uma formulacao melhor do ponto de vista
de combinatoéria poliédrica (uma nogdo do que isso significa foi dada na Sec¢éo 1.1).
Para isso, prosseguimos o estudo da estrutura do problema, considerando dois grafos
que o representam.
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Figura 2.5: Poliedros validos para o problema do Lcs. (a) Com vértice fracionério

11 1 .o~ I T
(5, 5 5). (b) Com restrigdo que elimina esse vértice.

2.3 Grafos relacionados

Os grafos que definimos sao baseados no conceito de cruzamento.

Denominamos G¢ = (Vio, E¢) de grafo de cruzamento. O conjunto de vér-
tices Vo é o conjunto de casamentos ¥. Uma aresta cd pertence a FE¢ se e so-
mente se ¢ e d se cruzam. Denotamos também Gyc = (Vno, Enc) de grafo de
nao-cruzamento, e ele é definido como o grafo complementar de G¢, isto é, V¢
também é % e uma aresta cd pertence a Enc se e 86 se ¢ e d ndo se cruzam. As
Figuras 2.6(a) e 2.6(b) ilustram esses grafos.

Com esses grafos em mente, lembremos que um LCS pode ser representado como
um conjunto de casamentos de cardinalidade méaxima sem cruzamento. Em Gy, isso
equivale a um conjunto de vértices adjacentes dois a dois de cardinalidade maxima,
que é exatamente a defini¢gdo de um clique méaximo (veja Figura 2.7). O problema
de encontrar um clique maximo em um grafo qualquer, no entanto, é NP-dificil.

Lembremos da relagio <x (c <x dseesése (i < ke j> /). E facil ver que
a relacdo <y é reflexiva (¢ <« ¢), antisimétrica (¢ <x d e d <x ¢, entdo ¢ = d) e
transitiva (¢ <y d e d <x e, entdao ¢ <x e). Portanto, <y é uma relagdo de ordem
parcial. Um grafo definido por uma relacdo de ordem parcial como G¢ (¢ e d sdo
adjacentes se e 86 se ¢ <x d ou d <« ¢) é chamado de grafo de comparabilidade.
O mesmo é verdade para G ¢, pois a relagao <, é também uma relacao de ordem
parcial, apesar de estrita.

Considere a orientagao éNC’ de Gyc¢ onde ¢ vai para d se ¢ <, d, como na Fi-
gura 2.8(a). Como essa orientagao é transitiva, os vértices de todo caminho orientado
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Figura 2.6: (a) Exemplo de grafo de cruzamento G¢. (a) Exemplo de grafo de
nao-cruzamento Gn¢.
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Figura 2.7: Um clique maximo no grafo de ndo-cruzamento G y¢.
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formam um clique. Portanto, um caminho orientado de comprimento maximo de-
fine um clique maximo, ou seja, define um LCS (veja Figura 2.8(b)). Isso consiste
com o fato que existe algoritmo polinomal para se resolver o problema do LCS, ja que
existe algoritmo polinomial para se encontrar um caminho orientado de comprimento
méximo em um grafo orientado aciclico como G y¢.

> @ > O O >» O

> @ > O T » O

t C A ADGBTD

S —>»
(b)

~ —»

Figura 2.8: (a) Orientacao de Gy¢. (b) Caminho orientado que define um LCS.

Tome o grafo Go. Um clique em G¢ € um conjunto de casamentos que se cruzam
dois a dois. Denominamos tal conjunto de estrela. Nos interessamos em estrelas
maximais (cliques maximais em G¢), isto €, um conjunto de casamentos que se
cruzam dois a dois tal que nao seja possivel adicionar mais nenhum casamento ao
conjunto de forma que ele continue sendo uma estrela. A Figura 2.9 mostra um
exemplo de uma estrela maximal. Como G¢ também é um grafo de comparabilidade
e, portanto, tem uma orientagao transitiva, essas estrelas podem ser encontradas pro-
curando caminhos orientados de comprimento maximal. Vemos na secao seguinte que
podemos usar a idéia de estrelas maximais para construir uma formulacao melhor.

2.4 Uma formulacao melhor

Lembremos da defini¢do de estrela maximal na secao anterior: um conjunto maxi-
mal de casamentos que se cruzam dois a dois. Lembremos também que, dadas as
seqliéncias s e t, um conjunto C' de casamentos sem cruzamento em s e ¢t define um
LCS de s e t. Portanto, um conjunto C’ de casamentos tal que, para cada estrela
maximal em %, no méximo um casamento pertence a C’, também define um LCS.
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Figura 2.9: Um clique maximal no grafo de cruzamento G¢.

De fato, C' também é um conjunto de casamentos sem cruzamento.
Isso nos leva a seguinte formulagio, explicada em palavras primeiro.

maximizar o namero de casamentos escolhidos

sujeito as restricoes para cada estrela maximal, podemos escolher
no maximo um casamento dela;

para cada casamento, escolhemos ele ou 0 ou 1 vez.

Reescrevemos matematicamente a formulagao a seguir.

Assim como na formulagao anterior, tome € o conjunto de todos os casamentos
de s et, e seja z € {0,1}% um vetor tal que zij = 1 se escolhemos o casamento
c¢=(i,]), e z;; = 0 caso contrario.

max Z Zij
(3,4)€€
S. a Z zij <1 para toda estrela maximal S contida em %,
(3,5)€S
zij € {0,1} para todo (7,7) em €.

Lembremos que, do ponto de vista de combinatéria poliédrica, a melhor formula-
¢ao de programacao inteira para um certo problema é aquela cujo poliedro associado
é o casco convexo dos vértices. A seguir, definimos um poliedro que é o casco con-
vexo das solugdes viaveis do problema do LCS (subseqiiéncias comuns), e mostramos
que esse poliedro é igual ao poliedro associado a uma relaxacao linear da formulagao
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acima, isto €, trocando as restrigdes de integralidade (z;; € {0,1}) por restri¢oes
lineares analogas (z;; > 0).

2.5 Poliedro do LcCS

Definimos o poliedro do LCS como

Prcs = COHV{Z € {0, 1}%

z representa uma subseqiiéncia comum de s e t},

isto &, o casco convexo de todas as subseqiiéncias comuns de s e t.

E claro que encontrar um LCS é equivalente a maximizar Z(i,j)e(@” 2z;j restrito a
Prcs. Nesta secdo, provamos que o poliedro baseado na relaxacao linear da formu-
lacdo anterior,

Pform = {z € R? | Z(i,j)es zij <1 para toda estrela maximal S C € e
zi; >0 para todo (i,7) € €'}

é minimal e equivalente a P;,cg. Para isso, precisamos do conceito de faces e facetas.

Considere um poliedro P C R™ (no nosso caso, n = |%|, pois temos |¢| varia-
veis z;j). As inequacoes de P podem ser dadas por restri¢oes lineares de uma formu-
lacdo. Dizemos que F' define uma face de P se existe inequagao valida mx < my de P
e F' & o conjunto de pontos de P para os quais essa inequagao vale com igualdade (isto
é, vale mx = my para todo x € F'). Nesse caso, dizemos que a inequagdo mx < mp
define F'. Se essa face F' tem dimensao igual & dimensao do poliedro menos um
(dim(F) =dim(P) — 1), entao ela ¢ uma faceta. Dimensado de X pode ser definida
como m — 1 onde m é o nimero maximo de pontos afim independentes de X, e um

conjunto de pontos x1, . . ., T sao afim independentes se os vetores xo—x1, ..., Tp—21
ou os vetores (z1,1),..., (zk, 1) sdo linearmente independentes. Um conjunto de ve-
tores x1,...,xx sao linearmente independentes se nenhum deles pode ser escrito como

uma combinacao linear dos outros, ou seja, se ajx; + ...+ apxr = 0, entdo ap =0
para todo £. A Figura 2.10 ilustra uma face e uma faceta de um poliedro.
O conceito de faceta é relevante por causa da afirmacao seguinte.

Fato 2.3. Seja P um poliedro. Se P tem dimensdo plena, uma inequacdo vdlida
mx < mo € necessdria na descricdo de P se e somente se ela define faceta em P.

P C R” tem dimensao plena se tem n direcoes linearmente independentes. Todo
poliedro de dimensao plena tem uma descri¢do tnica e minimal na qual toda desi-
gualdade é Gnica a menos de um multiplo positivo. Assim, se P cg tiver dimensao
plena e provarmos que todas as inequagoes de Pp,cg definem facetas, entao sabemos
que elas sao necessarias.

E facil ver que Pp,cg tem dimensdo plena. Um vetor unitario denotado por e” é tal
que e],j =1le eéf = 0 para todo k # £. Os n vetores e, para todo ij € €, pertencem
a Ppcs (pois representam subseqiiéncias comuns) e sao linearmente independentes.

Provamos agora que as inequagoes dadas em P,y sao facetas de Ppos.



CAPITULO 2. UM ESTUDO DO 1.CS 19
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Figura 2.10: Exemplo de uma face e uma faceta em um poliedro P.

Fato 2.4. A inequagdo z;; < 1 define faceta de Prcs para todo (i,j) € €.

Prova. Fixe um (i,5) € €. Tome o vetor nulo e os |£| — 1 vetores e para todo
(k, ) € €, (k, ) # (i,7). E facil ver que esses vetores sdo linearmente independentes.
Esses |€| vetores satisfazem a inequa¢ao com igualdade, isto é, z;; = 0, e, portanto,

a inequacao define faceta. O
Provamos o fato a seguir de forma indireta. Escolhemos n pontos z',...,2" €
Pr.cs que satisfazem a inequagdo com igualdade, isto é, no caso, Z(ij)es zij = L

Supomos que os pontos estio em um hiperplano az = « para algum a € R%, o € R,
e mostramos que esse hiperplano deve ser a inequacgao com igualdade.

Fato 2.5. A inequagio
maximal S C €.

ijeszij <1 define faceta de Ppcs para toda estrela

Prova. Fixe uma estrela maximal S C %. Observe primeiro que, como S é maximal,
para todo (k,¢) € € \. S, existe um (4,j) € S que ndo se cruza com (k,¢). Tome
os pontos e + e para todo (k,f) € €~ S e um (i,j) € S que nio se cruza com
(k,¢). Também tome os pontos e/ para todo (i,5) € S. E facil ver que esses pontos
pertencem a Ppcg e satisfazem Z(z‘,j)es zij = 1. Considere um hiperplano az = «
e suponha que esses n pontos estao nele. Entao podemos substituir os pontos na
equacdo. Assim, temos que ae” = a, para todo (i,j) € S, e a(e” + k) = a, para
todo (k,¢) € € ~ S e para algum (i,j) € S que ndo cruza com (k,¥). Aplicando
a primeira equacdo na segunda, vale que a + ae®* = a, isto é, ae** = 0, para todo
(k,£) € € ~ S. Portanto, a;; = a,V(i,j) € S, e age = 0,Y(k,¢) € €~ S. Logo,
temos que az = « € 0 mesmo que aZ(i,j)eS Zij + OZ(i,j)e(g\S Zij = «, ou seja,
Z(M)Es zjj = 1. Portanto, a inequacao Z(m‘)es zij < 1 define faceta. O
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O teorema a seguir é o resultado mais interessante deste capitulo.

Teorema 2.1.
PLCS = Pforma

1s5to €,

{z e R? | YGjes zii <1 para toda estrela mazimal S €€ e
zij >0 para todo (i,7) € €}

é 0 casco convexo das solugdoes vidveis do problema do 1L.CS (as subseqiiéncias comuns
de s et).

Prova. Esta prova utiliza o seguinte teorema dado por Chvatal |7].

Antes, mostramos algumas definigoes necessarias para o teorema. Cocliques, ou
conjuntos estaveis, sao conjuntos de vértices que nao sao adjacentes dois a dois.
Dizemos que G é um grafo perfeito se, para cada subgrafo induzido G’ de G, o
tamanho do clique maximo de G’ é igual ao niimero minimo de cores necesséarias
para colorir G’ de forma que dois vértices adjacentes ndo tenham a mesma cor.

Teorema 2.2. (Chvdtal) Seja G = (V, E) um grafo. Considere o poliedro

P={zeRY | ¥, cqzv <1 paratodo cocligue SCV e
Ty >0 para todo v € V'}.

Entao o poliedro de cliques é dado por P se e somente se G ¢é perfeito, onde
um poliedro de cliques € definido como o casco convexo dos cliques de G.

Uma prova desse teorema pode ser encontrada em [23].

Tome G n¢ como na Secdo 2.3 (Gy¢ € o grafo de ndo-cruzamento, onde os vértices
sao casamentos e dois casamentos sdo adjacentes se e s6 se eles ndo se cruzam).
Observe que P & igual a Prorp para o grafo Gyc: V = € e cocliques sao estrelas.
Provamos agora que G ¢ € um grafo perfeito.

Vimos anteriormente que G y¢ pode ser definido por uma relacdo de ordem par-
cial, isto é, Gyc é um grafo de comparabilidade. Mostramos entdao que qualquer
grafo de comparabilidade é perfeito (isso sai diretamente do dual do teorema de
Dilworth [9, 17], mas reescrevemos a prova no contexto de grafos).
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Fato 2.6. Todo grafo de comparabilidade é perfeito.

Prova. Seja G um grafo de comparabilidade. Considere a orientagdo transi-
tiva de GG. Para cada vértice v, encontre o caminho orientado mais comprido,
digamos de comprimento vy, para o qual v é seu tltimo vertice. E claro que o
v méximo é o comprimento méaximo de um caminho orientado e, portanto, é
o tamanho de um clique méximo devido & transitividade de G. Também néo
é dificil ver que podemos colorir minimamente cada vértice com seu vy tal que
nenhum par de vértices adjacentes tenham a mesma cor (o nimero de cores
¢ 0 v, maximo). Portanto, o tamanho do clique méximo ¢ igual ao nimero
minimo de cores necessarias para colorir G sem que dois vértices adjacentes
tenham a mesma cor. Como isso vale para todos os subgrafos induzidos de
G (pois um subgrafo induzido de um grafo de comparabilidade também é de
comparabilidade), G é perfeito. O

Com isso, temos que Gyc ¢é um grafo perfeito. Portanto, Prorm ¢ 0 poliedro
dado pelo casco convexo dos cliques de G y¢. Isso nao s6 diz que Pyopy, tem vértices
inteiros (o que ja implica que Ptopm = Prcs pois Propm, € valido para o problema do
LCS), como também diz diretamente que Pform, € 0 casco convexo das subseqiiéncias
comuns de s e t (um clique em G ¢ é uma subseqiiéncia comum). ]

Uma prova alternativa mais direta para esse teorema pode ser encontrada em [10]
(esta iniciagdo cientifica colaborou com o desenvolvimento dessa referéncia). Ela mos-
tra que toda inequacdo que define faceta pode ser escrita como alguma das inequagoes
de me"m-

Como conseqiiéncia disso, na nossa formulacao de programagao inteira anterior,
podemos trocar a restri¢do z;; € {0,1} por z;; > 0, uma vez que a otimizacdo dessa
formulagao sempre resulta em uma solugao inteira (binaria). Assim, a formulacao de
programacao linear seguinte é vilida e minimal para o problema do LCS.

max Z Zij
(1,J)€€
S. a Z z;j < 1 para toda estrela maximal S contida em ¢,
(i,7)€S
zij > 0 para todo (i,7) em €.

2.6 Dualidade

Em programagao linear, um problema dual é um problema relacionado ao original
(que chamamos de primal), que pode ser definido seguinte forma.
Dado o problema primal
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max czT
s.a Az < b
z > 0,
seu dual é
min yb
s.a YA > ¢
y > 0.

O teorema fraco da dualidade afirma que o valor da funcao objetivo do problema
dual é sempre maior ou igual ao valor da fungao objetivo do problema primal (se
for de maximizagao). O teorema forte da dualidade diz que o valor 6timo da funcao
objetivo dos dois problemas sao iguais.

Um problema de programagao inteira também tem um par dual, o dual da relaxa-
cao linear dele, mas para ele nao necessariamente vale o teorema forte da dualidade,
embora valha o fraco. No caso do problema do LCS, o fato de que existe uma formu-
lacao de programacao linear para ele implica que podemos obter um problema dual,
para o qual vale que os valores 6timos das suas fungoes objetivos sdo iguais.

Consideramos a definicao do par primal-dual no problema do LCS. Seja . o
conjunto estrelas maximais em s e t, e m = ||, n = |¢|. A matriz A é uma matriz
bindria m X n cujas linhas representam estrelas maximais e colunas representam
casamentos. O elemento a;; = 1 se o casamento i pertence a estrela maximal j, ou
a;; = 0 caso contrario. Ademais, os vetores ¢ de tamanho n e b de tamanho m sao
(1,1,...,1). Assim, podemos formular o dual do problema do LCS da seguinte forma:

Seja uma varidavel y € R™. Apesar de y nao ser binédria, podemos ver y como
ys = 1 se escolhemos a estrela maximal S, ou yg = 0 caso contrario.

min Z Ys
Ses
S. a Z ys > 1 para todo casamento c em %,
SeK.
ys > 0 para todo S em .7,

onde K. é o conjunto de estrelas maximais que cobre ¢, isto é, K, = {S € . | c € S}.
O poliedro associado ao problema acima tem vértices inteiros, pois o problema
primal também o tem. Ou seja, uma solugdo 6tima do problema é inteira.
Assim, pelo teorema forte da dualidade, temos que o comprimento de um LCS
equivale ao ntumero minimo de estrelas necessarias para cobrir todos os casamentos.
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Ademais, podemos mostrar que essa afirmagdo é verdadeira sem usar programa-
¢ao linear. Um método ¢ usar o teorema de Dilworth [9] ou seu dual [17], mas vamos
aproveitar que provamos que Gy¢ € perfeito no final da Secao 2.5 (usando o dual do
teorema de Dilworth). Relembrando da defini¢ao de grafo perfeito, G é perfeito se,
para todo subgrafo induzido G’ de G, o tamanho do clique maximo de G’ é igual ao
nimero minimo de cores necessarias para cobrir G’ de forma que nao hajam dois veér-
tices adjacentes com a mesma cor (que é o mesmo que o nimero minimo de cocliques
necessarios para cobrir G'). Ou seja, como em Gy¢ um clique méximo representa
um LCS e um coclique representa uma estrela, temos que o comprimento de um LCS
é igual ao ntimero minimo de estrelas necessarias para cobrir os casamentos.

Note que como o complementar de um grafo perfeito é perfeito, isso também vale
para G¢. Isto é, o niimero minimo de conjuntos de casamentos necessarios para cobrir
todos os casamentos que definem subseqiiéncias comuns é igual ao comprimento de
uma estrela méxima.

Existem algoritmos para o problema do LGS que exploram essa dualidade [11].



Capitulo 3

Um estudo do RFLCS

3.1 Resultados conhecidos

O RFLCs é um problema pouco estudado na literatura.

Adi et al. [1] prova que o problema do RFLCS é ApPX-dificil mesmo se cada simbolo
aparece no maximo duas vezes em cada uma das seqiiéncias dadas. Isto é, ndo existe
um algoritmo de aproximacao de complexidade de tempo polinomial que garante
uma solugdo perto da 6tima para o problema do RFLCS (tal algoritmo é chamado de
polynomial-time approzimation scheme, ou PTAS). Conseqiientemente, o problema
do RFLCS é NP-dificil. Fernandes et al. [10] realiza um estudo poliédrico do problema
do RFLCS, assim como € feito neste texto. Esta iniciacdo cientifica contribuiu para o
desenvolvimento dessas duas referéncias.

Bonizzoni et al. [4] estuda uma generalizacao dos problemas do LCS e do RFLCS,
o problema da subseqiiéncia comum méaxima exemplar (ezemplar longest common
subsequence). Esse problema considera um conjunto de simbolos opcionais e um
conjunto de simbolos obrigatdrios e permite que, dependendo da versao do problema,
haja exatamente uma ou pelo menos uma ocorréncia dos simbolos obrigatérios, e
no maximo uma ou um ndmero irrestrito de ocorréncias dos simbolos opcionais.
Assim, o problema do LCS equivale ao que todos os simbolos sdo opcionais e ha
um numero irrestrito de ocorréncias deles, e o problema do RFLCS equivale ao que
todos os simbolos sdo opcionais e had no maximo uma ocorréncia de cada um. Um
dos resultados nesse artigo ¢ uma prova de que as versoes que permitem no méximo
uma, ocorréncia dos simbolos opcionais sdo APX-dificil mesmo no caso em que cada
simbolo aparece no méximo duas vezes em cada seqiiéncia.

3.2 Formulagoes para o RFLCS

Como ja mencionado na introducao, o RFLCS é uma variante do L.CS na qual cada
simbolo do alfabeto pode aparecer no maximo uma vez na subseqiiéncia comum que

24
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procuramos.

Pela definicdo do problema, é natural modificar as formula¢Ses do LCS adicio-
nando uma restricdo nova que impede que dois casamentos com o mesmo simbolo
associado sejam escolhidos.

maximizar o namero de casamentos escolhidos

sujeito as restrices para cada simbolo do alfabeto, escolhemos
no maximo um casamento associado a ele;

(restricdo de cruzamentos ou estrelas do LCS);

para cada casamento, escolhemos ele ou 0 ou 1 vez.

Assim, as duas restrigoes a seguir sdo possiveis. A proxima formulacdo usa casa-
mentos.

Seja € o conjunto de todos os casamentos de s e t e €(a) o conjunto de casamentos
de s e t que tém o simbolo associado a. Seja z € {0,1}% um vetor tal que zij = 1 se
escolhemos o casamento ¢ = (4, j), e z;; = 0 caso contrario.

max E Zij

(i.))€?
S. a Z zij <1 para todo a no alfabeto,
(1,)€% (a)
Zij+ e <1 para todo (i,7) e (k,f) em € que se cruzam,
zij € {0,1} para todo (i,7) em €.

A seguir, temos a formula¢do usando estrelas.

max E Zij

(3,5)€€
S. a Z zij <1 para todo a no alfabeto,
(4,5)€% (a)
Z zij <1 para toda estrela maximal S contida em %,
(i,7)€S

zi; € {0,1} para todo (i,j) em €.

Assim como foi feito no problema do LCS, vale a pena procurar uma formulacio
melhor. No entanto, o problema do RFLCS é NP-dificil. Como conseqiiéncia disso,
a menos que P = NP, nao & possivel descrever explicitamente o casco convexo das
solugdes vidveis inteiras do problema como foi feito para o do LCS. Mesmo assim,
ainda podemos procurar uma formulacao melhor.

A definicéo de estrela para o problema do LCS € um conjunto de casamentos que se
cruzam dois a dois. Estendemos essa definicao. Definimos estrela estendida como
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um conjunto de casamentos que ou se cruzam ou tém o mesmo simbolo associado
dois a dois. Assim, uma estrela estendida maximal é um conjunto maximal com
essa propriedade, isto é, para qualquer casamento de simbolo a de fora da estrela
estendida maximal, existe algum casamento de simbolo diferente de a que esteja
nessa estrela e que nao se cruze com ela.

s: CA A DIGBTD

t: ABACDATD

Figura 3.1: Exemplo de uma estrela estendida maximal.

Dois casamentos distintos que pertencem ao conjunto de casamentos que define
um RFLCS ndo podem pertencer a uma mesma estrela estendida, pois, caso contra-
rio, eles se cruzariam ou teriam o mesmo simbolo associado. Portanto, a seguinte
formulagao é valida.

Seja & o conjunto de todos os casamentos de s e t e ' (a) o conjunto de casamentos
de s e t que tém o simbolo associado a. Seja z € {0,1}% um vetor tal que zij = 1 se
escolhemos o casamento ¢ = (4, j), e z;; = 0 caso contrario.

max E Zij

(3,5)€€
S. a Z zij <1 para todo a no alfabeto,
(i.5)€%€ (a)
Z zij <1 para toda estrela estendida maximal S C %,
(i,9)€S

m

Zij {0,1} para todo (i,7) em %.

Observe que, em particular, o conjunto % (a) é uma estrela estendida. Portanto,
as restricdes de que s6 pode ter uma ocorréncia de cada simbolo sdo redundantes.
Agsim, a formulacao a seguir é valida.

max Z Zij
(4,)e¥€
S. a Z zij <1 para toda estrela estendida maximal S C %,
(i,9)es
zij € {0,1} para todo (i,7) em €.
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Agora, provamos que a restricao Z(i,j)eS zij < 1 para toda estrela estendida
maximal S é necesséria para o problema do RFLCS, isto é, ela define faceta de Prrrcs.
Definimos

Prrics := conv{z € {0,1}% | =z representa uma subseqiiéncia comum
sem repeti¢oes de s e t}.

Usamos o mesmo método indireto usado na Sec@o 2.5 para provar que as restricoes
de estrela estendida definem facetas. A prova é andloga & prova para as restrigoes
de estrela do LCs.

Fato 3.1. A inequacdo Z(ij)ES zij < 1 define faceta de Prrics para toda estrela
estendida maximal S C €.

Prova. Fixe uma estrela estendida maximal S C 4. Como S é maximal, para todo
(k,¢) € €~ S com simbolo associado a, existe um (7, ) € S com simbolo associado
b # a que nao se cruza com (k, £). Tome os pontos e + ¥ para todo (k,¢) € €~ S
e um (i,j) € S que nao se cruza com (k,¢) e tem simbolo associado diferente do
simbolo associado a (k, £), e os pontos e¥ para todo (i,5) € S. E facil ver que esses
pontos pertencem a Prpr,cs € satisfazem Z(m-)es 2z = 1. Considere um hiperplano
az = « e suponha que esses n pontos estao nele. Entao podemos substituir os pontos
na equacao. Assim, ae’ = o, V(i,j) € S, e a(e +eF) = a,V(k,0) € €S, (i,j) € S
que nao se cruza com (k,#) e tem simbolo associado diferente do simbolo associado
a (k,f). Aplicando a primeira equacio na segunda, vale que o + ae®* = a, isto ¢,
ae*t = 0, para todo (k,£) € €\ S. Portanto, a;; = a,V(i,j) € S, e ape = 0,V(k, () €
%~ S. Logo, temos que az = « é 0 mesmo que « Z(m)es zij +0 Z(m)eg)\s Zij =«
ou seja, Z(M)GS zjj = 1. Portanto, a inequagao Z(i’j)es zij < 1 define faceta. ]

Essa é a melhor formulagao que obtivemos.

3.3 Grafos relacionados

Consideremos os grafos de cruzamento G¢ e nao-cruzamento G ¢ como no problema
do LCs (Secao 2.3). Lembremos que um grafo de cruzamento é aquele cujos vértices
830 os casamentos e dois casamentos sdo adjacentes se e 86 se eles se cruzam, e um
grafo de ndo-cruzamento é o complementar desse grafo.

No caso do problema do RFLCS, vamos chamar esses grafos de G, e Gy, respec-
tivamente. Colorimos os grafos G e G’y de forma que cada casamento é colorido
com o simbolo associado a ele. As Figuras 3.2(a) e 3.2(b) representam uma tal colo-
ragao para Gy e G'y respectivamente (como a figura é preto-e-branco, a coloragao
é representada através de simbolos).

Vimos que, em G, um LCS pode ser representado por um clique maximo. Um
RFLCS nao pode ter dois casamentos de mesma cor. Assim, um RFLCS pode ser
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Figura 3.2: (a) Coloragao do grafo Gi.. (b) Coloragao do grafo G'y.

representado por um clique maximo que nao tenha dois casamentos de mesma cor.
Nao perdemos generalidade ao afirmar que um clique mais colorido possivel (isto é,
com um nimero méximo de cores distintas) representa um RFLCS, uma vez que po-
demos eliminar casamentos de cores repetidas, deixando apenas um de cada cor. Da
mesma forma que fizemos anteriormente com o problema do LCS, podemos conside-
rar uma orientacao tal que os cliques sejam dados por caminhos orientados. Assim,
o problema do RFLCS pode ser reduzido para encontrar um caminho orientado mais
colorido possivel em G- colorido.

Vamos considerar dois grafos similares a Gi e G'y . Definimos o grafo G¢ para
o problema do RFLCS como o grafo com o conjunto de vértices igual ao conjunto
de casamentos e dois casamentos sdo adjacentes se e somente se ou eles se cruzam,
ou eles tém o mesmo simbolo associado. Definimos também Gpyc como o grafo
complementar de G¢ (dois casamentos sdo adjacentes se e s6 se eles ndo se cruzam
nem tém o mesmo simbolo associado).

Esses dois grafos sao mais interessantes que Gi, e G’y no sentido de que um
clique maximo em Gpy¢ (conjunto de casamentos que ndo se cruzam nem tém o
mesmo simbolo associado dois a dois) representa um RFLCS, e um clique maximal
em G¢ (conjunto de casamentos que se cruzam ou tém o mesmo simbolo associado
dois a dois) representa uma estrela estendida maximal.

Observemos agora algumas relacoes entre os grafos e a dificuldade do problema.
Lembremos a prova da integralidade do poliedro via um teorema de Chvatal da
Secao 2.5: o poliedro de cliques de um grafo G é dado pela formulagdo por cocliques
se e somente se G é perfeito. O grafo Gy¢o é o grafo para o qual os cocliques sdo



CAPITULO 3. UM ESTUDO DO RFLCS 29

> w = 0O 0O = O

4 —

t CA ADGBD

55—

(k)

Figura 3.3: (a) Grafo G¢. (b) Grafo Gnc. Em destaque estao as diferencas dos
grafos Go e Gnyo do LCS: em (a), as arestas novas, em (b), as arestas que nao
existem mais.

estrelas estendidas e os cliques sdo subseqiiéncias comuns sem repeticoes. Portanto,
dado Pform 0 poliedro associado a relaxacao linear da formulacao anterior, PrRrrcs =
Prorm se e somente se Gy € perfeito. O que isso diz é que, de uma certa forma, a
dificuldade do problema do RFLCS é ditada pelo fato de G ¢ ser ou néo perfeito.

Um caso fécil simples é quando Gnc = Gy Isso ocorre quando, para cada
simbolo a, existe no maximo uma ocorréncia de a ou em s ou em t. Na verdade,
nesse caso, todo LCS de s e t é sem repeticoes.

Com essa idéia em mente, podemos encontrar um contra-exemplo para uma afir-
macao relacionada a dualidade do problema do RFLCS (verdadeira no caso do LCS): o
comprimento de um LCS é igual ao nimero minimo de estrelas estendidas necessarias
para cobrir os casamentos.

J& vimos que se Gy é perfeito, entao vale a afirmagao acima. A reciproca nem
sempre é verdadeira, pois a definicdo de grafo perfeito envolve todos os subgrafos
induzidos de G. Uma idéia é encontrar um grafo G ¢ vilido que ndo seja perfeito.

O teorema forte do grafo perfeito afirma que um grafo é perfeito se e somente se
ele é um grafo de Berge [6]. Um grafo de Berge é um grafo que nao contém nenhum
buraco impar ou anti-buraco fmpar. Um buraco impar é um circuito induzido de
comprimento impar maior ou igual a 5, e um anti-buraco impar é o complemento
de um buraco impar. Mostramos entdo um grafo Gy¢ com anti-buraco impar de
comprimento 7, ou melhor, para uma visualizacao mais facil, um grafo G¢ com
buraco fmpar de comprimento 7.
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Figura 3.4: Um buraco impar de comprimento 7 em Gg¢.

Por inspecao, o comprimento de um RFLCS nesse exemplo é 3, e o ntimero minimo
de estrelas estendidas necessarias para cobrir os casamentos é 4.

3.4 Limitantes

Nesta se¢ao, discutimos alguns limitantes inferiores e superiores do problema do
RFLCS.

Um limitante superior 6bvio é o tamanho do alfabeto, pois nao pode haver sim-
bolos repetidos em um RFLCS. Outro limitante superior ¢ o comprimento de um LCS
das seqiiéncias. De fato, um RFLCS também é um LCS e, portanto, o comprimento
de um LCS é pelo menos o comprimento de um RFLCS.

Para encontrar limitantes inferiores, nos baseamos em algoritmos de aproximacao.

Algoritmos de aproximagcio sdo algoritmos que procuram uma solugao perto da
solucao otima. Infelizmente, o problema do RFLCS é APX-dificil, o que significa que
nao h&a PTAS para o problema (a menos que P = NP), isto é, ndo ha algoritmo de
aproximacao que garante uma solucdo perto da 6tima e roda em tempo polinomial.
Apesar disso, ainda vale a pena buscar algoritmos de aproximagdo que talvez sejam
bons em média.

Um algoritmo de aproximacgao simples é rodar algum algoritmo qualquer que
resolve o problema do LCS e eliminar simbolos repetidos, deixando apenas uma ocor-
réncia de cada simbolo. E claro que esse algoritmo roda em tempo polinomial,
supondo que o algoritmo para o LCS também roda em tempo polinomial.

Um segundo algoritmo de aproximagao é probabilistico. Para cada simbolo a,
encontre a seqiiéncia s ou t que tem menos ocorréncias de a (se for igual, escolha
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uma qualquer). Nessa seqiiéncia, escolha aleatoriamente (de forma uniforme) uma
das ocorréncias de a e elimine o resto das ocorréncias de a nessa seqiiéncia. O LCS
das seqiiéncias resultantes s’ e ¢’ & um RFLCS.

Um terceiro algoritmo de aproximagao é uma variante do anterior que usa menos
bits aleatérios. Um ntimero é escolhido no intervalo entre 0 e 1 e fazemos o mesmo
que o segundo algoritmo, mas, na escolha das ocorréncias, esse numero é usado. Para
desaleatorizar esse algoritmo, podemos considerar o intervalo de 0 a 1 e dividi-lo em
faixas, onde cada faixa representa as ocorréncias dadas por esse ntmero aleatério.
Agsim, aplicamos o algoritmo para as ocorréncias de todas as faixas e pegamos o
melhor resultado. E claro que esse algoritmo desaleatorizado ¢ sempre melhor ou
igual ao algoritmo original.

Seja m(a) o menor entre o numero de ocorréncias de ¢ em s e o numero de
ocorréncias de a em ¢t. Seja m o maior m(a) para todo simbolo a do alfabeto. Esses
trés algoritmos sao m-aproximacoes, isto é, o comprimento da seqiiéncia que cada
algoritmo devolve é maior que 1 do comprimento de um RFLCS [1].

Outro algoritmo de aproximacao probabilistico se baseia no estado atual do pro-
blema. Construimos uma matriz de probabilidade baseado na solugdo vidvel atual,
onde damos pesos para cada casamento, e, usando essa matriz, escolhemos de forma
andloga aos dois algoritmos anteriores as ocorréncias dos simbolos que queremos
manter.

Esses algoritmos de aproximagdo probabilisticos sdo rodados varias vezes e o
melhor dos resultados é selecionado, para se obter uma solucao boa.



Capitulo 4

Implementacao e resultados
experimentais

Um algoritmo exato para resolver o problema do RFLCS foi implementado usando o
pacote GLPK (GNU Linear Programming Kit), que é uma biblioteca de func¢oes em
linguagem C para a resolucdo de problemas de programacao linear. O GLPK inclui
implementacoes do simplex, do método de pontos interiores e de funcionalidades para
programacao inteira, além de ser um resolvedor stand-alone de problemas de progra-
macao linear e inteira. Ele foi escolhido por ser o pacote de programagao linear livre
mais conhecido. Existem pacotes comerciais, como o CPLEX, que provavelmente
utilizam técnicas melhores.

Neste capitulo, discutimos a implementacao desse algoritmo e, ao fim, observamos
alguns resultados experimentais.

4.1 Algoritmo branch and cut

O algoritmo é baseado na técnica branch and cut, que é uma extensao do branch
and bound. Explicamos o branch and bound primeiro. Tudo o que é explicado nesta
secao ja estd implementado no GLPK.

O branch and bound é uma técnica para se resolver de forma exata um problema
de programacao inteira decompondo-o em problemas de programacao linear. Pode-
mos construir uma arvore que enumera os subproblemas de um problema, onde em
cada subproblema fixamos uma variavel, como na Figura 4.1.

Realizar tal enumeracdo de forma completa é dificil, pois o nimero de vértices
da arvore cresce muito rapidamente. A técnica branch and bound &€ uma enumeracao
implicita dessa arvore. A idéia do algoritmo é construir uma arvore, armazenando
para cada vértice os limitantes superiores e inferiores do problema do vértice, e usar
esses limitantes para podar a arvore, isto é, desconsiderar vértices (e conseqiiente-
mente ramos inteiros) que sabemos que nao precisam ser examinados. A ramificac¢do

32
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Figura 4.1: Uma arvore de enumeragdao com duas varidveis binérias x; e xa.

de um vértice é feita escolhendo uma varidvel do problema, digamos z, e, para al-
gum inteiro k, criamos um vértice filho em que x < k, e outro em que = > k + 1.
Existem varios detalhes e estratégias para esse algoritmo que estao fora do escopo
deste texto; dentre eles, a escolha dessa varidvel. Usamos as heuristicas e estratégias
implementadas no GLPK.

O branch and cut estende o branch and bound permitindo a inclusao de planos de
corte no problema durante a execugdao do algoritmo. Planos de corte sao restrigbes
novas que “cortam” fora alguma solugao fracionaria, melhorando o aspecto poliédrico
do problema.

No caso do problema do RFLCS, temos um numero exponencial no tamanho do
problema de estrelas estendidas maximais. Isto é, temos um ntmero exponencial de
restricoes, o que nos impede de colocar todas as restrigdoes no comeco e rodar um
algoritmo branch and bound. Porém, nem todas as restricoes sao necessarias.

Assim, fazemos o seguinte. Comegamos com nenhuma restricado ou com alguma
restricdo simples. Apos o passo de encontrar uma solucdo 6tima para a relaxacao
linear, procuramos uma estrela estendida maximal que viole a solucao 6tima atual. Se
houver, adicionamos o plano de corte dessa estrela estendida maximal, reotimizamos
o problema, e procuramos outra estrela estendida maximal que viole a solucdo. Se
ndo houver, prosseguimos com o problema.

O problema de encontrar tal estrela estendida maximal é chamado de problema
da separacgao, que tratamos na proxima sec¢ao.

Para mais informagoes sobre essas técnicas, vale a pena procurar um bom livro
de programagcao inteira. As explicag¢oes acima sao baseadas no livro [26].
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Figura 4.2: Diagrama de fluxo de um algoritmo branch and cut.
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4.2 Problema da separacao

O problema da separacdo consiste em, dado um ponto fracionario, encontrar um
plano de corte (uma inequagdo) que a elimine do poliedro associado ao problema.
Como explicado na se¢ao anterior, desejamos encontrar uma estrela maximal (no
caso do LCS) ou estrela estendida maximal (no caso do RFLCS) tal que a restri¢ao
associada a ela é violada por um certo ponto, que é uma solucao viavel da formulacao
anterior.

(simplex primal)

(simplex dual)

Figura 4.3: Exemplo de planos de corte que, nesse caso, resultam em uma solugdo
inteira viavel para a direcao de otimizacao dada.

Tratamos primeiro o problema do LCS. Sejam s e t as seqiiéncias do problema
e z o ponto vidvel para o qual queremos verificar se existe uma restricao de estrela
maximal violada por ele. E claro que 0 < zij < 1 para todo (i,j) € €. Considere
a seqiiéncia s reverso, s, isto é, s com a ordem dos simbolos invertida. Um LCS
de s" e t para o qual permitimos casamentos com mesma ponta é uma estrela de
cardinalidade maxima em s e t, como ilustrado pela Figura 4.4. De fato, a ordem
relativa dos elementos em s € invertida em s”. Além disso, os casamentos com mesma,
ponta também entram na estrela maxima como deveriam.

Assim, modificamos o algoritmo de programacao dindmica para o LCS para levar
em conta z como os pesos e permitir casamentos com mesmo extremo.
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Figura 4.4: O reverso de uma seqiiéncia e a estrela maxima resultante.

Primeiro, considere apenas os pesos. A recursao da Segdo 2.1 se torna:

0, set=0o0uj=0
R(i,j) = § max{R(i — 1,5 — 1) + 2, R(i = 1,7), R(i,j — 1)} ses] =t;
maX{R(z - 17])7R(17J - 1)}7 s5€ 5: 7é t]

Com essa recursdo, o algoritmo devolve uma subseqiiéncia comum de s™ e t que
maximiza a soma dos pesos (dado por z) dos casamentos escolhidos. Agora, para
permitir casamentos com mesma ponta, a cada vez que s; = t;, olhamos nao s6 para
o proéprio casamento, mas também para os casamentos de mesmo extremo que vém
antes. Em termos da matriz de programagao dinamica, eles sao os elementos (k, ¢)
da mesma linha ou da mesma coluna que (7,7) em que s}, = .

0, set=0o0uj=0
R(Zaj) = max{m(z,]),R(z—1,j),R(z,j—1)} se sztj
maX{R(Z - 17])7R(27] - 1)}7 se S; 7& tj
onde
m('l,j) = max{mlm(i,j),mcol(z',j)},
myin(i,J) = maXngSj{R(i —1L0-1)+ Z(p,q)eslm(&ivj) qu}}a
com Sy (€., 5) = {(i,q) €€ | £ < q < j},
Meol(i,J) = maxlSkSi{R(k -Lj-1+ Z(p,q)escol(k,i,j) qu}7

com Scol(kaiaj) = {(paj) € | k <p< Z}

Em outras palavras, m(i,j) é a melhor escolha do (k,¢) (em termos da soma dos
pesos dos casamentos entre (7,j) e (k,£)) que estd ou na mesma linha, ou na mesma
coluna que o elemento (4, 7).

Logo, o resultado do algoritmo de programacao dindmica ¢ uma estrela S de s
e t que maximiza essa soma. Essa soma é Z(m)es zi;j e, portanto, se ela for maior
que 1, entdo a restricido dessa estrela é violada por z. Caso contrario, ndo existe
restricao de estrela violada por z, pois maximizamos essa soma.
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E um tanto estranho usar um algoritmo para o problema do LCS para resolver o
problema da separagao para o LCS. No entanto, para o RFLCS, um método baseado
nele para resolver o problema da separac¢do é interessante, pois ele é polinomial.

O problema da separacdo para o RFLCS pode ser resolvido de forma similar. Sejam
s et as seqiiéncias do problema e z o ponto vidavel que queremos separar. Uma estrela
estendida em s e t equivale a um conjunto de estrelas estendidas disjuntas em s” e t.
Na verdade, para cada uma dessas estrelas estendidas S, os simbolos associados aos
casamentos de S sdo iguais, isto é, eles formam bipartidos completos, como ilustrado
pela Figura 4.5.

THE-K
t t \

Figura 4.5: O reverso de uma seqiiéncia e a estrela estendida maxima resultante.

Podemos modificar o algoritmo de programacao dindmica para encontrar esse
conjunto de estrelas estendidas disjuntas cuja soma dos pesos seja méxima. Vale a
seguinte recursao:

0, set=0o0uyj=0
R(Zaj) = maX{ma(i,j),R(i—1,j),R(i,j—1)} se Sf:tj =a
maX{R(Z - 17.7)7R(17j - 1)}7 se 8; 7é t]
onde
ma(i, 5) = maxi<p<ii<e<{R(E = 1,0 = 1)+ 32, 1yesaking) 2pat €
Sa(k,il,5) = {(p,q) €€ |k<p<i, £<q<}j, (p,q) tem simbolo a}.

Observe que S, é uma dessas estrelas estendidas de mesmo simbolo. A idéia da
recursdo é considerar essas estrelas, formando um conjunto delas. Note que a cada
vez que s, = t;, isto é, (4,7) é um casamento, procuramos a estrela estendida S,
de maior peso que inclui (i,j) e vem antes dele. A Figura 4.6 descreve melhor a
recursao acima no caso s; = t;.

O algoritmo de programacao dindmica que usa a recursao acima tem complexi-
dade de tempo O(n?m?) e de espaco O(nm). Tanto no caso do LCS como no do
RFLCS, para recuperar as estrelas estendidas disjuntas (ou conjunto de casamentos
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Figura 4.6: Uma matriz de programagao dindmica. Estamos olhando para o elemento
(1,7) e considerando um (k, £), que define uma estrela estendida até (i, j). A recursao
escolhe o (k, /) que maximiza o peso da estrela.

de mesma ponta no caso do LCS) a partir da matriz de programacao dinamica, pre-
cisamos armazenar os (k,f) que maximizam a recursao no caso s; = t;. Cada um
desses (k, £) representa uma dessas estrelas estendidas.

Assim como no caso do LCS, se o resultado desse algoritmo for maior que 1, entao
a solugao viavel z viola a restricao dada pela estrela estendida maximal que achamos.
Caso contrario, nao existe estrela estendida cuja restricdo é violada por z, pois ela é
maxima.

Uma observacao interessante sobre esses planos de corte é que eles equivalem
a planos de corte ja estudados na literatura, chamado cortes por clique [2]. Um
grafo de conflito é um grafo no qual os vértices sdo as varidveis binérias e seus
complementos. Ademais, dois vértices sdo adjacentes se e s6 se no maximo uma das
variaveis representadas pelos vértices pode ser igual a 1. No caso de um problema
de programacdo inteira genérico, podemos encontrar cliques maximais nesse grafo e
gerar inequagbes novas a partir desses cliques. A Figura 4.7 representa um grafo de
conflito.

No caso do LCS e do RFLCS, devido a aparéncia das restricoes, podemos desprezar
os vértices que representam o complemento da varidvel. O grafo resultante é G¢
e os cliques maximais justamente sdo as estrelas maximais ou estrelas estendidas
maximais.

No entanto, como 0s nossos cortes se aproveitam da estrutura do problema, eles
sa0 mais eficientes que esse método mais genérico.
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o o %+ (1 -x)

=
X + ¥ =1
=

o o (1-%) + X
o G I{,+{1-]£:|+}Ch

Figura 4.7: Um grafo de conflito. As arestas destacadas formam um clique.
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4.3 Pré-processamento

Antes de rodar o algoritmo baseado em branch and cut, as seqiiéncias sdo pré-
processadas. Um método para pré-processar as seqiiéncias é descrito abaixo.

Fato 4.1. Dada uma segiiéncia qualquer z, seja x = zF com k > |z| (2% denota
z repetido conseculivamente k vezes) e ' = z'a com £ = |z| — 1 e a ¢ o primeiro
simbolo de z. Entao y € uma subseqiiéncia sem repeticoes de x se e sé se ela é uma
subsegiiéncia sem repeticoes de x'.

Por exemplo, para |z| = 1, podemos substituir aaaa por a, e para |z| = 2, podemos
substituir abababab por aba. Um detalhe adicional € que a ulttma repeticdo de z em
x pode ser wm prefizo de z ao invés do z inteiro; por exemplo, ababa ainda se torna
aba.

Prova. Basta observar que 2’ contém todas as subseqiiéncias sem repeticao possiveis
para o alfabeto composto pelos simbolos de 2’ (e conseqiientemente os simbolos de ).

De fato, vamos supor o pior caso, ou seja, z = a1as ... a, tem todos os simbolos
distintos, n = |z|. A subseqiiéncia sem repeticdo que mais se “estende” em x é
2" = apap—1...a;. Mais formalmente, seja m(z) o maior indice dos elementos de
x que z escolhe da melhor forma possivel (escolhendo os simbolos de z assim que
eles aparecem da esquerda para direita). Entdo m(z") é maximo. Vale que 2" é
subseqiiéncia sem repetigoes de 2/, pois z é repetido n— 1 vezes (cobrindo a,, ...as) e
ha um a; adicional no fim de x’. Portanto, todas as subseqiiéncias sem repeticao de
x tambeém estdo em 2’ (em particular, elas sdo todas do alfabeto dado pelos simbolos
de z). O

Podemos ver £ como um trecho de uma seqiiéncia maior s e, portanto, um RFLCS
de s e t ¢ também um RFLCS de s’ e t' eliminando essas repeti¢des consecutivas
como descrito acima. Na implementacao, esse pré-processamento é feito apenas para
|z| <2, pois, em geral, hd poucas ocorréncias de casos em que |z| > 2, a menos que
sejam especificos.
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4.4 Entrada e saida

Por padrao, o programa recebe os comprimentos das duas seqiiéncias s e ¢, gera
uniformemente as seqiiéncias usando um alfabeto de tamanho padrao, e aplica o
algoritmo descrito acima. Através de parametros de linha de comando, as op¢oes de
entrada podem ser alteradas. Elas sao as seguintes:

e O tamanho do alfabeto pode ser especificado.

e O método de geragdo de seqiiéncias pode ser alterado. Os métodos que foram
implementados sdo os seguintes:

— os simbolos do alfabeto sao distribuidos uniformemente, ou

— metade do alfabeto tem uma probabilidade maior de ocorrer nas seqiién-
cias, ou

— ao invés dos comprimentos das seqiiéncias, o programa recebe dois valores
T e y e gera as seqiiéncias tal que hajam no maximo = e y ocorréncias de
cada simbolo para s e t respectivamente.

Para a implementacao desse segundo método, foi implementada uma funcao
que recebe uma distribuicao de probabilidades dos simbolos do alfabeto, e ela
pode ser usada para outras distribuicoes de probabilidade.

e A semente (seed) para a geracao das seqiiéncias pode ser especificada, caso
queiramos gerar as mesmas seqiiéncias que em uma outra execuc¢ao. Essa se-
mente também é impressa na saida.

e Um arquivo com os dados de entrada (tamanho do alfabeto, comprimentos das
seqiiéncias, e as seqiiéncias em si) pode ser indicado. Nesse caso, o programa
ignora os dois parametros obrigatorios de linha de comando (os comprimentos
das seqiiéncias).

A saida consiste nos dados iniciais, nas informacoes de execucao do algoritmo
e na solucdo final. A informacGes de execucdo incluem a impressdo do peso da
estrela maxima, um limitante inferior (o algoritmo de aproximacao que se baseia na
solucao viavel) e um limitante superior (dado pela otimizacdo apos a inclusao de
novas restri¢oes de estrela estendida).

O programa também pode gerar um arquivo MetaPost contendo o desenho dos
casamentos das seqliéncias e os grafos associados G¢o e Gn¢, permitindo também
eliminar as arestas transitivas desses grafos. MetaPost é uma linguagem similar a
ETEX e um arquivo MetaPost contém informagoes para o desenho de uma imagem,
que pode ser gerada através do interpretador de mesmo nome (via o comando mpost).
Essas imagens podem ser coloridas de acordo com o simbolo. As Figuras 4.8, 4.9,4.10
mostram exemplos dessas imagens.
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Figura 4.8: Exemplo de uma saida do programa: representacdo de um RFLCS.

Figura 4.9: Exemplo de uma saida do programa: grafo de cruzamento sem arestas
transitivas.
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Figura 4.10: Exemplo de uma saida do programa: grafo de nao-cruzamento sem

arestas transitivas.
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4.5 Resultados experimentais

Os dados experimentais mostrados nesta secao sdo os mesmos disponiveis nas refe-
réncias |1 e [10].

cortes | resol. | 1. inf. | 1. sup. | ativos | visit.
1162.5 0] 444 63.9 1.0 0.0
128 | 3601.6 (3600/3604) | 1927.7 0| 56.8 75.2 1.0 0.0
192 | 2761.8  (762/3600) | 2532.1 6| 588 59.7 1.7 1 10.7

t. alf. | tempo  (min/max)
)
)
)
256 604.4 (224/1582) 1474.0 10 54.2 54.2 0.0 5.6
)
)
)

64 | 3604.5 (3600/3609

320 245.9 (193/498) | 1077.1 10 | 46.5 46.5 0.0 1.8
384 113.0 (72/200 797.0 10 | 43.0 43.0 0.0 1.0
448 76.0 (52/108 660.6 10 | 40.7 40.7 0.0 14

Tabela 4.1: Resultados experimentais usando restri¢des de estrelas estendidas.

A Tabela 4.1 mostra os resultados da execugdo do programa para |s| = [t| = 512
usando a implementagdo descrita neste capitulo. As seqiiéncias foram geradas de
forma uniformemente aleatéria, com alfabetos de tamanho %n, %n, cen %n. Para

cada tamanho, rodamos 10 instancias, com um limite de tempo de uma hora.

Na primeira coluna, temos o tamanho do alfabeto. Na segunda, o tempo médio
das 10 instancias em segundos, considerando o limite de tempo de uma hora (3600
segundos), e, em parénteses, o tempo minimo e méaximo em segundos. Na terceira, o
namero médio de cortes de estrela estendida gerados. Na quarta, o namero de vezes
que o programa chegou em uma solucao exata 6tima dentro do limite de tempo.
Na quinta e na sexta, os limitantes inferiores e superiores médios respectivamente.
Nas duas tltimas, os ntimeros médios de nés ativos da arvore branch and bound no
momento que o programa terminou e nés visitados ao decorrer da execucao.

Nessa tabela, podemos notar que é mais dificil resolver instancias cujo alfabeto
é pequeno em relacido ao tamanho das seqiiéncias. Até %n, nenhuma das instancias
foi resolvida até o final. Em %n, 6 das instancias foram resolvidas até o final, e para
os alfabetos de tamanho pelo menos %n, todas as instancias foram resolvidas dentro
do tempo limite de uma hora. E possivel que isso aconte¢a devido ao niimero grande
de repeticoes e, portanto, nimero grande de solucdes viaveis.

Uma outra hipdtese é que, com menos simbolos, existem mais arestas “novas”
(comparando com e sem repeticoes) que tém o potencial de formar buracos ou anti-
buracos impares no grafo de nao-cruzamento, o que torna o problema dificil (como
visto na Segao 3.3). Para ser um pouco mais preciso, para cada simbolo a, seja |s(a)|
o numero de ocorréncias de a em s, e |t(a)| o numero de ocorréncias de a em t. O
ntmero de arestas “novas” para cada simbolo a é O(|s(a)|?|t(a)|?), isto ¢, esse namero
cresce bastante se temos simbolos com ambos |s(a)| e |t(a)| grandes. Assim, quanto
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“novas”

mais repeticoes de um mesmo simbolo nas duas seqiiéncias, mais arestas
temos e, portanto, mais chance de se formar buracos ou anti-buracos impares.

Em geral, para os problemas de alfabeto maior, o nimero de nés visitados é
perto de 1, o que significa que quase nao ocorreram ramificacoes, isto €, as primeiras
solucoes ja foram inteiras. E possivel que, em alguns desses casos, o grafo de nio-
cruzamento associado ao problema seja perfeito e, portanto, o poliedro do RFLCS
tem vértices inteiros.

Para verificar experimentalmente o quanto a formulagao com restri¢oes de estrela
estendida é mais forte que a formulagdo mais simples (com restrigdes de cruzamen-
tos), rodamos testes com um algoritmo branch and bound usando esta formulacdo
simples. Configuramos o GLPK para gerar cortes de Gomory e por clique, e apli-
camos pré-processamento assim como na formulacdo anterior. A Tabela 4.2 mostra
esses resultados.

t. alf. | tempo  (min/méx) | cortes | resol. | L. inf. | 1. sup. | ativos | visit.
256 | 3669.3 (3642/3724) | 300.0 0| 133 56.0 29.0 3.0
320 | 2739.3  (771/3631) | 282.6 4| 457 47.3 456 | 91.7
384 | 1159.9  (534/2886) | 271.9 10 | 43.0 43.0 0.0 | 87.2
448 | 7461  (254/2537) | 2365 | 10| 40.7| 40.7| 0.0 | 117.0

Tabela 4.2: Resultados experimentais usando branch and bound com a formulagdo
simples (restrigdes de cruzamentos) e cortes gerados pelo GLPK.

Podemos ver que apenas nos casos gn e %n o algoritmo resolveu todos os 10 casos
dentro do tempo limite de uma hora e demorou aproximadamente 10 vezes mais que
na outra formulagao.

A Tabela 4.3 mostra a qualidade, em média, dos algoritmos de aproximacao.

Para essa tabela, geramos seqiiéncias de comprimento n de forma uniformemente
aleatéria. Assim como nas tabelas anteriores, foram rodadas 10 instancias por linha.
A primeira coluna é o tamanho do alfabeto, a segunda é o comprimento da seqiiéncia,
as trés proximas sao os resultados médios dos trés primeiros algoritmos de aproxima-
¢ao explicados na Sec¢ao 3.4 (LCS removendo repeticoes e dois que pré-processam as
seqliéncias probabilisticamente), a proxima é o maximo entre esses trés resultados,
e a ultima é o valor 6timo médio das instancias (apenas para as instancias que nao
demoram muito). Entre parénteses, para cada algoritmo de aproximacdo e para o
méximo, temos, respectivamente, o numero de vezes em que o resultado foi igual ao
méximo (nas colunas que nao é o méximo), e o numero de vezes em que o resultado
foi igual ao 6timo.

Os dados experimentais indicam que o algoritmo 3 devolve os resultados piores,
e o algoritmo 1 é o melhor dos trés para instancias de tamanho grande. Notamos
também que, para os dados que temos, a razao entre o resultado 6timo e o méaximo
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dos resultados dos algoritmos de aproximagao é sempre menor que % Assim como nas
tabelas anteriores, observamos que as instancias com alfabeto pequeno (em relacao
ao comprimento das seqiiéncias) sdo mais dificeis, inclusive em termos de algoritmos
de aproximacao.

Uma outra tabela similar & Tabela 4.3 que usa um método de geragao de seqiién-
cias diferente pode ser encontrada em [1].
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t.oalf. | n alg. 1 alg. 2 alg. 3 max. ot.
32 | 4.0 (10/10) | 4.0 (10/10) | 4.0 (10/10) | 4.0 (10) | 4.0
64 7.8 (8/8) 8.0 (10/10) | 7.9 (9/9) 8.0 (10) | 8.0
n/8 | 128 | 153 (7/6) 15.7 (9/7) 142 (1/0) 15.8 (8) | 16.0
256 | 25.8 (9/-) 23.1 (1/-) 213 (0/-) 259 (-) —
512 | 52.1 (10/-) | 40.5 (0/-) 36.5 (0/-) 52.1 (-) —
32 6.5 (4/4) 7.2 (10/10) | 6.9 (7/7) 7.2 (10) | 7.2
64 | 12.7 (3/0) 13.9 (10/1) | 129 (5/0) 139 (1) | 153
n/4 | 128 | 21.7 (8/0) 20.5 (3/0) 19.2  (0/0) 22.0 (0) |26.2
256 | 36.2 (10/0) | 31.0 (0/0) 289 (0/0) 36.2 (0) | 43.7
512 | 58.2 (10/-) | 46.2 (0/-) 432 (0/-) 582 () —
32 7.8 (3/3) 8.7 (9/7) 7.8 (2/2) 8.8 (8) 9.0
64 | 13.9 (4/0) 14.7 (7/3) 13.3 (1/0) 15.0 (3) |16.1
3n/8 | 128 | 22.5 (8/0) 21.9 (5/0) 20.6 (1/0) 228 (0) | 25.1
256 | 35.7 (10/0) | 31.6 (1/0) 30.3 (0/0) 35.7 (0) | 39.6
512 | 53.7 (10/0) | 44.9 (0/0) 43.3  (0/0) 53.7 (0) | 59.0
32 8.2 (6/4) 8.6 (10/8) 7.9 (3/1) 8.6 (8) 8.8
64 | 13.0 (2/1) 13.9 (9/3) 12.7 (1/0) 14.0 (3) | 14.7
n/2 | 128 | 21.3 (7/0) 21.0 (5/1) 19.6 (1/0) 21.8 (1) | 232
256 | 33.5 (10/0) | 30.7 (1/0) 29.3 (0/0) 33.5 (0) | 35.8
512 | 50.3 (10/0) | 44.7 (0/0) 423 (0/0) 50.3 (0) | 54.2
32 76 (6/4) 7.8 (8/6) 7.5 (5/4) 81 (8) 8.3
64 | 12.8 (6/4) 12.9 (7/3) 125 (4/4) 13.2 (6) | 13.7
5n/8 | 128 | 20.4 (8/1) 19.8 (5/1) 19.3 (1/0) 206 (2) |21.6
256 | 31.5  (9/2) 29.6 (2/0) 279 (0/0) 31.6 (2) | 328
512 | 46.2 (9/2) 424 (1/0) 41.3 (0/0) 464 (2) | 483
32 6.7 (1/1) 7.6 (10/9) 7.1 (5/4) 7.6 (9) 7.7
64 | 11.9 (4/3) 12.5 (9/7) 11.9 (3/3) 12.6 (8) | 12.8
3n/4 | 128 | 19.4 (8/6) 19.2 (6/3) 18.1 (2/1) 19.7 (7)) | 20.0
256 | 284 (9/2) 28.0 (5/2) 26.9 (3/1) 28.7 (3) |29.9
512 | 42.5 (10/2) | 39.8 (0/0) 39.4 (1/0) 425 (2) | 438
32 72 (8/8) 74 (9/9) 71 (6/6) 75 (10) | 7.5
64 | 11.6 (6/5) 11.8 (8/7) 11.3  (4/4) 12.0 (9) |12.1
/8 | 128 | 18.4 (8/7) 184 (8/7) 17.9 (3/3) 18.6 (9) | 188
256 | 26.8 (9/6) 26.0 (4/1) 252 (1/0) 26.9 (6) | 274
512 | 39.2 (10/0) | 374 (1/0) 36.6 (0/0) 39.2 (0) |40.7

Tabela 4.3: Valores dos algoritmos de aproximagdo e comparac¢do com as solugoes
exatas correspondentes.
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Conclusao

O problema do LCS é bem conhecido e tem varias aplicagoes, entdo uma descricao
completa e minimal do poliedro associado a ele é interessante. Também ¢é interes-
sante ver que algumas as caracteristicas poliédricas do problema do L.CS podem ser
estendidas para a variante RFLCS e possivelmente para outras variantes.

Uma relacdo interessante observada no problema do LCS e do RFLCS pode ser

resumida pelo diagrama a seguir.

descrigae completa de P (ou Pyp -)
através de restricoes de estrelas

O problema é resolvivel

— ! ’
) em tempo polinomial
Chyatal
‘ Gy & perfeito (G & perfeito)
{Teo. Forte da Dualidade)
Comprimeanto doe LCS (ou RFLCS)
Chudnovsky et al, . =
| ) Miim. min. de estrelas (estendidas)

- e . maximais necessarias para cobrir
Gy & G, nao tém buracos impares 08 casamentos

{sempre vale para o problema do LCS)

Figura 5.1: Relacdo entre algumas afirmacdes.

Como trabalhos futuros, podemos estudar a variante do RFLCS em que sao permi-
tidas as reversoes, como ocorre nas aplicagbes em comparagdo de genoma. Permitir
reversOes significa permitir que faixas das seqiiéncias sejam trocadas pelo reverso
delas. Por exemplo, se s = abcdefghij, uma reversdao em s pode ser s = abcihgfej

47



CAPITULO 5. CONCLUSAO 48

(invertemos o trecho efghi).

Também pode valer a pena procurar conseqiiéncias interessantes do fato de que
o poliedro do LCS equivale ao poliedro de clique de Gy¢ ou estudar métodos que
funcionem melhor para alfabetos pequenos no problema do RFLCS. Seria interes-
sante também tentar procurar casos faceis estudando grafos perfeitos no contexto do
problema do RFLCS.

Os algoritmos de aproximagao para o problema do RFLCS que mostramos sao bem
simples, mas, experimentalmente, eles se mostram razoavelmente bons. Seria legal
conseguir alguns algoritmos de aproximacao melhores do que os que apresentamos,
apesar do problema do RFLCS ser APX-dificil.

A implementacao do algoritmo descrito no capitulo anterior pode ser encontrada
em http://www.ime.usp.br/ christj/rflcs.

Essa implementacao foi usada neste texto e nas referéncias [1] e [10] para obter
resultados experimentais. Ela requer o pacote GLPK de versao pelo menos 4.20, que
pode ser encontrado em http://www.gnu.org/software/glpk.
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Parte subjetiva

Como requisitado pela disciplina MAC0499 - TRABALHO DE FORMATURA SUPER-
VISIONADO, esta parte da monografia relata algumas de minhas experiéncias pessoais
durante o desenvolvimento do projeto de iniciacao cientifica.

A iniciacao cientifica e seus desafios

No inicio do 3° ano, decidi procurar uma iniciacao cientifica. Tendo acabado de fazer
apenas 2 anos de BCC, e nenhuma disciplina optativa eletiva, ndo conhecia nem as
areas em que procurar uma iniciagdo cientifica. Aconselhado pelo o Prof. Carlos
Eduardo Ferreira (Carlinhos) e lendo um pouco de alguns livros, reduzi a minha
escolha a duas areas: Processamento de Imagens/Visao Computacional e Otimiza-
¢ao Combinatoria/Grafos. O primeiro, eu gostava principalmente das aplicagoes; o
segundo, eu gostava do pouco que eu conhecia.

Na época, decidi pela drea de Processamento de Imagens/Visao Computacional
e procurei o Prof. Roberto Hirata Jr., que também me aconselhou com atencéo e
me introduziu aos professores da &area. Acabei me interessando pelos topicos em
reconhecimento de gestos que o Prof. Carlos Hitoshi Morimoto havia sugerido e fiz
uma iniciacao cientifica orientada por ele durante o 3° ano. No entanto, no meio
do ano, o Prof. Hitoshi viajou por um ano para a universidade de Maryland, o que
dificultou a comunica¢do. Ainda mais, tive dificuldades em entender alguns artigos
que o Prof. Hitoshi havia me indicado. Apesar dessas dificuldades, a experiéncia
adquirida na iniciacao cientifica com o Prof. Hitoshi certamente valeu a pena. Mesmo
que nao continuei nessa area, o melhor jeito de saber em que area estudar é tentando.

Influenciado ainda no 3° ano pelas matérias MAC0328 - ALGORITMOS EM GRA-
FOS e MACO0452 - TOPICOS DE OTIMIZAGAO COMBINATORIA (a qual fiz antes de
MAC0325 - OTIMIZAGAO COMBINATORIA pois néo havia sido oferecido na época),
me interessei cada vez mais em Otimizacdo Combinatéria e Grafos. Com a decisdao
de escolher um to6pico para o TCC (Trabalho de Conclusao de Curso, ou MAC0499
- TRABALHO DE FORMATURA SUPERVISIONADO) no inicio do 4° ano, resolvi procu-
rar o Prof. Carlinhos novamente para uma iniciacao cientifica na area de Otimizacao
Combinatoéria. Ele me sugeriu um tépico que ele, a Prof.? Cristina Gomes Fernandes
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e a Prof.? Yoshiko Wakabayashi estavam estudando, que é o problema do RFLCS.
Como ele é o responsavel pela disciplina do TCC, a Prof.? Cristina ficou como mi-
nha supervisora do TCC e tive a sorte de poder aproveitar a experiéncia de dois
orientadores. Também tive a sorte de fazer parte do estudo de um problema bem
interessante e pouco estudado na literatura, e, como resultado, o Prof. Carlinhos,
a Prof.® Cristina e a Prof.? Yoshiko desenvolveram dois artigos sobre o problema,
um para o LAGOS’07 (IV Latin-American Algorithms, Graphs and Optimization
Symposium) e outro para o LATIN’08 (8th Latin American Theoritical Informatics
Symposium), ambos aceitos.

Nao tendo experiéncia em escrever textos cientificos grandes, umn desafio foi es-
crever esta monografia. No entanto, foi uma experiéncia interessante e com certeza
valeu a pena organizar as idéias da iniciacao cientifica em papel. Outro desafio um
tanto recorrente foi a falta de tempo para lidar com as matérias mais a iniciacao
cientifica. Porém, ao fim, acabei conseguindo lidar com isso de uma forma ou outra.

Devido ao excelente apoio de meus orientadores, superamos uma boa parte dos
desafios inerentes ao estudo dos problemas do LCS e RFLCS. Talvez o maior desafio
tenha sido a implementacdo. De vez em quando, optei por resolver problemas no
c6digo do jeito mais facil ao invés do jeito mais flexivel. Outros desafios interessantes
foram provar que a formulacao do LCS que obtivemos tem vértices inteiros (a prova
direta foi dada pelo Prof. Carlinhos) e resolver os problemas da separagao para o LCS
e 0 RFLCS.

Interacao com os orientadores

Como eu havia mencionado na secao anterior, tive a sorte de ser orientado por
dois professores excelentes. Ambos foram bastante dispostos a me ajudar e bem
atenciosos, e me ajudaram nao s6 na iniciagdo cientifica como também em outros
assuntos académicos, como, por exemplo, na obtencdo de bolsa na FAPESP, na
sugestao de disciplinas optativas e na recomendacao de fazer matérias como aluno
de p6s. Reuni-me semanalmente com eles e isso manteve o andamento do projeto
bem fluido.

Disciplinas relevantes ao projeto

Além de citar as disciplinas relevantes & iniciacdo cientifica, também vale a pena
mencionar os 6timos professores que as ministraram, pois eles sdo mais importantes
que a disciplina em si.

e MACO0122 - PRINCIPIOS DE DESENVOLVIMENTO DE ALGORITMOS (Prof.?
Dr.® Nami Kobayashi). Enquanto que na matéria MACO0110 - INTRODUGAO
A COMPUTAGAO aprendi a sintaxe e alguns conceitos basicos de programagio,
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foi apenas na disciplina MAC0122 que esses conceitos se solidificaram e aprendi
a construir algoritmos nao triviais.

e MACO0323 - ESTRUTURAS DE DADOS (Prof. Dr. Carlos Eduardo Ferreira).
Essa é outra matéria basica que me permitiu construir programas mais efici-
entes e flexiveis. Uma boa manipulagao de estruturas de dados é importante
para qualquer programa.

e MACO0211 - LABORATORIO DE PROGRAMAGAO I (Prof. Dr. Roberto Hirata
Jr.). A experiéncia mais importante nessa disciplina foi o desenvolvimento
de um projeto de grande porte pela primeira vez no curso de BCC. Além
disso, aprendi algumas ferramentas que foram bastante tdteis mais adiante,
como INTEX e Makefiles.

e MACO0328 - ALGORITMOS EM GRAFOS (Prof. Dr. Paulo Feofiloff). Como ja
dito na introducao desta monografia, grafos sdo bastante interessantes para se
representar problemas. Uma lida na monografia mostra como o entendimento
de grafos foi importante para o estudo dos problemas abordados.

e MACO0338 - ANALISE DE ALGORITMOS (Prof. Dr. Yoshiharu Kohayakawa).
Aprendi nessa disciplina como reconhecer algoritmos teoricamente eficientes
ou nao eficientes. Também aprendi algumas técnicas tteis em computagao,
como programacao dindmica, além de ser a matéria em que vi o problema do
LCS pela primeira vez (apesar de, naquela época, eu ainda nao saber que eu o
estudaria).

e MACO0325 - OTIMIZAGAO COMBINATORIA (Prof.? Dr.? Yoshiko Wakabayashi).
Os problemas do LCS e do RFLCS sdo problemas de otimizacao combinatoéria
e € claro por que essa matéria é importante para a iniciacdo cientifica. Um
exemplo em particular é que vi nessa matéria o teorema de Dilworth, que pode
ser aplicado ao problema do LCS.

e MACO0452 - Topricos DE OTIMIZAGAO COMBINATORIA (Prof. Dr. Carlos
Eduardo Ferreira). Nessa disciplina, o topico abordado foi programacio in-
teira, e é 6bvio por que ela foi importante para o desenvolvimento da iniciacao
cientifica. Nao s6 aprendi os conceitos de programacao inteira, como também
aprendi a modelar na pratica um problema no GLPK, o que foi bastante util
para este projeto.

Com um pouco menos de énfase, outras matérias também sao relevantes para
esse projeto. Elas sdo MACO0110 - INTRODUGAO A COMPUTAGAO, que me deu as
primeiras nocées de programacio; MATO0138 - ALGEBRA I PARA COMPUTACAO,
que me ensinou conceitos fundamentais de matematica, além de eu aprender a pro-
var teoremas; MAT0139 - ALGEBRA LINEAR PARA COMPUTAGAO, que me ensinou
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outros conceitos mateméticos importantes, que inclusive foram usados no projeto;
MACO0315 - PROGRAMAGAO LINEAR, que me introduziu a conceitos importantes
para problemas de programacgao linear; e MAC0327 - DESAFIOS DE PROGRAMA-
CAO, que me ofereceu bastante experiéncia pratica em resolver probleminhas de
programacao, além de ser divertido.

Muitas outras disciplinas do curso de BCC foram bastante interessantes e bem
dadas, mas nao as citarei aqui por nao serem relacionadas ao projeto.

Passos futuros

A iniciacdo cientifica foi uma experiéncia muito boa e pretendo prosseguir como
orientado do Prof. Carlinhos em um mestrado cujo topico é o estudo da variante
do RFLCS que permite reversoes de trechos das seqiiéncias. Isso vem da idéia de
que houveram reversdes na evolucdo de genomas mais complexos e, portanto, uma
medida que considera isso pode ser mais precisa para essa aplicacdo. Além disso,
na conclusdo da parte técnica desta monografia, também menciono alguns outros
aspectos do problema do RFLCS que podem ser interessantes estudar.

As matérias que cursarei durante a pés-graduacao também devem contribuir para
o meu aprofundamento na area.
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