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Resumo

Neste projeto o foco sera o estudo, implementacao e anintk;atyoritmos para pro-
blemas em origami computacional, especialmente paragrad “dobrar e cortar” e de “cons-
trucdo de bases” de origamis.

A construcao de uma base consiste em, dado um certo esquedatepresenta a estrutura
do modelo desejado, indicando a sua conectividade, propee; principalmente, suas pontas,
criar um diagrama que quando dobrado produza uma base careatecisticas do esqueleto.

No problema dobrar e cortar nos é dado um poligono desenhadoepedaco de papel
retangular e o objetivo é produzir um diagrama que depoiteado permita que o poligono
seja separado do restante do papel com um Unico corte deaesmulinha reta. Para este
problema implementamos o algoritmo sugerido por MarshathB: colaboradores [10] que
utiliza técnicas de empacotamento de discos e diagramardaedio

Palavras-chave: Origami, Geometria Computacional, Empacotamento de Bisco
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CAPITULO 1

Introducéo

Acredita-se que, desde a invenc¢éo do papel, na China, hé g0ae anos, o homem ja
dobrava pedacos de papéis para obter as mais diversas formas

Monges budistas chineses levaram o papel e a pratica derdmyeao Japdo. A arte
do Origami tornou-se parte da cultura japonesa e foi no Jgpéela comecou a tomar a sua
forma atual. Com a popularizacéo do papel, esta arte sdoulaserida no curriculo escolar,
deixando de ser transmitida apenas de pais para filhos. Bojeademos dizer que o Origami é
uma arte exclusivamente japonesa, ela se difundiu pelo otodd e enriqueceu-se adquirindo
caracteristicas de diversas culturas.

A palavra origami deriva de duas palavras japonesagdobrar)

e kami (papel). De maneira simplificada, origami € a arte de dobrar
papel nas mais diversas formas visuais ou esculturais comaegs, in-
setos, barcos e etc [26, 36]. As definicdes a cerca do origamséao
muito restritivas, deixando o processo de criacao livrguAs tradici-
onalistas gostam de seguir algumas regras como por exesgigre
comecar de um unico pedaco de papel quadrado, ndo cortaratem c
0 papel ou ndo utilizar qualquer instrumento auxiliar paw@catar as
dobras. Essas regras acrescentam um grau de desafio na closca
modelos. Mais sobre a historia do origami pode ser visto Aggps da internet mantidas por
Eric M. Anderson [6], Hatori Koshiro [25], David Mitchell 3.

O processo de criacdo dos modelos foi se tornando cada vezoraplexo, conforme
a arte do Origami desenvolveu-se. Sendo assim, os origempstceberam a necessidade da
criacdo de uma linguagem ou notagao que representassessgoate dobradura. Por volta de
1950 o origamista Akira Yoshizawa desenvolveu uma notagéwposta por diversos simbolos
gréficos e diagramas que se tornou padrao internacionaltas&mé bem simples, a figura 1.1
mostra a convencdao utilizada neste trabalho para os dos di@ dobrasyale e montanhaa
figura 1.1 mostra como sdo dobradas esses dois tipos. Mais aaiotacdo utilizada pelos
origamistas pode ser encontrado na pagina da int€mneKami[1].

Durante a criacdo de um modelo algumas dobras auxiliarasds) normalmente sao
feitas afim de facilitar o processo de dobradura. Porém nevinoss nem informacdes sobre
0S passos que devem ser executados para obter o modelo éiredexp nos diagramag¢ase-
patterng. Somente as dobras que devem estar na forma final da dobrsé@lurepresentadas.
Alids, dado um diagrama € uma tarefa computacionalmentérivéal obter-se o processo de
dobras que levam a uma certa forma deséjada

Além disso, existe ambiglidade na notagdo para os diagradnfigura 1.2 mostra um

IMais precisamente, com isto queremos dizer que a tarefadfid¢i?{9].

1



CAPITULO 1 INTRODUGCAO

Notacdo padrdo  Notacdo adotada no estudo

vae Ao .

montanha

Figura 1.1 Dobras do tipo vale e do tipo montanha.

exemplo de um diagrama que pode ser dobrado de duas forreesntés.

Figura 1.2 Ambiguidade da notagéo.

Segundo Robert J. Lang [26] as relacfes entre origami eiaiénorrem em varios niveis
e incluem diversas areas da ciéncia. Lang classifica edagées em trés categorias:

origami matematico abrange a matematica que descreve as leis que regem osisrigam

origami computacional consiste de algoritmos e da teoria devotada a solucdo déeprab

de dobraduras; e

origami tecnoldgico trata das aplicacdes de origami e dobraduras em geral plaiGosar

problemas que surgem em engenharia e na industria.



CAPITULO 2

Moléculas

Neste capitulo, estamos interessados em criar diagramadgarar os dois tipos de po-
ligonos mais simples, tridgulos e quadrilateros. Essegatizas deverdo resultar em modelos
com as seguintes propriedades:

» 0 modelo é plano;
* 0s lados do poligono serdo segmentos de uma Unica reta;

* 0s pontos de tangéncia devem estar em um Unico ponto paraoojlinto gerador do
poligono (veremos adiante o que € ponto de tangéncia e ¢orgarador de poligono).

Os diagramas com as caracteristicas acima sdo denomitadiasila

2.1 Triangulos

O diagramabrelha-do-coelho(rabbit ear) é a forma mais simples de dobrar um tridngulo
tal que o modelo final fique plano figura 2.1(a). A seguir, dasamos, de forma sistematica, a
construcéo deste diagrama:

1. As dobras do tipo montanha partem de cada vértice do ti@mgsao tracadas sobre a
bissetriz do correspondente angulo até chegar no incentréddgulo (incentro € o local
geométrico onde as bissetrizes do triangulo se encontram).

2. Trés dobras partem do incentro na direcdo dos lados eagtdid e formam angulo reto
com os mesmos. Escolhemos duas destas dobras e fazemagac@onealelas ser vale e
a dobra que sobrou ser montanha.

Analizando o diagrama orelha-do-coelho percebemos qieesassivel definir trés cir-
culos internamente disjuntos, com centros nos veértice idlagulo e tangentes dois a dois.
Os pontos de interseccéo desses circulos sdo os pontosggéaden O conjunto desses trés
circulos € chamado de conjunto gerador do triangulo figurg}.

Podemos generalizar a idéia de conjunto gerador para ugopoliqualquer. Uncon-
junto gerador de um poligono é um conjunto de circulos internamente disfuonde cada
circulo tem como centro um dos vértices do poligono; cadticeéé centro de um circulo e
somente um; cada circulo é tangente a exatamente dois oirtows; e os centros de circulos
gue se tangenciam estdo em um mesmo lado do poligongposes de tangénciasdo 0s
pontos de intersecc¢ao entre os circulos de um conjunto@erad

3



2.2 QUADRILATEROS 4

ELY.

(@) (b)

(©)

Figura 2.1 orelha-do-coelho.

Existe um Unico conjunto gerador para um dado triangulo digut (b), podemos mos-
trar isso usando semelhaca de tridgulos. Essa unicidadate dd os pontos de tangéncia
serem definidos a partir dos circulos do conjunto geradopeasite concluir que os pontos
de tangéncia sao fixos para um triangulo.

No modelo gerado pelo diagrama orelha-do-coelho, notam®sogios os lados do trian-
gulo sdo segmentos de uma Unica retas dobras perpendiculares aos lados do triangulo séo
segmentos de uma Unica reta € perpendicular & e 0os pontos de tangéncia estao no ponto
de interseccéo decoms.

Com essas propriedades o diagrama orelha-do-coelho @ecedd uma molécula e pode
ser usado para dobrar qualquer triangulo.

2.2 Quadrilateros

Uma das diferencas entre triangulos e quadrilateros € gungtios possuem um Unico
conjunto gerador e os quadrilateros possuem zero ou irfioitojuntos geradores.

Suponha existir um conjunto gerador para um quadrilateodemos formar dois pares
de circulos tal que dois circulos estdo no mesmo par se @esindangentes. Sempre podemos
somar um valor positivo suficientemente pequeno aos raisiloulos de um dos pares e
subtrair o mesmo valor dos raios dos circulos do outro pargiater um outro conjunto gerador
para o mesmo quadrilatero (Figura 2.2).

Isso nos permite concluir que um quadrilatero possue zeiofmitos conjuntos gera-
dores. Entdo construir uma molécula para quadrilatero e&otéo simples como foi para o
triAngulo, pois para ser molécula um diagrama deve levaon®p de tangéncia em um dnico
ponto pardodo conjunto gerador do poligono e neste caso podemos ter a¥figiradores.

Queremos construir uma molécula para dobrar quadrilatgregpossuam conjunto ge-
rador, pois 0s que nao possuem néo sao de nosso interessecadaasterior a maneira mais
simples de dobrar triangulos funcionou entdo vamos teatrarfo mesmo aqui.
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nikd

Figura 2.2 Dois conjuntos geradores de um mesmo quadrilatero.

A maneira mais simples de dobrar um quadrilatero que possyarto gerador de forma
plana é usar o diagranveaterbomkfigura 2.3. Esse diagrama usa o fato que todo quadrilatero
gerado por circulos tem a propriedade de suas bissetrieegeatrarem em um mesmo ponto.
Isso € provado por Robert Lang [29]. A descricdo do diagramtarbombé a seguinte:

1. dobras do tipo montanha sdo tracadas a partir de cadeev@otguadrilatero e em direcao
ao ponto de interseccao de todas as bissetrizes.

2. Trés dobras do tipo vale e uma do tipo montanha séo traggukasir do ponto de inter-
seccdao das bissetrizes na direcdo dos lados do quadrjmenando angulo reto com o

lado correspondente.

ad] B2

Figura 2.3 Diagramawaterbomb

Perceba que quando dobramos o quadrilatero seguindo caudiagraterbomb todos
os lados do quadrilatero sao levados em uma mesma reta. Borgemte para um conjunto
gerador este diagrama leva os pontos de tangéncia em um rpesioo
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Este conjunto é formado pelos quatro circulos que estaoackrs nos veértices do qua-
drilatero e tangentes nos pontos de intersec¢édo entre aasdodrpendiculares aos lados do
quadrilatero e esses proéprios lados. Podemos verificarammipre existe este conjunto, usando
semelhanca de triangulos.

O diagrama que queremos deve levar os pontos de tangéncienenesimo ponto para
gualquer conjunto gerador. Desta forma, o diagraragerbomméao é adequado.

Robert Lang criou o diagramr@esga(gusset) que possui todas caracteristicas necessarias
para ser uma molécula. A figura 2.4 mostra o processo de ngastdeste diagrama.

1. Quatro dobras partem dos pontos de tangéncia perpeaiaite aos lados do poli-
gono. Duas destas dobras encontram-se no goetas outras duas no porgoEscolhe-
remos trés destas dobras e as faremos ser vale e a que sohmntatha. Sem perda de
generalidade suponha que a dobra que foi escolhida paraosg¢amha incida no ponto
p (Figura 2.4(a)).

2. Quatro dobras do tipo montanha partem dos vértices dgguli Uma delas encon-
trard o pont@ e outra encontrara o pontp as demais ficam imcompletas por enquanto
(Figura 2.4(b)).

3. Duas dobras do tipo montanha partem do p@ntdma na bissetriz do &ngulby, p,q) e
outra na bissetriz do angulty, p,q), ambas encontram-se com dobras do tipo montanha
gue estavam imcompleta. Analogamente, séo criadas masidbeas do tipo montanha
partindo do ponta e tragcadas sobre as bissetrigesg, p) e (t3,q, p) (Figura 2.4(c)).

4. Entre os pontoses é criada uma dobra do tipo vale. Entre os poqtes) serdo criadas
duas dobras uma serd montanha e a outra vale. Esta Ultimaedracigie emp.
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() (d)

Figura 2.4 Diagramanesga
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Para mostrar as duas moléculas, orelha-do-coelho e nestimgs dos poligonos(triangulos
e quadrilateros); escolhemos algum conjunto gerador; émadefinimos as dobras. Porém,
perceba que poderiamos partir do conjunto gerador, obteligqmo e depois definir as dobras
(Figura 2.5).

A

A

Figura 2.5
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2.3 Combinando moléculas

Moléculas complexas sdo obtidas a partir da combinacdo @ematécula qualquer,
simples ou complexa, com uma molécula simples. As molésingses sdo: orelha-do-coelho
e nesga. Diremos que o tamanho de uma molécula complexa éazmdmmoléculas simples
gue a compoe (Figura 2.6).

Figura 2.6 Molécula complexa de tamanho 5.

Quando combinamos duas moléculas, ao menos um dos ladosiglonpoda molécula
complexa sobrepde-se a um dos lados do poligono da moléoybtes (Figura 2.7). Para
ocorrer a sobreposicdo de dois lados, precisamos que esteEnt 0 mesmo comprimento.
Esta seria a primeira condicdo para combinar duas moléculas

Quando sobrepormos dois lados, um de cada poligono das diésutas que estdo
sendo combinadas, os pontos de tangéncia podem ou néo ficaideates. Se os pontos de
tangéncia ndo coincidirem havera trés dobras incidentadawn destes pontos (Figura 2.8).
Caso contrario teremos um ponto com quatro dobras incis€Rigura 2.9). Pelo teorema de
Maekawat, deduzimos que, para podermos dobrar o papel, o nimero dasdobidentes a
um vértice interno deve ser par.

Maekawa mostrou que o nimero de dobras montanha menos oodengobras vale incidentes a um vértice
interno deve ser 2 ou -2 para que possamos dobrar o papelda jideina.
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Figura 2.7

Figura 2.8

Figura 2.9

vértices com
trés dobras
incidentes

vértice com
quatro
dobras

incidentes
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2.3 COMBINANDO MOLECULAS 11

Entdo uma segunda condic&o necessaria para combinarnssdiggeulas é que 0s pon-
tos de tangéncia dos lados que estdo se sobrepondo devamndicoly primeira e a segunda
condi¢cbes equivalem a dizer que os discos que estao sobadasdue estdo se sobrepondo
devem coincidir (Figura 2.10). Dizemos que duas moléculas, simples e uma complexa sdo
compativeis se satisfazem esta condicao.

Figura 2.10

A nossa idéia é combinar as moléculas simples, das trés $quossiveis (duas orelha-
do-coelhos’s, uma orelha-do-coelho com uma nesga e dugas)eg\ssim, obteremos as pri-
meiras moléculas complexas (moléculas complexas de tantins). Estas serdo a base para
a nossa prova por inducdo no tamanho das moléculas que raagtiea é possivel combinar
uma molécula complexa com uma simples e obter uma outra maléomplexa de tamanho
maior.

Quando combinamos duas orelha-do-coelho’s compativeisnaos acertar a orientacéo
das dobras incidentes aos pontos de tangéncia que coamsidifA orientacdo destas dobras
é definida para respeitar o teorema de Maekawa (Figura 20é)forma anéloga, orienta-
mos as dobras ao combinar uma orelha-do-coelho com uma (f@ggea 2.12) e duas nesgas
(Figura 2.13).
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i

&
)

Figura 2.11 Combinando duas orelha-do-coelho’s.
A

Figura 2.12 Combinando uma orelha-do-coelho com uma nesga.
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Figura 2.13 Combinando duas nesgas.
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2.3 COMBINANDO MOLECULAS 14

Analizando os trés tipos de moléculas complexas de tamavisajde obtivemos com-
binando as moléculas simples, observamos uma caracaristnum a elas. Nos vértices do
poligono destas moléculas, o numero de dobras do tipo muaéaa nimero de dobras do tipo
vale mais uma unidade.

Vamos supor que essa caracteristica esteja presente egueualolécula complexa de
tamanho menor igual a um inteiro(n >= 2). Mostraremos que é possivel combinar uma
molécula complexa de tamanhgom as moléculas simples para obter uma molécula complexa
de tamanhm+ 1 mantendo a caracteristica da nossa suposicdo. Para sstoaramos que €
possivel definir uma orientagdo para as dobras.

Ha duas maneiras de combinarmos uma molécula complexa daltamcom a orelha-
do-coelho. Na primeira, apenas um dos lados do trianguloelaasdo-coelho se sobrepde a
um dos lados do poligono da molécula complexa; e ha duas noafiies possiveis para as
dobras da molécula complexa. Na segunda, dois lados dguf@da orelha-do-coelho se so-
brepdem a dois lados consecutivos do poligono da molécuaipleaa; e ha trés configuracdes
possiveis para as dobras da molécula complexa (Figura 2.14)

Em todas combinacfes, € possivel definir a orientacdo daasltdl que cada vértice
interno respeite Maekawa para ser dobravel. E em cada e/étierno, ou seja, em cada
vértice do poligono da molécula complexa resultante, € ioeat propriedade que o nimero
de dobras do tipo montanha € o nimero de dobras do tipo vadeumai unidade. Como mostra
afigura 2.14.

Ha trés maneiras de combinarmos uma molécula complexa @ateomcom uma nesga.
Na primeira, apenas um dos lados do quadrilatero da nesgdsspde a um dos lados do po-
ligono da molécula complexa; e ha duas configuracdes paspa as dobras da molécula
complexa. Na segunda, dois lados do quadrilatero da nesgbeepdem a dois lados conse-
cutivos do poligono da molécula complexa; e ha trés config@s possiveis para as dobras
da molécula complexa. Na terceira, trés lados do quaddl@ta nesga se sobrepdem a trés
lados consecutivos do poligono da molécula complexa; eib&arfiguracdes possiveis para
as dobras da molécula complexa. Analogamente a orelhaalbe; consiguimos definir uma
orientacao para as dobras que mantenha as propriedadesareas
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INTERIOR
DA MOLECULA

COMPLEXA

INTERIOR
DA MOLECULA
COMPLEXA

INTERIOR
DA MOLECULA
COMPLEXA

VERTICE INTERNO
QUE RESPEITA
MAEKAWA

VERTICE INTERNO
QUE RESPEITA
MAEKAWA

INTERIOR
DA MOLECULA
COMPLEXA

INTERIOR
DA MOLECULA
COMPLEXA

INTERIOR
DA MOLECULA

INTERIOR
DA MOLECULA

COMPLEXA COMPLEXA

Figura 2.14 As maneiras de combinar uma molécula complexa com uma edeltaelho.
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Perceba que as moléculas simples que compdem uma moléoybdesa sao todas co-
pativeis, ou seja, discos de moléculas simples vizinhaxicEm. Entdo, uma outra forma de
enxergar o problema é primeiro pensar nos discos. Podesiarian um empacotamento de dis-
cos que particione o poligono em tridngulos e quadrilatenoe usaremos a orelha-do-coelho
e a nesga respectivamente.

Observando uma molécula complexa, notamos que o perimefolifjono desta molé-
cula é formado por raios ou diametros de discos tangentdsraamente disjuntos. Portanto,
0 empacotamento deve conter discos tal que o perimetro éigopol seja formado por raios
ou didmetros destes discos. Além disso, o0 empacotamenténcatiscos que particionam o
interior do poligono em triangulos e quadrilateros, ond@seisadas as moléculas simples
(orelha-do-coelho e nesga) (Figura 2.15).

Figura 2.15



CAPITULO 3

Criacao de bases

O projeto de um origami pode ser dividido em duas partes: atabna base e dobrar
os detalhes. Umbhaseé uma forma geométrica que tem uma estrutura similar ao delmod
desejado, e, mais precisamente, tem o mesmo nimero de paggsoporcdes entre elas sdo
iguais na base e no Modelo. Uma vez que obtemos a base, a ad#st sua criatividade para
dobrar os detalhes de cada ponta, a fim de obter o modelo deseja

Estudamos dois métodos de obtencdo de uma basetado do empacotamento de
discose o método do esqueletajue podem ser usados em conjunto para obtencdo de uma
base, de forma algoritmica. O TreeMaker é um programa delséhy por Robert J. Lang [27]
gue implementa alguns desses métodos e que auxilia na abtdagertos tipos de bases.

Dada uma arvore, que representa a base do origami deseajiichmido sua conectividade,
proporcdes e, principalmente, suas “pontas”, o TreeMakapéz de gerar um diagrama que
apos dobrado produz essa base. A partir do diagrama o ostgad@ve dobrar a base e realizar
0 acabamento de cada uma das partes; uma tarefa artistecéaniéd

3.1 Bases

Os modelos japoneses antigos derivaram principalmentmd#imero pequeno de bases
gue puderam ser usadas para construir diferentes pasiares,e varias outras figuras. Na
maior parte do século vinte, a maioria das construcfes darars, derivaram das, comumente
chamadas, bases tradicionais.

Essas bases ajudaram e atrapalham os origamistas poisnpada@ oferecem um ponto
de partida para um novo origami; por outro lado, limita attridade do origamista, ja que ele
comeca a sentir que nada novo pode ser feito com essas bases.

Comecaremos com um introducao sobre as bases tradiciaraig|pe entendamos as
motivacdes para construir bases novas.

3.2 Bases tradicionais

N&o ha um conjunto fixo de bases tradicionais, mas existemnagfeamas, todas com
mais de cem anos de idade, que sdo base de diversos moddiliemias japoneses, e tém uma
relacdo elegante entre elas. Elas sédo freqientemente dasoha “As Quatro Bases Classicas
do Origami” e sdo nomeadas conforme os modelos mais famadwadbs a partir deles: a
casquinha de sorvetePeixg PassaroeLirio ou Sapa

N&o existe uma definicdo precisa de uma base; uma definic&amgiena bem é “uma

17



3.2 BASES TRADICIONAIS 18

forma geométrica com a mesma forma geral e/ou mesmo nimerondas flaps que o mo-
delo desejado”.
As bases classicas sao:

VA A

Figura 3.1 Base casquinha de sorvete

Ty -

Figura 3.2 Base do peixe

X2

Figura 3.3 Base do passaro

Existem outras bases que sdo freqientemente chamadadidetas: base da portg
base do cataventpbase preliminar e base do balédo Estas oito bases podem ser relacionadas
da seguinte maneira:

No contexto do origamiponta € a regido do papel que pode manipulada com relativa
independéncia das outras partes do modelo. Em um projetagier podemos pensar nas
bases como um conjunto de pontas, onde pontas maiorespmrdesn a apéndices maiores
no modelo final. As bases casquinha de sorvete, peixe, passaio tém, respectivamente,
um, dois, quatro e cinco pontas maiores e um, dois, um e gpairias menores. Para dobrar
um animal, normalmente precisamos comec¢ar com uma basemjue ® mesmo nimero de
pontas que o numero de apéndices do animal. Um peixe singtesitias pontas grandes
(cabeca e cauda) e dois pontas pequenas (nadadeiras)pedadpual a base do Peixe é tdo
apropriada para tal. Um vertebrado terreste tém, geraémemico grandes pontas (cabeca e
guatro membros), que sugere o uso da base do sapo.
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Figura 3.4 Base do sapo
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No meio do século vinte, Akira Yoshizawa desenvolveu umrgauajo baseado na Blint-
zed Frog Base, com sessenta e quatro copias do trianguleyecantemente, Robert J. Lang,
desenvolveu um ourigo-do-mar que tem 128 cOpias destgti@no que cria uma base com
25 pontas de igual tamanho. Este padrao foi observado peleipa vez por Kenneway. Os
primeiros diagramas sugerem uma relacao entre trianguotag.

| Base | Triangulos | Pontas|

Kite 2 1
Fish 4 2
Bird 8 4
Frog 16 5
Urchin 128 25

Estes trés primeiros diagramas sugerem que o nimero desgbatatamente a metade
do namero de triangulos na base, mas observando os dois lesgnogteriores vimos que tal
padrédo néo é valido sempre.

Entdo ndo ha uma relacdo simples entre o nimero de triangaless pontas finais. Mas,
mesmo assim, existe uma relacéo entre eles. Vamos desenlaaca de disco na unidade do
triangulo; entdo, desenhe este arco em cada tridngulo das pasteriores.

O triangulo basico contém/8 unidade de disco. Quando combinados formam, res-
pectivamente, A4, 1/2 e discos inteiros. Se contarmos o nimero de discos (iateirado)
distintos, temos:

* um quarto de disco para a base da casquinha de sorvete;
* dois quartos de disco para a base do peixe;
 quatro quartos de disco para a base do passaro;

* quatro quartos de disco mais um disco inteiro para a basapo s

Um, dois, quatro e cinco - estes sdo exatamtente os nimepmnthes para as bases da
casquinha de sorvete, do peixe, do passaro e do sapo, respettte. Explicaremos mais
adiante a relacdo de uma ponta com um disco.
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3.3 Bases uniaxiais

A maioria das bases vistas até agora, compartilham duastedstica em comum:
* todas as pontas se encontram em uma Unica reta;

» 0 segmento chamado de dobradica (reta perpendicularamgtrio) de qualquer ponta €
perpendicular aquela mesma reta.

Esta linha é chamada @&o da basee qualquer base que possua um eixo que € unico,
€ chamada dbase uniaxial

Figura 3.5 Astrés primeiras bases (da esquerda para a direita: sape gygassaro) sao bases uniaxias,
ja a ultima base (cata-vento), possui dois eixos, e portacee uniaxial.

Bases uniaxiais sdo comuns no origami, e eles tém varias@iapes que facilitam sua
construcao e manipulacgao.

Nem todos os modelos sédo uniaxiais, por exemplo, a base dxtlorro de John Montrol
e a base do catavento que néo deixam de ser bases eficieatescpastrucao destes modelos
especificos.

Devemos observar que uma base pode ser ou ndo uniaxial @spendaorientacao
da baseescolhida, em outras palavras, do eixo que vocé esta eadolheNo exemplo de
bases uniaxiais dado acima, foram mostrados eixos queaseanetricamente a base. Isto
geralmente acontece, mas por exemplo, na base do balacseseghdamos o eixo na linha de
simetria, descobriremos que os limites do papel n&do estéoxoe as dobradicas nao séo tan-
gentes ao eixo entdo, ndo é uma base uniaxial. Todavia,amamarmos a base 90°, podemos
redesenhar o eixo ao longo dos limites do papel, assim, genéas ficardo perpendiculares ao
eixo e a base, agora, € uma base uniaxial com uma nova oéentag

As dobras que estdo no eixo na base formam um conjunto espdesmsao chamados
de dobras axiais (axial creaseyno diagrama. Estdo destacadas abaixo as dobras axiais de
algumas bases ja citadas, assim como os limites do papestficer® eixo.

Observe que a rede de dobras axiais divide o diagrama em uegicale poligonos
distintos cujos limtes sdo inteiramente compostos pootanbras do eixo ou limites do papel.
Podemos chamar estes poligonopdkigonos axiais



3.4 BASES NOVAS 22

3.4 Bases novas

Os poligonos de axiais do diagrama tém uma propriedadegs@nte: na base dobrada,
o perimetro inteiro de cada poligono se alinha em uma linhaa@mmum - o eixo do modelo.
Vocé pode observar esta propriedade pegando uma base rdcogla ao longo de seu eixo,
separando a base e logicamente seu diagrama, em pedacos.

Como cada um dos poligonos axiais tem seu perimetro alint@uoo eixo, podemos
dividir este diagrama, cortando a base dobrada ao longoxxdpssparando a base em pedagos.

Esta observacédo nos permite pensar na criagdo de uma basead®mma diferente:
como unir poligonos de axias, reduzindo o problema, em utnlgmta de unir os pedacos de
modo que obtenhamos todas as pontas desejadas em nossajbasestes pedacos unidos,
formem um quadrado.

Observando cadadrilho do diagrama notamos que eles tém uma estrutura muito pare-
cida com as moléculas apresentadas no segundo capitulo.

De fato, se colocarmos os discos em cada um dos ladrilhospde que cada centro de
disco se localize no apice de uma ponta, obteremos molééustudas e que sabemos que
conseguimos achar um diagrama para cada uma delas e quévehasis|os.

Podemos até, utilizar ladrilhos com mais de quatro ladost&m algumas técnicas para
conseguir dobrar diagramas de moléculas de mais de quals, lpor exemplo: podemos
tentar inserir um disco no meio do ladrilho, e incha-lo até g@io sejam mais possivel incha-lo
sem sobrepor algum disco. Assim, teremos divido a regidadiiho, em ladrilhos de ordem
menor, que, potencialmente, conseguiremos dobrar.

Robert J. Lang conseguir formular um problema de programagé linear que, quando
resolvido, devolve um diagrama com as dobras de uma moldeuy@alquer ordem. Tal mo-
lécula é chamada daolécula universal[27].



CAPIiTULO 4

Empacotamento de Discos

No final do capitulo anterior, vimos que o empacotamento sieodisurge de uma ma-
neira natural quando observamos a unido de varias molédudagerdade, o0 empacotamento
de discos cai muito além disso, e iremos ver neste capitumoates sdo utilizados para criar
pontas em novas bases.

4.1 Pontas

Observando o diagrama de um base, podemos separar as portag{iscos) em trés
tipos:

* pontas de canto, que sdo as pontas cujos apices estdo enntioe) g papel quadrado,
ou seja, cujo disco correspondente tem seu centro exataeenin vértice do quadrado;

» pontas de aresta, que sd0 as pontas cujos apices estdo ems ladat do quadrado, ou
seja, cujo disco correspondente tem seu centro em um dos dizdapenas um lado do
quadrado;

* pontas interna, que sdo as pontas cujos apices estdo destlimites do quadrado, ou
seja, cujo disco correspondente tem seu centro, someni® dienquadrado (excluindo
seus limites).

pontasdecanob

ponahema

ponesdearesa

Figura 4.1 Tipos de pontas que aparecem nos diagramas.
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O papel, usado para fazer uma ponta, s6 pode ser utilizaderge®m uma ponta. Entéo,
toda vez que vocé cria um ponta de um quadrado, uma porcacadioagio € consumida por
esta ponta. A principal razdo pela qual dividimos as pontagrés tipos, é que cada tipo
consome uma quantidade diferente de papel. Primeiro vanteader qual area do papel a

ponta consome:
T T
L L
l 1( r +

Figura 4.2 Imagine que escolhemos um tamanho de ponta. Entdo, dobmpage! algumas vezes e
marcamos esta ponta.

},
=
-

Figura 4.3 Imagine que dobramos o papel infinitas vezes.

Da figura podemos concluir que, a quantidade de papel codaymoir uma ponta € a
area ocupada pelo disco (ou parte do disco) que a reprefemtanto, pontas de canto gastam
menos papel que pontas de aresta que gastam menos papehtpgedsmeio.

4.2 Sobreposicao

Pela secédo anterior, conclui-se que que os empacotamehidoa, ndo podem conter
sobreposi¢cdes, pois caso contraria, uma ponta estariaroardo papel que deveria ser consu-
mido por outra ponta.

Esta propriedade se estende para qualquer tipo de bagseeimtisnte do método de como
ela é feita ou se a base € ou n&o uniaxial.

Se vocé tem um diagrama cdihdiscos em um quadrado, € evidente que uma condicéo
necessaria é que, estes discos ndo devem se sobrepor, ngasvidente que esta condicdo &
suficiente. Esta propriedade se tornara mais evidente ragsnente.
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Usando esta propriedade, podemos substituir o problemard#racao de bases, pelo
problema de empacotamento de discos: desBintiscos que ndo se sobrepdem cujos centros
se encontram dentro de um quadrado, ou pelo menos, em su@s bdal empacotamento de
discos garante que estamos disponibilizando papel suggxema cada ponta. Um conjunto de
pontas desejado, podem gerar diferentes bases, ja que p®dardar a localizacéo dos discos.

Se um empacotamento de discos pode ser divido em ladrilisogpu@ os discos em cada
ladrilho combine com o ladrilho ao lado, entdo, podemos alobrdiagrama completo destes
mesmos ladrilhos.

4.3 Poligonos axiais

Considere aqueles ladrilhos vistos anteriormente. Elesls&dois tipos: triangulos e
guadrilateros. Nos dois tipos de ladrilhos, os discos dsdangenciam ao longo das arestas
de ladrilho, os quais séo dobras axiais. De fato, o Unica lgge os discos se tocam, é ao longo
das dobras axiais. Isto € mais que coincidéncia; podemosangsie existem dobras axiais
nos pontos em que os disco se tangenciam. As dobras axiatasridividem o quadrado
em poligonos axiais; se formos suficientemente sortudoppligonos axiais séo ladrilhos
conhecidos, podemos estipular dobras para cada ladrifamjeamos usar as dobras resultantes
para dobrar uma forma plana.

Assim, as bases usadas para ilustrar como ladrilhar podesltederivadas diretamente
e empacotamento de discos baseados no nimero de pontasldgsmja o objeto final. Nos
representamos cada ponta desejada por um disco; empasatardiscos em um quadrado, e
entdo construimos dobras axiais que limitam cada ladrilho.

Os diagramas de discos também permite que nés possamos pepsablema de efici-
éncia. Se representarmos cada ponta do modelo, por um disnesino tamanho e desenhar-
mos os discos em um quadrado, vocé pode facilmente achasigé@®dos discos que devolve
a base mais eficiente que contém este niumero de pontas(ngmegahbase é elegante).

Como o comprimento da ponta € igual ao raio do disco correlpua, se nos elaborar-
mos a base colocando os discos no quadrado e representaladoocda por um disco, a base
mais eficiente que vem desta configuracao € o resultado dewnhaconfiguracdo que maxi-
mize o tamanho dos raios, respeitando as propor¢des. Pedsitém, escrever um algoritmo
para elaboracdo de uma base:

 contar o numero de anexos do objeto desejado e guardar@apsimentos;

* representar cada ponta da base desejada por um disco icugpigaial ao comprimento
da ponta;

* posicionar os disco em uma quadrado tal que os discos nambsepsnham e que o0s
centros dos disco estejam dentro do quadrado;

* conecte os centros dos discos que se tangenciam com daiaiasaividindo o quadrado
em poligonos axiais;

* identifique os ladrilho cujos discos que correspondem atiggnos formados;
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» complete o poligono axial com dobras.

O diagrama resultante pode se dobrado em uma base com o narmdarensao das
pontas do inicio.

4.4 Bases

Em origami, empacotamentos de discos de tamanhos difereatentecem com mais
frequéncia do que com discos de tamanhos iguais. Porém,asealbsejada, possui todas as
suas pontas de comprimentos iguais, temos entdo que empdsmos de raios iguais. Este
problema de empacotar discos de raios iguais que nao seéehrecom seus centro dentro
do quadrado, € equivalente ao problema de empacotar estes diteiramente dentro de um
guadrado maior.

Este segundo problema de empacotamento, € um campo beradesthal area de ma-
tematica. Destes estudos, podemos tirar empacotamemussptjue vao resultar em bases
eficientes.

Figura 4.4 Dobrado e elaborado por Robert J. Lang. Esta foto foi tiraxisité do Lang [26]



CAPITULO 5

Teoria do Esqueleto ou Arbodrea

Existe uma outra maneira de pensar no problema de constiedfases que consiste em,
dado um esqueleto (basicamente um grafo que € uma arvode)rgpresentamos as pontas da
base e suas propor¢des e conseguimos obter um diagramageammaa base uniaxial com as
caracteristicas descritas no esqueleto.

5.1 O Esqueleto

Podemos representar uma base com um conjunto de segmeatsBoqunidos por vérti-
ces e que formam um arvore. Cada segmento corresponde a ntaagtem o tamanho desta
ponta e tém um vértice em comum com toda ponta que enconta nela

D E

B G

Figura 5.1 Esqueleto de uma base com seis pontas de mesmo tamanho.

A representacdo da base pelo esqueleto € util pois ndo depgeedorecisemos atribuir
todas as dobras do diagrama. Tal esqueleto se relacionara@mpacotamento de discos da
seguinte maneira:

 cada circulo é representado por um segmento e tamanho asegiiento sera igual ao
tamanho do raio do disco;

* se quaisquer dois discos se tangenciam, entdo 0os segmesgestivos se unem por um
ponto de suas extremidades.

Esta representacao da base € chamaeésaigeleto da baseEmprestando alguns nomes
da teoria de grafos, 0 esqueleto consiste basicamente stasgsegmentos) e nds(vértices).

27



5.1 O ESQUELETO 28

Dividiremos os nds em dois tipofolhas sdo 0s nés que correspondem ao apice de uma ponta;
e nds internosque sao os nos formados onde duas ou mais arestas se encontram

D E
bhas
nneno //
C F
A
B G

Figura 5.2 Esqueleto da base e os tipos de vértices.

Cada uma das arestas tem pesoque € o comprimento de sua ponta.

D E

Figura 5.3 Esqueleto e suas propor¢des dos comprimentos das pontas.

Podemos interpretar este esqueleto como sendo a projebaselam um plano chamado
plano de projecaq quando:

* todas as sua pontas se alinham em uma linha comum, o eixo;
* 0S segmentos tangentes estao perpendiculares ao eixo.

O fato dos segmentos tangentes serem perpendiculares@a@emportante pois esta
caracteristica permite que as pontas da base possam seufadas ao longo de um plano.

Esta analogia pode ser usada para qualquer base, com unidecag®o: as vezes, te-
remos bases que, ao serem orientadas como base uniaxaah gentas que estdo dentro de
outra ponta. Neste caso, representaremos tal projeca@mtdesdo a ponta que esta escondida,
mas que existe.



5.2 OS CAMINHOS 29

Figura 5.4 Projecdo da base datartaruga. Note que as pontas destabasepnovimentar livremente
na dire¢do do plano de projecao

5.2 0Os caminhos

Quando dobramos uma base, podemos marcar no papel, ondaeep@ntas desta base.
Olhando a figura, podemos observar que a distancia abselutaa marca no papel até a outra,
€ maior ou igual que a distancia de um nds correspondentesjneleto, se caminharmos pelo
esqueleto.

Esta restricdo deve valer para quaisquer dois pontos dado@seontém um né cor-
respondente no esqueleto. Portanto, pode-se identificaronjunto de pontos no quadrado
relacionados com todos as folhas do esqueleto, tais quédacies de cada vértice satisfaca a
caracteristica evidenciada acima, entéo € garantido gsteexum diagrama que transforma
0 quadrado em uma base, cuja projecéo é o esqueleto dadonhaaragpu este teorema como
Teorema da Arvore (ou Esqueleto). A prova deste teoremaaita ghor Lang no artigo “A
computational algorithm for origami design” [27].

Para uma dado esqueleto, existem diversas solucdes dosdulges folhas, e cada uma
delas leva a uma base diferente. Lembrando que devemosremcalesqueleto, para que ele
aproveito ao maximo, o quadrado.

Escolhemos uma configuracao qualquer:

A linhas sdélidas estao indicando quais das arestas tém mkemmainimo possivel. Cha-
maremos tais linhas deminhos ativos(active pathyque tém uma caracteristica em comum:
gualguer caminho ativo entre duas folhas forma uma aredbasaque alinha-se no plano de
projecao da base, ou seja, caminhos ativos tornam-se cobeds.

O teorema do esqueleto, nos permite apenas, termos umal@éamo pode ser cons-
truida uma base, mas ainda néo é suficiente.

Olhando com mais detalhes, podemos colocar neste rascordiagtama, onde 0s nés
do esqueleto aparecem.
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B G

Figura 5.5 Esta é uma configuragéo valida qualquer das posicdes dasspimesqueleto que contém
seis pontas de tamanho igual.

5.3 Sub-esqueletos e Sub-bases

Sabendo que caminhos ativo tornam-se dobras axiais, ogddridases uniaxiais se di-
vide em poligonos axiais. Em alguns dos poligonos, todosws lados sdo caminhos ativos,
em outros, obsevamos a presenca de um lado do quadrado cdmweriado do poligono
axial. Cada poligono axial tem a propriedade que todos os! Is€ios podem ser mapeados
para o plano de projecdo da base quando o quadrado é dobradmaimase. Consequente-
mente, para achar um diagrama que transforme o quadrado arbas®, € necessario achar
um diagrama que mapea o conjunto de poligonos axiais no gapojecéo da base.

Cada um dos poligonos axiais, quando dobrado, transfoenegsumasub-base e a
projecéo desta sub-base representa uma porgcao do esqlzebetse chamadub-esqueleto

Note que, como todos os cantos de um poligono axial devenosigradfolha, os poligo-
nos que tem o limite do papel como um de seus lados, ndo s@opos axiais, e na realidade,
ndo acrescentardo nada a base final.

Sabemos que, para dobrar todos estes poligonos juntoss tepra@char dobras compa-
tiveis com cada poligono que esté vizinho a outro.

Repare que podemos acrescentar a este diagrama, discosmoonas folhas e de raio
igual ao tamanho da ponta da base.

Agora podemos resolver o problemas de dobrar cada poligoal que revelou-se ser
uma molécula.
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Figura 5.6 Cada regiao deste diagrama parcial, € responsavel porugenaedaco do esqueleto.

Figura 5.7 .
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\VARAV/

Figura 5.8 Como cada regido € uma molécula, conseguimos atribuir aaslphra cada regido.



CAPITULO 6

Dobrar e Cortar

SejaP como sendo um poligono, eventualmente com buracBs;@mo um retangulo,
comP C R. Vocé pode imaginaR como sendo uma folha de papel e questeja desenhado
nesta folha.

NOs queremos definir um diagrama, diganlggjue nés permita dobrar o papel repre-
sentado poR de forma que todos os lados BeJ R, e somente eles, sejam colocados um sobre
o outro. Em outras palavras, queremos gukeve os lados d® UR, e somente eles, em um
mesmo plano, digamas. Este problema € conhecido compmblema de dobrar e cortar.
Mas onde entra o cortar nisso?

Do modo queD foi definido, se estivéssemos interessados em obter um@dédggapel
na forma ddP bastaria dobrar o papel de acordo cbra fazer um corte de tesoura no plano
dizemos que ao fazer este corte separamdeR. Perceba que os lados Ben&o necessitam
estar no mesmo plano junto com osRimas fazemos isso para simplificar mais tarde.

Este problema foi primeiramente sugerido por Kan Chu Sen3#j hdo exatamente
como descrevemos acima mas em esséncia Sao a mesma cosaaFsm@r que nem sempre
exista um diagrama com as caracteristicas para resolvesbbepra de dobrar e cortar mas
Marshall Bern, David Eppstein, Barry Hayes e Erik Demainesgntaram uma prova formal
de que sempre existe tal diagrama em [12].

Além disso, eles apresentaram duas maneiras de obter uatdiegara o problema de
dobrar e cortar. Uma delas usa o conceito de streight-skeéet outra usa empacotamento
de discos como sub-rotina e a técnica de divisdo e conqNgsimplementamos a segunda
maneira e iremos apresentar o algoritmo a seguir. O codigmssa apresentacdo pode ser
visto no repositorio do Google sob o projeto JOrigami.

e

Figura 6.1

T
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6.1 Algoritmo

A idéia do algoritmo é construir uma partic&ale R composta de tridgulos e quadrilate-
ros. E depois definir um diagrama que leve o perimetro de dadeeato déSem um mesmo
plano.

O problema dobrar e cortar pede que os laddB A& fiqguem em um mesmo plano entéo
€ necessario que eles também sejam lados de elemerppals os Ultimos serdo levados em
um mesmo plano.

Porém, desta maneira, os ladosRle R ndo estardo sozinhos no mesmo plano. Ao
efetuarmos o corte para sepaRade R estariamos cortando coisas que nao deviamos. Para
ficar de acordo com o problema dobrar e cortar podemos sugoogjlados dé®> UR tém
alguma expessura suficiente para na hora de efetuarmoseoqu@ritsepar® de R, o interior
ou o exterior dd® ndo sejam cortados também.

No capitulo??, vimos que € possivel dobrar um conjunto de triangulos erdasfos,
comosS, de forma que o perimetro de cada um desses poligonos fiquamemesmo plano.
Para tanto basta que os elementoSdejam gerados por discos.

Ai é que entra 0 empacotamento de discos, 0 problema de dolm@tar se reduz a
contruirmos um empacotamento para defferdepois o diagrama que resolve o problema.

O nosso algortimo divide-se em cinco etapas, o0 objetivo nas primeiras sera fazer com
gue os lados dBUR sejam formados por raios ou diametros de discos. Mas née gealquer
conjunto de discos, esse conjunto deve ter duas proprisdadaliscos nédo se sobrepbem e
cada disco encosta em pelo menos outros dois.

Definicdo 6.1.Dois discosa e b seréo considerados sobrepostoasé tem pelo menos dois
pontos e sera considerado que um toca o outey getem exatamente um ponto.

Desta forma os ladoBU R também seréo lados da partic8aue sera definida pelo
empacotamento de discos que estamos constrindo, conseeaite os lados serdo colocados
em um mesmo plano.

Agora vamos ao algoritmo em si, observe que podemos tRataR como um grafo,
digamosG. Os vértices e as arestas@eao os cantos e os ladoskle R respectivamente.

6.1.1 Cobertura dos vértices

Para cada € V(G) definimos o disca@,, com centro env e raio igual a metade da menor
distancia dev até as arestas d& que ndo incidem em. Observe que esses discos ndo se
sobrepdem.

Além disso, cada diso, como definido acima, intersecta exatamente duas aggtas
e,y de G nos pontop e g respectivamentef, € a notacao para a aresta definida pelos vértices
aeb). Remova dé& as arestas,y € e,, acrescente @ quatro novas arestag, €yq, €pw € €qu,

e dois novos verticep e . Perceba que as arestgg e 6,4 Séo raios do disco,, dizemos que
Cy cobre essas arestas e 0 vértieequec, € um disco de canto (Figura 6.2).
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Figura 6.2 Final da etapa de cobertura dos veértices

6.1.2 Cobertura das arestas

Neste momento, o graf@ tem arestas cobertas pelos discos de canto, criados anterio
mente, e as arestas ndo cobertas que precisam ser cobertas.

Para cada arestaque ainda néo esta coberta, definimos o degomom centro no ponto
médio dea e raio igual a metade do comprimentoajelizemos que;, € o disco de rotacdo da
arestaa (Figura 6.3).

Figura 6.3 Comeco da etapa de cobertura de arestas

Agora todas as arestas Gesdo formadas por raios de discos de canto ou por diametros
de discos de rotacdo, denominaremos essa propriedade mieegaale fundamental. Porém,
nao temos a garantia que esses discos nao se sobrepéem.

Neste momento temos duas alternativas para eliminar essas/pis sobreposicdes. A
primeira é dividir todos os discos de rotacao sucessivaraatndo haver mais sobreposicoes.
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Esse método foi sugerido por Demaine e colaboradores @&4).

Para dividirmos um disco de rotacég faremos o seguinte: sejame s 0s vértices da
arestaa; removemos a arestade G; fazemosm ser o ponto médio de; acrescentamos as
aresta®m € emg trocamos o disco, pelos discos de rotacao das duas novas arestas. Dividindo
os discos desta maneira preservamos a propriedade funtémen

A segunda maneira é dividir o maior disco de rotacdo que segdé a um outro disco,
como descrito acima, até n&o haver mais sobreposicéo. Etampeque o disco a ser dividido
seja 0 maior porque caso contrario o algoritmo poderia eatrdoop infinito.

Figura 6.4 Final da etapa de cobertura de arestas

6.1.3 Conexao dos componentes de disco

Neste ponto do algoritmo, podemos ter varios componentaisde. NOs desejamos
conecta-los para obter um anico. A figura 6.4 mostra dois comptes de disco.

Definicdo 6.2(Componente de disco)Jm conjuntoC de discos que ndo se sobrepdem é dito
componente de disco $#,q € C existe uma sequéncia de discos, digamos .,i, onde
i1=p,in=qeijnij;1 & exatamente um ponto, coye=1,...,n—1.

Os componentes podem ser conectados usando a seguinteaséimha qualquer um
dos componentes para ser o componente principal; conectesssvamente, ao principal o
componente que esteja mais proximo do mesmo, faga isso atlav@r mais componentes
para conectar (Figura 6.5).

Essa idéia € uma variacdo do algoritmo de Prim para deterdivnares geradoras mini-
mas. Para esse algoritmo precisamos ter uma definicdo dodjgtBcia entre componentes
de disco e como conectar dois componentes.

Definicdo 6.3(Distancia de componentes de disc) distacia de dois componentédse B
(dist(A,B)) é a menor distacia entre um discoAle um deB.
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Definicdo 6.4(Distancia de discos)A distancia de dois discase b (dist(a, b)) é a distancia
dos centros subtraida da soma dos raioa elb

SejamA e B dois componentes de disco. Sabemos que exiatenh e b € B tal que
dist(A,B) = dist(a,b). O componente resultante da conexadasB é o conjunttAUBU {c},
ondec é o disco tangente externamenta a ab. Observe que de fato, esse conjunto é um
componente de disco.

Na nossa variagao do algoritmo de Prim sempre conectamaz@aociente principal o
gue esta mais proximo dele. Isso garante que ao conectarmosmponente ao principal ndo
criamos nenhum disco que se sobrepdem aos discos dos autrpsmentes.

Figura 6.5 Final da etapa de conexdo de componentes de disco

6.1.4 Reducéo dos arcogon’s (gap’s)

No inicio desta fase, R esta dividido em dois tipos de regi@ssobertas por discos e
as nado cobertas. As regides ndo cobertas sao arcogon’s dehararbitario. Agora, o que
gueremos é dividir os arcogon’s até todos terem no maximarthmquatro.

Definicdo 6.5(Arcogon(gap)) Figura geométrica plana limitada por arcos de discos consec
tivos chamados lados. O tamanho de um arcogon € o niumeroasedaanesmo.

Um arcogon € dividido da seguinte forma: constroi-se o diagrde Voronoi do arcogon;
escolhe-se um dos vértices de voronoi; e por fim cria-se uoo dism centro neste veértice que
divide o arcogon em pelo menos trés outros arcogon’s. Aénast de tal disco se da pelo fato
que os vértices de voronoi sdo tangentes a pelo menos tods(gura 6.6).

Apesar de o método acima dividir o arcogon em trés outrosesi@garantido que 0s no-
VOs arcogon’s tenham tamanhho menor que o original. Commeeglgarantir isso escolhendo
um vértice de voronoi adequado.
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Figura 6.6 Arcogon com seu diagrama de Voronoi

6.1.5 Definicdo das dobras

No capitulo?? vimos que € possivel definir as dobras para cada triagulo driuaro
usando a molécula orelha-do-coelho e a nesga respectitarndeanica coisa que precisamos
fazer € determinar uma ordem para combinar as moléculase fsito contruindo uma arvore
das moléculas.
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Figura 6.7 Final da estapa de reducao dos arcogon’s. Repar&d@uearticionado em quadrilateros e
triangulos.



CAPITULO 7

Parte Subjetiva

7.1 Desafios e frustracoes

O meu desafio inicial foi achar uma iniciacéo cientifica quemente me interessasse.
Depois desta procura, no comeco deste ano(2006), comeaireumir com o professor José
Coelho de Pina Junior, com o aluno da graduacao Rafael An@wsentino e com o aluno do
mestrado Paulo Silveira, onde conversdvamos bastanteuA®es foram fundamentais para
gue nds produzissemos mais e para que cada um contasse @sposgla semana. O segundo
desafio que enfrentei foi administrar o tempo, pois no inkeiotinha que ler bastante, e algu-
mas vezes ficava dobrando os modelos do livro, que supostaagedariam no entendimento
do livro (digo que alguns deles realmente ajudaram). Minaenirustracao foi ndo conseguir
estudar adequadamente toda a teoria descrita no livro gpsofaosto para eu ler [29].

7.2 Disciplinas relevantes

As disciplinas mais relevantes para este trabalho foram:

« MAT0128 - Algebra Linear Para Computac&o: foi Gtil para o entendimen represen-
tacdo das dobras no computador;

* MAC0325 - Otimizacdo Combinatoria: ajudou a lidar com a manipulad@@strutura
de dados usadas na implementacéo do algoritmos do probkedebdar e cortar;

* MACO0110 - Introducédo a Ciéncia da Computac@®AC0122 - Principios de Desen-
volvimento de AlgoritmosMACO0323 - Estrutura de Dados: serviram com base para o
desenvolvimento do algoritmo em geral e 0 uso da linguagem Ja
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