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Resumo

O problema classico de empacotamento de retangulos em retangulos con-
siste em arranjar ortogonalmente itens retangulares, de dimensoées (I, w),
num retangulo maior, de dimensoes (L,W), sem sobreposicao. O obje-
tivo é determinar uma disposicao com a maior quantidade possivel de itens.
Conjectura-se que a versao nao-guilhotinada do problema é NP-dificil. Neste
trabalho abordamos esse problema e estudamos dois algoritmos heuristicos
para resolvé-lo.

Palavras-chave: Empacotamento, programacao dinamica, algoritmos re-
cursivos.
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Parte 1

O Projeto de Iniciacao
Cientifica



Capitulo 1

Introducao

O problema de carregamento de paletes (PCP) consiste em carregar cai-
xas retangulares sobre um palete retangular. Supoe-se que as caixas, dis-
poniveis em grandes quantidades, devem ser arranjadas ortogonalmente, isto
é, com um de seus lados ortogonal a um dos lados do palete, e em cama-
das nas quais a orientagao vertical das caixas é fixada. O PCP tem muitas
aplicagoes praticas [10] e aparece com freqiiéncia na logistica de armazena-
mento e transporte de produtos. Um pequeno aumento no nimero de caixas
transportadas pode representar uma reducgao significativa de custos.

Neste estudo abordamos o problema bidimensional de carregamento de
paletes do produtor [11]. Esse problema consiste em arranjar, sem sobre-
posicao, caixas retangulares idénticas num palete retangular. As caixas de-
vem ser colocadas ortogonalmente e podem sofrer rotacoes de 90°. O ob-
jetivo é determinar um arranjo com a maior quantidade possivel de caixas.
Denotaremos por L e W o comprimento e a largura do palete e por [ e
w o comprimento e a largura das caixas, respectivamente. Consideramos
L, W, l,w inteiros e L > W e [ > w, sem perda de generalidade. Assim, cada
problema fica determinado pela quadrupla (L, W,l,w). Também podemos
supor, sem perda de generalidade, que o maximo divisor comum d de L, W,
lewél. Sed for diferente de 1, dividimos as dimensoes do palete e das
caixas por d e obtemos um problema equivalente.

De acordo com Dyckhoff [10], esse problema pode ser classificado como
2/B/0/C (bidimensional, selegao de itens (neste caso as caixas), apenas um
grande objeto (neste caso o palete) e itens de dimensoes idénticas).

Bischoff e Dowsland [6] apresentaram uma heuristica, baseada nos mé-
todos de Steudel [17] e de De Cani e Smith [7], onde o palete é dividido em
no maximo cinco retangulos, cada um dos quais possuindo uma orientacao



fixa para o empacotamento das caixas, formando padroes nao-guilhotinados
de primeira ordem. Morabito e Morales [14] propuseram uma extensao para
essa heuristica, tornando-a mais geral. Nela, o palete também é dividido em
no maximo cinco retangulos. Porém, o método é aplicado recursivamente
em cada um dos retangulos gerados.

Lins, Lins e Morabito [13] apresentaram um nova abordagem para resol-
ver o problema. O palete, além de ser dividido em retangulos, como em [14],
também é dividido em pegas em forma de L. Em experimentos realizados
com conjuntos de instancias do problema bem conhecidos na literatura, in-
cluindo instancias nao resolvidas por outras heuristicas, o método encontrou
a solucao 6tima de todas elas e os autores conjecturaram que essa aborda-
gem sempre encontra empacotamentos 6timos de retangulos idénticos em
pecas retangulares.

No Capitulo 3, apresentamos o algoritmo proposto em [14] e o conjunto
de raster points [16]. Fazemos uma andlise das simetrias envolvidas nas
divisdes do palete, propomos algumas melhorias e exibimos os resultados
alcancados. No Capitulo 4, descrevemos a abordagem em L e mostramos al-
guns resultados obtidos com a introducao de raster points na implementagao
do algoritmo. No Capitulo 5, descrevemos os limitantes inferior e superior
para o numero de caixas (I, w) que podem ser colocadas em um palete.



Capitulo 2

Definicoes e notacoes

Neste capitulo apresentamos algumas definicoes e notagoes que serao
utilizadas daqui em diante.

2.1 Definicoes

Dizemos que um corte é do tipo guilhotinado se, quando aplicado em
um retangulo, produz dois novos retangulos. Caso contrario, o corte é do
tipo nao-guilhotinado. Um padrao é do tipo guilhotinado se é obtido por
sucessivos cortes do tipo guilhotinado. A Figura 2.1(a) ilustra um padrao
guilhotinado. O padrao é do tipo nao-guilhotinado se é obtido por sucessivos
cortes guilhotinados e/ou nao-guilhotinados.

Um corte ¢é do tipo nao-guilhotinado de primeira ordem se, quando
aplicado em um retangulo, produz cinco novos retangulos arranjados de
modo a nao formarem um padrao guilhotinado. Um padrao é do tipo nao-
guilhotinado de primeira ordem se é obtido por sucessivos cortes guilhoti-
nados e/ou nao-guilhotinados de primeira ordem. A Figura 2.1(b) ilustra
um padrao nao-guilhotinado de primeira ordem. Um empacotamento é dito

(a) Padrao guilhotinado. (b) Padrao nao-guilhotinado.

Figura 2.1: Padroes de corte.



ortogonal se as caixas estao dispostas de forma que um de seus lados seja
paralelo a um dos lados do palete.

Dizemos que uma caixa (I, w), com w < [, tem orientacao horizontal se
ela estiver disposta no palete (L, W) de forma que seu lado [ seja paralelo ao
lado L do palete e dizemos que uma caixa tem orientagao vertical se seu lado
[ for paralelo ao lado W do palete. A Figura 2.2 ilustra as duas possiveis
orientacoes.

l D — vertical
w

horizontal «—— [ |w

Figura 2.2: Orientagoes das caixas no retangulo: horizontal e vertical.

Um empacotamento de um retangulo é dito homogéneo se todas as
caixas arranjadas neste retangulo tém a mesma orientacao, como exemplifica
a Figura 2.3.

Figura 2.3: Exemplo de empacotamento homogéneo de caixas de dimensoes
(5,3) num retangulo de dimensoes (16,9).

2.2 Notacoes

Z. denota o conjunto de nimeros inteiros maiores ou iguais a zero. |x]
denota o maior inteiro menor ou igual a z. L e W denotam respectivamente
o comprimento e a largura do palete. [ e w denotam respectivamente o
comprimento e a largura das caixas a serem empacotadas. A cardinalidade
de um conjunto S é denotada por |5].



Capitulo 3

Algoritmo de cortes
nao-guilhotinados de
primeira ordem

Diversas heuristicas de blocos (retangulos nos quais as caixas empaco-
tadas possuem a mesma orientagao) foram propostas para resolver o pro-
blema de carregamento de palete do produtor. Entre elas podemos citar as
heuristicas de Steudel [17], De Cani e Smith [7], Bischoff e Dowsland [6],
Scheithauer e Terno [16] e de Nelissen [15].

Steudel [17] prop6s uma heuristica na qual o palete é dividido em, no
maximo, quatro blocos, onde as caixas sao arranjadas segundo uma ori-
entacao pré-determinada. Um procedimento semelhante foi proposto por
De Cani e Smith [7]. No entanto, este examina uma quantidade muito
maior de padroes do que o primeiro.

Bischoff e Dowsland [6] apresentaram um refinamento para os métodos
de Steudel [17] e de De Cani e Smith [7], permitindo padrdes de empaco-
tamento com um bloco a mais. Nesta heuristica, o palete é dividido em,
no maximo, cinco blocos, como ilustra a Figura 3.1, e cada um dos blocos
tem a orientagdo das caixas pré-determinada (exceto a orientacdo das cai-
xas do bloco central que é determinada a posteriori, de forma a maximizar
o numero de caixas). O método baseia-se no fato de que as dimensoes do
bloco central sao determinadas pelas dimensoes dos quatro blocos externos
e, assim, uma série de padoes guilhotinados e nao-guilhotinados de primeira
ordem sao examinados através da variacao das dimensoes dos blocos exter-
nos. O método devolve o padrao que apresenta o maior nimero de caixas
empacotadas.



= i

Figura 3.1: A divisdo em cinco blocos exibindo a orientagao das caixas. A
orientacao das caixas no bloco central é escolhida de forma a maximizar o
numero de caixas.

O método descrito a seguir foi apresentado em [14], por Morabito e
Morales, como uma extensao da heuristica proposta por Bischoff e Dows-
land [6], com a intenc@o de torna-la mais geral. A idéia é aplicar o método
recursivamente em cada bloco gerado e nao apenas ao palete. Além disso,
a orientacao das caixas nos blocos nao é previamente determinada. A ori-
entacao, em cada bloco, é escolhida de forma a obter um empacotamento
com o maior numero de caixas possiveis no bloco.

3.1 Descricao do método

Primeiramente, sao calculados os limitantes inferior (z;;) e superior (zyp)
para o nimero de caixas (I, w) que podem ser colocadas dentro do retangulo
(L,W). Tais limitantes (descritos com mais detalhes na Sec@o 5) sao dados

I R

{L*W* J
Zub = )

lw

respectivamente, onde L* = max{z | x = rl +sw, « < L, r,s € Zy} e
W* =max{y | y = tw+ul, y < W, t,u € Zy}. Se zip = zyup, entdo a
solugao 6tima foi encontrada e o método devolve 2. Caso contrario, para
cada x1,z9 € S, tais que x1 < 9 e para cada y1, Yy € Sy tais que y1 < yo, 0
retangulo (L, W) é dividido em, no maximo, cinco partes (através de cortes
guilhotinados ou nao-guilhotinados de primeira ordem), numeradas de 1 a
5, com tamanhos (L;, W;), conforme ilustra a Figura 3.2(a). Assim, cada
divisdo fica determinada pela quadrupla (zi,z2,y1,y2), de acordo com a
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(a) Tamanho das divisdes. (b) Pontos que determinam o
particionamento.

Figura 3.2: Divisao do retangulo em cinco partes, através de um corte nao-
guilhotinado de primeira ordem.

Figura 3.2(b), e os tamanhos das partigoes geradas sao dadas por:

(L1, W1) (1, W —y1)
(L2, W) = (L—w1,W —1y2)
(L3, W3) = (x2— 21,92 — Y1)
(La, W) = (22,91)

(L5, W5) = (L —m2,y2)

O algoritmo ¢é entao aplicado recursivamente a cada uma das partes geradas.

Esse procedimento pode ser representado como uma arvore de busca,
na qual o nd raiz representa o problema principal e cada um dos outros
nos corresponde a um subproblema do problema representado pelo né pai.
Como o método ¢é aplicado a cada um dos subproblemas recursivamente, na
ordem em que sao gerados, o procedimento realiza uma busca pela arvore
utilizando a estratégia de busca em profundidade. Para evitar de fazer
buscas muito profundas, existe a possibilidade de limitar a profundidade
da busca em um determinado valor N. Quando a profundidade maxima é
alcancada, o método nao é aplicado aos subproblemas gerados e cada um
deles continua com sua melhor solucao obtida até o momento. Um pseudo-
cddigo do algoritmo é apresentado a seguir.

3.2 Grade de pontos

Precisamos determinar quais os pontos (z1, 2, Y1, y2) que devemos con-
siderar a fim de explorar o maior nimero possivel de padroes guilhotina-

10



Algoritmo 1: Pseudo-cédigo do algoritmo descrito em [14].

Entrada: L,W,l,w,n € Z.
Saida: Nimero méximo de caixas (I, w) empacotadas no retangulo (L, W).
BD-RECURSIVO(L, W, 1, w,n)

1 inicio
2 Determine os conjuntos Sy, e Sy para (L, W)
3 zip < LIMITANTEINFERIOR(L, W, 1, w)
4 Zup < LIMITANTESUPERIOR(L, W, [, w)
5 se z;p = zZyp entao
6 devolve z,
7 senao
8 para cada z; € Sy, faga
9 para cada x5 € S, tal que z1 < x5 faga
10 para cada y; € Sy faga
11 para cada y; € Sy tal que y; < yo faga
12 se o padrao produzido nao é simétrico a outro entao
13 para i < 1 até 5 faga
14 Determine (L;, W;)
15 2}, « LIMITANTEINFERIOR(L;, W;, [, w)
16 2%, « LIMITANTESUPERIOR(L;, W;, [, w)
17 Sy — S0 2h,
18 Sup — Z?:l Z;b
19 se n < N entao
20 para i < 1 até 5 faga
21 z; < BD-RECURSIVO(L;, Wy, l,w,n + 1)
22 Slb — Zi — Zlib
23 Sup — 2 — z;b
24 se z;, > Sy entao
25 pare
26 se Sp, > z;, entao
27 21p — Sip
28 se zjp = zyp entao
29 devolve zj,
30 se Sy, > z;, entao
31 Zlh Slb
32 devolve zp,
33 fim

11



dos e nao-guilhotinados de primeira-ordem. Sejam (z,y) as coordenadas
de um vértice de uma caixa (I,w) colocada dentro do retangulo (L, W)
(consideramos que o vértice inferior esquerdo do retangulo (L, W) estd so-
bre o ponto (0,0)). Assim, z e y podem tomar valores nos conjuntos
Gy ={z|0<2<L}eGy, ={y |0 <y < W}, respectivamente. No
entanto, podemos substituir esses conjuntos por outros de menor cardinali-
dade.

Considere a seqiiéncia estritamente crescente {z¥} de combinagdes line-
ares de [ e w, cujos coeficientes sao inteiros nao negativos.

Teorema 1 Todo empacotamento ortogonal de caizas (I, w) em um retangulo
(L, W) pode ser transformado em outro empacotamento ortogonal, com o
mesmo numero de caizas, no qual cada vértice (x,y) de cada caiza € tal que

(l‘, y) = (Ziv zj)'

De acordo com esse teorema, cuja prova pode ser encontrada em [13],
podemos reduzir os conjuntos G, e G, aos conjuntos normais

S(L,w) = {z|z=ri4+sw, <L, rsc€Zi}e (3.1)
SWhw) = {yly=twtul, y<W, tucZ.).  (32)

Para simplificar, denotaremos S(L, [, w) por Sz e S(W,l,w) por Sy .

A prova do Teorema 1 nos fornece um algoritmo para transformar um
empacotamento ortogonal qualquer em outro empacotamento ortogonal no
qual cada vértice (z,y) de cada caixa satisfaca * € S e y € Sy. Basta
deslocar as caixas, recursivamente, para a esquerda e para baixo enquanto
possivel sem provocar intersecgoes.

Note que se o vértice inferior esquerdo de uma caixa estd em Sy x Sy
entao os demais vértices desta caixa também estao em Sy x Sy .

Sejam 1° = (z,y) € St x Sw as coordenadas do vértice inferior esquerdo
de uma caixa de dimensoes (I,w) colocada num retangulo (L,W). Sejam
v, v? e v® as coordenadas dos vértices inferior direito, superior direito e
superior esquerdo, respectivamente. Como (x,y) € Sp X Sw, (z,y) é da
forma (rl + sw,tw + ul), com r,s,t,u € Z4. Se a orientacao da caixa for
horizontal, entao

vl = ((r+ D)l + sw, tw + ul)
v? = ((r4 1)+ sw, (t + 1w+ ul)
v* = (rl+ sw, (t + 1w+ ul).

12



Como a caixa esta posicionada dentro do retangulo e considerando sua ori-
entagao horizontal, temos que x =rl+sw <L —-ley=tw+ul <W —w.
Logo,

= (r+Dl4+sw=l+sw)+I<(L-1)+1=1L
= (t+Dw+tul=_(twt+u)+w<W—-w)+w=W

v

<S8~

(%

o que implica em vl € S e vZ € Sw. Entdo, v2 = vl € 9y, vg = vg € Sw,

2 =
v; = 1)2 € Sw e v3 =) € Sy, e, portanto, todos os vértices da caixa estdo
em St x Sy. Analogamente obtemos o mesmo resultado se a orientagao da

caixa for vertical.

3.2.1 Raster points

Visando reduzir ainda mais a grade de pontos sobre o retangulo (L, W),
foram definidos os conjuntos de raster points (cf. [16])

S, = {(L—a)s, | zeS,}u{o}, (3.3)
§W = {{(L- y>SW |y € Sw}u{0}, (3.4)
onde
(')s, = max{xe Sy |z <2},
()sw = max{yeSw|y<y}

e Sy e Sy sao os conjuntos definidos em (3.1) e (3.2), respectivamente.
Considere, por exemplo, o problema (28,20,7,4). Os conjuntos normais e
raster points para esse problema sao

S, = {0,4,7,8,11,12,14,15,16, 18,19, 20,21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28},
S, = {0,4,7,8,12,14,16,20, 21,24, 28},
Sw = {0,4,7,8,11,12,14,15,16,18,19,20} e

Sw = {0,4,8,12,16,20}.

Note a reducao da cardinalidade dos conjuntos normais para os conjuntos
de raster points. A Figura 3.3 ilustra a a grade de pontos proporcionada
pela utilizagdo dos conjuntos Sy, e Sy e pelos conjuntos S e §W.

O teorema a seguir garante que podemos utilizar os conjuntos de raster
points sem perda de generalidade.

Teorema 2 Nao hd perda de generalidade com a utilizacdo dos raster points
a0 1mvés dos conjuntos normais.

13



(a) Utilizando os conjuntos (b) Utilizando os conjuntos
SL e SW SL € SW

Figura 3.3: Grade de pontos para (L, W, l,w) = (28,20,7,4).

Prova. Vamos provar que qualquer empacotamento ortogonal de um retan-
gulo (L, W) no qual cada vértice (x,y) das caixas (I, w) estd em Sp x Sy
pode ser transformado em um empacotamento, com o mesmo numero de
caixas, no qual (x,y) estd em S X Sy .

Considere um empacotamento ortogonal de caixas (I, w) em um retangulo
(L, W) em que cada vértice (x,y) de cada caixa é tal que z € S e y € Sw.

Note que se trocarmos a posicao = de cada vértice de cada caixa por
2’ := L — x e cada posigao y por ¢y’ := W — y continuamos a ter um em-
pacotamento ortogonal sem sobreposicao. Podemos pensar nisso como uma
reflexao horizontal seguida de uma reflexao vertical das caixas no retangulo.

Pelo Teorema 1, este novo empacotamento pode ser transformado em
outro empacotamento ortogonal, com o mesmo numero de caixas, no qual
cada vértice (z/,y’) de cada caixa é tal que (2/,y") € S x Sy . Isso é obtido
deslocando-se cada caixa, recursivamente, para a esquerda e para baixo, sem
sobreposigoes, até que cada vértice satisfaca (2/,y') € Sp x Sy. Podemos
fazer isso deslocando as caixas para a posi¢ao mais proxima, que é dada por
((@"s,, (V) sy ). Pela definicao de raster points, temos que (z')s, € S e

<y/>sw € Sw. O

3.2.2 Normalizagao

Um resultado imediato do Teorema 1 é que podemos supor, sem perda de
generalidade, que L e W sao combinagoes lineares de [ e w com coeficientes
inteiros positivos. Assim, o problema (L, W,l,w) é equivalente ao problema
(L,W,l,w),onde L = (L)s, e W = (W)g,,.

14



3.3 Divisao do palete

Nesta secao exploramos a divisao do retangulo em 2, 3, 4 e 5 partes. Em
cada uma delas, optamos por listar todos os casos possiveis como forma de
garantir que nao estamos perdendo nenhum tipo de divisao. Em seguida,
fazemos uma andlise das simetrias envolvidas nessas divisoes, com o objetivo
de reduzir o niimero de possibilidades de particionamento do retangulo.

3.3.1 Divisao em 2 blocos

Claramente, existem duas formas de dividir um retangulo em dois novos
retangulos. Uma delas é fazendo-se um corte horizontal e a outra através
de um corte vertical, conforme ilustra a Figura 3.4.

Figura 3.4: Divisao do retangulo em duas partes.

Para realizarmos uma divisao horizontal, é necessario que apenas um
corte horizontal atravesse o retangulo do lado esquerdo ao lado direito. Ou
seja, uma das trés condicoes a seguir deve ser satisfeita:

1.y =0e0<y2 <W
2.0<y1 =y < W
3. 0<yy <Weyy=W

Além disso, 1 e xo devem tomar valores apenas em {0, L} (sendo, ha-
veria algum corte vertical e nao teriamos uma divisao horizontal em dois
blocos), respeitando-se a condigao z1 < zo.

Na Tabela 3.1 estao listadas todas as possibilidades de divisao horizontal
de um retangulo em dois blocos.

Analogamente, para dividir o retangulo verticalmente, y; e yo devem
tomar valores em {0,W}, com y; < yy e uma das trés condigdes a seguir
deve ser satisfeita:

1. 21=0e0<zo< L

15



y1,y2 €Y x1,19 € X Blocos obtidos
x1:x2:0 2eb
Yy =0e0<ys <W z1=0exz9=1L 2¢3
.Tl:l‘QZL 1
x1:x2:0 2eb
O<yr=yo <W z1=0exz9o=1L 3e4d
.Tl:l‘QZL led
x1:x2:0 )
O<yi<Wey=W |21=0€20=1L 3e4
r1=x9=1 led

Tabela 3.1: Divisoes horizontais.

2. 0<zx1=20< L
3. 0<zy<Lexzo=1L

Na Tabela 3.2 estao listadas cada uma das possibilidades.

T1,r9 € X Y1,Yy2 €Y Blocos obtidos
y1=y2=0 2
r1=0e0<29o< L |y1=0ey =W 3eb
y=y2=W 4ed
y1=y2=0 le2
O<zx1=a29< L yy=0ey =W leb
y=y2=W 4ed
y1=y2=0 le2
O<xi<Lexy=L|y1=0ey =W le3
y=y2=W 4

Tabela 3.2: Divisoes verticais.

3.3.2 Divisao em 3 blocos

Existem (g) = 10 diferentes formas de dividirmos um retangulo em trés
blocos, de acordo com o esquema adotado na Figura 3.1. A seguir sao
listadas cada uma delas.

e Blocos 1, 2 e 3.
O<zi<L,zo=L,y1=0e0<y <W.
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Prova:

Y2

Y1

1

Como queremos os blocos de ntimeros 1, 2 e 3, suas dimensoes devem

ser todas positivas

0 < x

0 < W—1,
0 < L—x
0 < W—1y
0 < x9—m
0 < w2—um

e, além disso, as areas dos blocos de nimeros 4 ¢ 5 devem ser nulas:

zo=0o0uy; =0
L—29=00uy:=0

(3.11)
(3.12)

Se xo =0, entao x1 = 0, ja que 0 < x1 < xo. Mas isso viola a condigao
(3.5). Logo, devemos ter y; = 0, que satisfaz todas as condigoes.

Se L — x9 = 0, ou seja, se xo = L, todas as condigoes sao satisfeitas.
Se yo = 0, entdao y; = 0 (ja que 0 < y; < y3), o que viola a condicao

(3.10). Logo, devemos ter necessariamente xo = L.

Portanto, para obtermos apenas os blocos de niimeros 1, 2 e 3, devemos

terO<axy < L,xo=L,y1=0e0<ys <W.

Blocos 1, 2 e 4.
O<xi<L,xo=L,0<y; <Weys=1.

Blocos 1, 2 e 5.
O<zi<L,zo=x1, 1 =0e0<y2a <W.

Blocos 1, 3 e 4.
O<zi<L,zo=L,0<y1 <Wey=W.

Blocos 1, 3 e 5.
O<xi<za< L,y =0ey=W.
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Y2

x2

e Blocos 1, 4 e 5. " ' 5
O<xi<L,xo=21,0<yi<Wey=W. 4
T
2
e Blocos 2, 3 e 4. Y 3
r1=0,20=Le0<y <y <W. v 4
]
2
e Blocos 2, 3 e 5. Y
21=0,0<z23<L,y1 =0e0<y <W. 3 5
ylxl T2
2
e Blocos 2,4 e 5. &
21=0,0<2 <L, 0<y; <W ey =1i. 4 5
T1 D)
Y2
e Blocos 3,4 e 5. 3 5
21 =0,0<20< L,0<yy <Wey=W. vt 4
1 T2

Note, porém, que todos os padroes obtidos na divisao do retangulo em
trés blocos podem ser obtidos através de dois cortes guilhotinados. O pri-
meiro padrao, por exemplo, no qual permanecem os blocos de niimeros 1, 2
e 3, poderia ser obtido por meio de um corte vertical seguido de um corte
horizontal no bloco do lado direito.

Tal fato nos permite ignorar divises explicitas em trés blocos e podemos
nos preocupar apenas com divisdes em dois blocos.

3.3.3 Divisao em 4 blocos

Existem (Z) = 5 diferentes formas de dividirmos um retangulo em qua-
tro blocos, de acordo com o esquema adotado na Figura 3.1. Essas cinco
possibilidades sao listadas abaixo.

)

2
e Blocos 1, 2, 3 e 4. vt
O<zi<L,zo=Lel<y <y <W. v 4
)
2
e Blocos 1, 2, 3 e 5. v2| 1
O<zi <z < L,y1=0e0<ys <W. y 35
1

1 T2
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e Blocos 1, 2,4 ¢ 5. 1o vl 1 |2
O<z <2< L,0<y; <Weys=y;)ou y1
O<zy<Lyzo=mz1e0<y; <y <W). a s TR

xTr1 T2 xr1

e Blocos 1, 3,4 ¢ 5. L13s
O<ati <z <L, 0<y1<Wey=W. iy

T1 T2
2

e Blocos 2, 3, 4 e 5. T

1‘1:0,0<1‘2<Leo<y1<y2<w. v 4 >
1 o

Da mesma forma ocorrida com as divisoes em trés blocos, os padroes
obtidos com as divisoes em quatro blocos também podem ser gerados a
partir de combinagoes de cortes guilhotinados.

3.3.4 Divisao em 5 blocos

H4 apenas uma maneira de dividirmos o retangulo em 5 blocos, do modo
como o definimos, com z1,x2,y; e yo satisfazendo as seguintes condigoes:
O<zi<za<LelO<y <y <W. A Figura 3.5 ilustra essa divisao.

Figura 3.5: Divisao do retangulo em 5 blocos.

3.4 Analise de simetrias

A fim de evitar chamadas recursivas desnecessarias, podemos restringir
a busca para um numero reduzido de padroes, eliminando particionamentos
equivalentes. Como foi mostrado na Secao 3.3, as divisoes em trés e qua-
tro blocos podem ser derivadas de sucessivos cortes guilhotinados. Assim,
analisaremos as simetrias apenas para as divisoes em dois e cinco blocos.
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Definicao 1 Dizemos que dois particionamentos de um retangulo sao equi-
valentes se eles geram os mesmos subproblemas.

O Lema a seguir mostra um resultado importante a respeito dos raster
points, que serd muito utilizado daqui em diante.

Lema 1 Para todo ' € §L, (L—(L—1')s,)s, =a'.

Prova. Seja 2’ € §L. A prova serd realizada em duas partes: pimeiro
mostraremos que ' < (L — (L — 2')g,)s, e, em seguida, mostraremos que
(L—(L—1a")s,)s, <a'.

Temos,

(L—aYg, <L-2" < 2/ <L-(L—-1")g,.
Por defini¢ao, (L — (L — 2')g,)s, = max A, onde
A={re Sy, |r<L—(L-12)g,}.
Como 2’ <L — (L —1')g,, entdo 2’ € A. Logo,
¥ < max A= (L {L—')s,)s,.

Como z' € Sy, temos que 2’ = (L — w)g, para algum w € Sp. Além
disso, (L — 2')s, = max B, onde

B={reSy,|r<L-2a"}

Note que ' = (L —w)s, < L —w e, portanto, w < L —z’. Logo, w € B
e entdo w < max B = (L —2')g,. Assim, L — (L — 2')s, < L — w e isso
implica em
(L—(L—2)s;)s, < (L—w)s, =2

Logo, (L — (L —2')s,)s, < a'.
Portanto, como 2’ < (L —(L—1')g,)s, e (L—(L—12')s,)s, < ', temos
que (L — (L —a')s,)s, =’ O
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3.4.1 Simetria 2-blocos

Sejam x1,x2 € §L e Y1,y € §W. No caso da divisao vertical em dois
blocos, podemos fixar y; = yo = 0 e o = x1 e fazer x1 variar no intervalo
(0, |L/2]]. Dessa forma, evitamos casos simétricos, como mostra o Teorema
3. Analogamente para divisoes horizontais, podemos fixar x1 = x9 = 0 e
y2 = y1 e fazer y; variar no intervalo (0, |W/2|]. Assim, a busca por
padroes pode limitar-se aos dois casos seguintes:

1.O0<zi=22<|[L/2] ey1 =y2=0.
2. x1:x2:OeO<y1=y2§LW/2J.

Teorema 3 Todo particionamento gerado através de um corte guilhotinado
em um ponto r € Sy tal que x > % € equivalente a um particionamento

Iy -~ a — - L
gerado por um corte guilhotinado em um ponto T € Sp, tal que T < 5.

Prova. Considere z € S 1 tal que z > % Vamos mostrar que existe z €
§L tal que z < % e que as particoes geradas através do corte em Z sao
equivalentes as particoes geradas pelo corte em z.

Ao dividirmos o retangulo (L, W) em z, produzimos dois novos retangulos,
digamos R; e Ry, de tamanhos (z, W) e (L — x, W), respectivamente. Essa
divisao ¢ ilustrada na Figura 3.6. O segundo retangulo, ao ser normalizado,
passard a ter tamanho (z,W), onde z = (L — z)g,. Note que z € S, e

z < |L/2].

Ry

- == = = o el

T L—=x
Figura 3.6: Divisao do retangulo (L, W) no ponto x.

Se dividirmos o retangulo no ponto Z, produziremos dois retangulos,
digamos R; e Ry, de tamanhos (z, W) e (L — &, W), respectivamente. Nor-
malizando o retangulo Rs, este terda tamanho ((L — z)g,,W). Como T =
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(L —x)g,, entdo (L — )s, = (L — (L —x)s,)s, e, pelo Lema 1, (L — (L —
x)s,)s, = x. Assim, Ry = (Z,WW) = Ry e Ry = (x,W) = R;. Ou seja, a
divisao do retangulo (L, W) no ponto & = (L — x)g, é equivalente a divisao

no ponto x. O

3.4.2 Simetria 5-blocos

Analisaremos, agora, as simetrias provenientes de particionamentos do
retangulo em 5-blocos através de cortes nao-guilhotinados de primeira or-
dem. Considere uma divisao do retangulo (L, W) em quatro regides, deno-
minadas A, B, C e D, como mostra a Figura 3.7.

|t

wl=

Figura 3.7: Divisao do retangulo em quatro quadrantes.

Lema 2 Para cada corte nao-guilhotinado de primeira ordem do retangulo
(L, W), determinado por raster points, no qual o centro do bloco de nimero
3 estd no quadrante D (C), existe wum particionamento equivalente, dado
por outro corte nao-guilhotinado de primeira ordem, também determinado
por raster points, no qual o centro do bloco 3 estd localizado no quadrante

A (B).

Prova. Queremos mostrar que cada particionamento gerado através de um
corte nao-guilhotinado de primeira ordem determinado por raster points,
que possui o centro do bloco de nimero 3 (MT”, %) no quadrante D
(ou C) é equivalente a um outro, cujo centro do bloco 3 esta localizado no
quadrante A (ou B). Nesse contexto, dois particionamentos sao equivalentes
quando existe uma bijecao entre os cinco retangulos gerados por cada um
deles. Sejam (L,W) as dimensdes do retangulo, (/,w) as dimensdes das
caixas e Sy, e Sy os conjuntos de raster points definidos em (3.3) e (3.4).
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( ) (
( ) (
(L3, W3) = (z2— 21,92 —y1) = ((z2 — 21)s,, (Y2 — ¥1)s,.)
( ) (
( ) = (

as partigoes geradas no retangulo (L, W) através de um corte nao-guilhotinado
de primeira ordem nos pontos x1,x2 € St € y1,y2 € Sy, tais que % > %
6&2@’2 >%,ouseja, 1 +ax9o>Ley +y >W.

L L
2 2
Y2
Y1 ’
w w
2 gQ 2
(! ’
Ty T Iy T2
(a) Bloco 3 localizado no qua- (b) Bloco 3 localizado no qua-
drante D. drante A.

Figura 3.8: Em (a), particionamento nos pontos 1, z2, y1, Y2, € em (b), nos
pontos T, T2, Y1, Y2-

Considere agora um particionamento nos pontos =1, Zo, y1, Y2, onde

1 = (L—u9)s,
To = (L—um1)s,
no= (W-ys,
Y2 = <W - y1>SL‘
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Pela definicao de raster points, T1,Ty € §L ey, Yo € :S‘VW, Assim,

(L, Wh) = (21,(W = ti)s,) = (L —22)s5,, (W — (W = 42)5,)5,)
= ((L—=2)s,,Y2) = (L5, W5)
(Lo, Wo) = ((L—7Z1)s,, (W —Ja)s;)
= ((L—A(L—m2)s,)8,, (W =W —w1)s,)s,) = (w2,91) = (L1, Wa)
(La, Wa) = (Z2,91) = (L — x1)s,, (W — y2)5,) = (L2, Wha)
(Ls,Ws) = ((L—22)s,,92) = (L= (L —x1)s,)s,, (W = 91)s,)
= (21, (W —w1)s,)) = (L1, W)
(L3, W3) = ((L—Ls—Li)s,, (W —Wy—Wa)s,)
= ((L—Li—Ls)s,,(W—=Wa = Wy)s,) = ((Ls)s,, (W3)s,)
= (L3, W3)

B L(zgo, (Ll,Wl) = (L@VVE,), (LQ,WQ) = (L4,W4), (Lg,Wg) = (Lg,Wg),
(Ly, Wy) = (L2, W) e (L5, Ws5) = (L1, W1) e, portanto, o particionamento
determinado pela quadrupla (x1,x2,y1,¥2), que possui o centro do bloco 3
no quadrante D, é equivalente ao obtido por (Zi,Z2,¥1,¥2), que possui o
centro do bloco 3 no quadrante A.

Analogamente, cada particionamento que possui o centro do bloco 3 no
quadrante C' é equivalente a um particionamento cujo centro do bloco 3 esta
no quadrante B. O

Enunciaremos e provaremos, a seguir, o Teorema que garante que as
simetrias envolvidas em cortes nao-guilhotinados de primeira ordem, utili-
zadas em [14], continuam validas com a utilizagdo dos raster points.

Teorema 4 A busca por padroes nao guilhotinados de primeira ordem pode
limitar-se apenas aos casos em que x1,xs € S1, € y1,Y2 € Sw, com 0 < 1 <
To < L el<y <y <W, sao tais que

T+ a9 < L, ou
r1t+ax2=Ley+y2 <W

Prova. Sejam x1,x9 € §L e Y1,y € :S'VW tais que 0 < 21 < a9 < L e
0 < y1 < ya < W e considere o particionamento do retangulo (L, W) por
meio de um corte nao-guilhotinado de primeira ordem determinado por esses
pontos. Pelo Lema 2, o centro do bloco 3, dado por (MQIQ, %), nao
precisa ocupar as regides C' e D. Assim, a coordenada x do centro nao
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precisa ultrapassar %, ou seja :vle < %, o que implica em

1+ x9 < L. (3.13)
A condigao (3.13) pode ser dividida em duas partes:

1 +x9 =L
r1+x2 < L

Se x1 + xo = L, entao, pelo Lema 2, a coordenada y do centro do bloco

5 : w io Y1tY2 w
3 nao precisa ultrapassar -, ou seja, <5 < o

, 0 que nos leva a
1ty < W

O

Porém, isso nao é suficiente para eliminar todos os casos simétricos.
Quando L = W, também sao vélidas simetrias entre as regices A e B,
de modo que um padrao nao-guilhotinado de primeira ordem gerado com o
centro do bloco 3 na regiao B possui um padrao equivalente no qual o centro
do bloco 3 estd na regiao A. Assim, quando o retangulo é um quadrado, a
busca por padroes nao-guilhotinados de primeira ordem pode limitar-se aos
casos em que 1 + 22 < L ey +y2 < W.

3.5 Detalhes de implementacao

Nesta secao apresentamos os detalhes mais importantes de nossa imple-
mentagao. Sao eles:

e Incorporacao dos raster points.
e Geracao apenas dos padroes nao simétricos entre si.

e FEliminacao de divisdes do retangulo em 3 e 4 partes explicitamente.
Agora elas sao geradas por sucessivos cortes guilhotinados ao longo da
recursao.

e Tratamento de subproblemas repetidos.
e Armazenamento de informagoes.

e (Calculo dos limitantes.
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3.5.1 Incorporacao dos raster points

Em nossa implementacao, utilizamos os conjuntos de raster points (3.3)
e (3.4), ao invés dos conjuntos normais (3.1) e (3.2), para formar a grade
de particionamento do retangulo. Houve uma grande melhora com a in-
corporagao desses conjuntos e os resultados obtidos podem ser vistos na
Secao 3.6.

3.5.2 Geragao de padroes

Com os resultados obtidos em nossa analise de simetrias, apresentada na
Secao 3.4, decidimos modificar a forma de gerar as particoes. No algoritmo
original [14], sdo geradas todas as divisoes possiveis do retangulo e a cada
novo particionamento ¢é verificado se o padrao produzido é simétrico a algum
outro, para decidir se aquele padrao precisa ser considerado ou nao. Ao invés
disso, decidimos fazer com que o algoritmo produzisse apenas os padroes nao
simétricos entre si, economizando processamento.

Isso foi feito substituindo os quatro lagos encaixados que geram os pontos
x1,%2,Yy1 € Yy (ver Algoritmo 1), por trés conjuntos de lagos separadamente:

(a) um bloco de lagos encaixados para gerar particionamentos em cinco
retangulos;

para cada r; € St tNal que 71 < L%J faca
para cada xo € S, tal que x1 < xo < L faga
para cada y; € Sy tal que y; < W faga
para cada yo € Sy tal que y1 < yo < W faga

(b) um lago para divisées horizontais;

para cada z; € Sy, tal que 71 < L%J faca
T9 < I

y1 <0
y2 — 0

(c) e outro para divisoes verticais.
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para cada y; € Sy tal que y1 < L%J faca
Y2 <— Y1
Tl < 0
o < 0

Ainda no lago (a), se x1 + x9 = L, entdo podemos restringir y; e yo
apenas aos casos em que y1 + yo < W.

Com essa separacao em trés lacos, as divisoes explicitas do retangulo
em trés e quatro partes foram eliminadas e agora sao obtidas por sucessivos
cortes guilhotinados nos lagos (b) e (c). Porém, essa alteragao implica numa
mudanca no conceito de profundidade méxima que se tinha inicialmente.
Antes, com profundidade igual a 1 jé era possivel obter padroes com 3 e 4
blocos, enquanto que agora tais padroes s6 aparecerao nas profundidades 2
e 3. Isso pode fazer com que alguns problemas que podiam ser resolvidos
com profundidade maxima N = 3 necessitem agora de uma profundidade
maxima um pouco maior para serem resolvidos.

3.5.3 Subproblemas repetidos

Ao longo da execugao do algoritmo um mesmo subproblema pode surgir
mais de uma vez. Antes de resolver qualquer subproblema, é preciso verificar
se ele ja foi resolvido e assim evitar processamento desnecessario. Porém,
nao podemos simplesmente ignorar um subproblema repetido e devolver o
valor de sua solucao anterior.

Como a profundidade da recursao (ou da arvore de busca) é limitada,
um subproblema pode nao ser completamente explorado, no sentido de que
a busca limita-se a um nimero reduzido de padroes, de forma que nao lhe
seja atribuida a melhor solugao possivel. Uma solu¢ao melhor poderia ser
encontrada caso a profundidade da busca fosse um pouco maior.

Com isso em mente, ao nos depararmos com um subproblema repetido
verificamos em que profundidade ele apareceu anteriormente. Por definicao,
a profundidade de um subproblema ainda nao resolvido é N (profundidade
méaxima permitida) e a profundidade de um problema resolvido de forma
comprovadamente 6tima é 0. Caso tenha sido numa profundidade menor
ou igual do que a atual, devolvemos a solugao anterior, ja que se o subpro-
blema fosse resolvido a partir da profundidade atual, a qualidade da solucao
encontrada seria, no melhor caso, tao boa quanto a obtida anteriormente.
Caso ele tenha surgido em uma profundidade maior do que a atual, “damos
mais uma chance” ao subproblema e o resolvemos novamente, ja que existe
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a possibilidade de encontrarmos uma solugao melhor.

No caso em que N = oo, nao ha necessidade de resolver um mesmo
subproblema novamente caso ele venha a aparecer em uma profundidade
menor do que a anterior. Pois, como nao ha limite para a profundidade
da busca, todos os padroes possiveis sao examinados e a melhor solucao
possivel é encontrada. Assim, cada subproblema é resolvido uma tnica vez.
Além disso, podemos reduzir o limitante superior para o valor da solucao
encontrada, ja que sabemos que nao é possivel encontrar uma solugao melhor
com essa abordagem.

3.5.4 Armazenamento de informagoes

As informagoes dos subproblemas sdo armazenadas em uma matriz bi-
dimensional de tamanho |Sz||Sw|, no caso da utilizacio dos raster points,
ou |SL||Sw|, no caso da utilizagdo dos conjuntos normais.

Sao utilizados um vetor de tamanho L para indexar a primeira coor-
denada da matriz e um vetor de tamanho W para indexar a segunda co-
ordenada da matriz. Assim, para encontrar a posicao da matriz em que
é armazenada a informacao de um subproblema com retangulo de compri-
mento Ls e largura W (sempre considerando Ls > W;) basta acessar a
posicao Lg do primeiro vetor, obtendo um indice ¢, e a posicao Wy do se-
gundo vetor, obtendo um indice j, de forma que o subproblema em questao
é armazenado na posicao (i,7) da matriz.

Essa estrutura possibilita armazenar e recuperar a informagao de um sub-
problema em tempo constante e sua exigéncia de memoria é O(|Sg||Sw |+ L).

3.5.5 Calculo dos limitantes

O célculo dos limitantes inferiores e superiores de todos os subproble-
mas ¢é feito previamente e eles sao armazenados na estrutura descrita na
Secao 3.5.4. Isso mostrou-se mais eficiente do que o calculo do limitante
apenas no momento de sua utilizacao.

3.6 Experimentos

Os testes foram realizados em um computador com processador AMD
Athlon 64 3200+ 2202.87 MHz, com 1 GB de meméria RAM e sistema ope-
racional Linux. Fizemos nossa implementagao do algoritmo em linguagem
C e compilamos o programa utilizando o GCC (GNU Compiler Collection,
versao 3.3.5) com a opcao -O4 de otimizacao (opgao maxima de otimizagao).
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A implementacao original do algoritmo foi gentilmente cedida pelos au-
tores de [14], e assim pudemos compara-la com a nossa implementagao. Ela
foi feita em Pascal e a compilamos com o GPC (GNU Pascal Compiler) com
a opgao -03 de otimizagao (op¢ao méaxima de otimizacao).

Testamos os algoritmos com conjuntos de instancias bem conhecidos na
literatura [9, 1], chamados Cover I e Cover II. Cover I é o conjunto de
classes de equivaléncias de instancias (L, W, [, w) satisfazendo

L LW
1<—2<2 1<-<4 1<=" <51
W “w = l

l
w w
e Cover II o conjunto de classes de equivaléncias de instancias satisfazendo

L
<4, 51 < —W < 101.
lw

L
1SS 1<

Cover I tem 7827 classes de equivaléncias, enquanto que Cover II possui
40609. Morabito e Morales [14] restringiram seus testes as instancias com
L, W < 1000, totalizando 3179 instancias de Cover I (que chamaremos de
Cover Ip) e 16938 instancias de Cover II (que chamaremos de Cover IIp)
e sao elas que utilizamos em nossos testes.

A Tabela 3.3 mostra os resultados obtidos para a execugao do algo-
ritmo com as instancias de Cover Ilg para diferentes valores de profundi-
dade méxima (primeira coluna). A segunda coluna exibe os tempos, em
segundos, gastos pela implementagao original e a terceira coluna os tempos
gastos por nossa implementacdo. A ultima coluna mostra a relacao entre os
dois.

Com N = 3, o algoritmo original encontrou a solucao 6tima de todas
as instancias de Cover Ip e nao encontrou a solucao 6tima de apenas 16
instancias de Cover IIg (que mesmo com N = oo nao puderam ser encon-
tradas). Os valores encontrados por nossa implementagao foram os mesmos.

A instancia que consumiu mais tempo de processamento da implementa-
¢ao original foi (86, 68, 15, 4), que levou 27.00 segundos para ser resolvida.
Ja a nossa implementacao, para esta mesma instancia, demorou apenas 0.23
segundo.

3.6.1 Anadlise individual

Para calcular o ganho proporcionado pelas principais modificagoes rea-
lizadas no algoritmo, retiramos de nossa implementacao cada uma delas e
comparamos com a versao completa do algoritmo. Os principais elementos
que diferenciam nossa implementacao da implementacao original sao:
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Tempo (segundos)

N || Implementacao original (A) | Nossa implementagao (B) | A / B
3 5238.67 73.08 71.68
4 6665.58 75.73 88.01
5 7814.75 78.54 99.50
6 8619.68 80.38 107.24
7 9144.11 81.29 112.49
8 9449.20 81.56 115.86
9 9659.74 82.55 117.02

10 9711.25 82.91 117.13

00 9845.40 71.16 138.36

Tabela 3.3: Tempo gasto, em segundos, para resolver todos os problemas de
Cover Ilg. Apenas 16 problemas nao foram resolvidos de forma 6tima.

e Grade de pontos formada por raster points.
e Geracao apenas dos padroes nao simétricos entre si.

e Utilizacao do limitante de Barnes. (Os experimentos sao mostrados
na Secao 5.3.)

e Indexacao eficiente da matriz.

Os dados das tabelas a seguir referem-se a resolucao de todos os problemas
do conjunto Cover Ilp.

A Tabela 3.4 mostra a relagao entre a implementagao completa e a im-
plementacao que utiliza os conjuntos normais ao invés dos raster points para
formar a grade de pontos. Podemos ver que implementacao que utiliza os
raster points é quase quatro vezes mais rapida do que a versao que utiliza
0s conjuntos normais.

A Tabela 3.5 apresenta uma comparagdo entre a versao completa do
algoritmo e uma versao em que os pontos de corte xy, T2, Yy € Y2 gera-
dos acabam produzindo padroes simétricos que sao detectados através de
uma verificacao posterior. Na implementacao final, os padroes simétricos
simplesmente nao sao produzidos.

A Tabela 3.6 mostra uma comparacao entre uma versao com indexacao
ineficiente da matriz de informacoes e a implementacao completa. Isso é ape-
nas um detalhe que nao foi tratado na implementagao original do algoritmo
mas que faz uma grande diferenca. Os indices associados a um determi-
nado subproblema nao eram acessados diretamente (conforme explicado na
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Tempo (segundos)

N || Sem raster points (A) | Implementagao completa (B) | A / B
3 246.13 73.08 3.36
4 263.16 75.73 3.47
5 281.21 78.54 3.58
6 291.03 80.38 3.62
7 296.42 81.29 3.64
8 298.72 81.56 3.66
9 299.32 82.55 3.62

10 300.10 82.91 3.61

00 244.09 71.16 3.43

Tabela 3.4: Comparagcao entre a versao completa e a versao sem raster points
(implementada com os conjuntos normais).

Tempo (segundos)

N || Sem a separagao dos lagos (A) | Implementagao completa (B) | A / B
3 110.82 73.08 1.51
4 111.81 75.73 1.47
) 117.45 78.54 1.49
6 124.19 80.38 1.54
7 130.97 81.29 1.61
8 136.66 81.56 1.67
9 139.88 82.55 1.69

10 142.35 82.91 1.71

00 84.05 71.16 1.18

Tabela 3.5: Comparacao entre a versao completa e a versao que produz os
padroes simétricos.
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Secgao 3.5.4) e fazia-se uma busca em um vetor para encontra-los.

Tempo (segundos)

N || Indexacao ineficiente (A) | Implementagao completa (B) | A / B
3 254.77 73.08 3.48
4 257.08 75.73 3.39
5) 264.13 78.54 3.36
6 268.82 80.38 3.34
7 270.59 81.29 3.32
8 271.09 81.56 3.32
9 272.08 82.55 3.29

10 271.91 82.91 3.27

00 243.16 71.16 3.41

Tabela 3.6: Comparacao entre a implementacao completa do algoritmo e a
versao com indexagao ineficiente da matriz de informacoes.
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Capitulo 4
Algoritmo-L

Em [13], Lins, Lins e Morabito propuseram substituir o particionamento
recursivo em cinco regides retangulares, descrito no Capitulo 3, por um
particionamento recursivo de um retangulo (que chamaremos de R) ou de
uma peca em forma de L (que chamaremos de L) em duas pecas, cada uma
das quais sendo um R ou um L. Essa forma de particionar o retangulo é
mais geral do que a anterior, ja que realiza todas as divisoes efetuadas pelo
Algoritmo 1, entre elas os cortes nao-guilhotinados de primeira ordem, e
ainda divide um retangulo em pecas em forma de L.

Um L é determinado por quatro inteiros (X, Y, x, y) e seu posicionamento
padrao é definido como o fechamento topoldgico do retangulo cuja diagonal
vai de (0,0) até (X,Y) menos o retangulo que vai de (z,y) até (X,Y), com
X>zeY >y Quandoz =X ey =Y, L(X,Y,z,y) = L(X,Y,X,Y) ¢
o retangulo que vai de (0,0) até (X,Y) e pode ser considerado como um L
degenerado. L(X,Y,x,y) denota o retangulo determinado por (X,Y,z,y) €
Z4 e R(X,Y) denota o L degenerado L(X,Y, X,Y).

Os autores afirmaram que h4 sete formas de dividir um L em dois L’s,
sendo cinco delas a partir de um L e duas a partir de um R, que sao mos-
tradas na Figura 4.1. Cada subdivisao é denotada por By, k € {1,...,7}.
No entanto, encontramos mais duas formas, ilustradas na Figura 4.2, nao
relacionadas em [13]. Essas novas divisoes sao consideradas daqui em diante
e serao denotadas por Bg e By.

4.1 Descricao do método

Cada subdivisao By, k € {1,2,3,4,5,8,9}, de um L(X,Y,z,y) em dois
novos L's, é determinada por dois parametros internos, (z’,y’), que indicam
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Figura 4.1: Subdivisoes By, By, B3, By e B de um L em dois L's e Bg e By

de um R em dois L’s.

X, Y)

x,y)

L, |&

y)

X,Y)

*y)

L, L,

', y)

(0,0) (0,0)
Bg By

Figura 4.2: Duas novas formas de particionar uma peca em L em dois novos

L’s, nao previstas em [13].
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o local onde a divisao é realizada. O conjunto de tais parametros é denotado
por P/ (L). Se k € {1,3,5}, entao

PL)={p=(2"y) [0<a' <z, 0 <y <y},
se k € {2,8}, entao

Py(L)={pr=(a"y) | 0<a' <z, y<y <V},
ese k € {4,9}, temos

P(L) = {pe = (@",y) |w <2’ <X, 0 <y <y},

As subdivisoes Bg ¢ By de um R(X,Y) em dois novos L's sdo determi-
nadas por trés parametros internos, e Ps(R) e P7(R) sao dados por:

Ps(R) = {ps=(2',2",9) ] 0<2’' <2" <X, 0<y <Y}
PIR) = {pr=@"y,y")|0<2' <X, 0<y <y <Y}

Os dois novos L's gerados na subdivisao By, k € {1,...9}, sdo denotados
por Z(L,k,py), para i € {1,2}, e sdo dados por:

1- gl(L7]-7p1) - (Qj Y — y l‘ Y y)

g?(Lalvpl) = (X y7 - I’ y)

BQ: gl(L727p2) = (1‘ Y — y? l‘ Y y)
g?(La2vp2) = (X y .1‘ y)

B3: gl(Lagvp?)) = (X Y ! y)
32(L737p3):( _Jj Y y X_J: Y = y)

B4: gl(L>47p4) = (l'/,Y z,y )
32(10471)4) - ( - ?/7 ljuy - y,)

B5: gl(L757p5) :(JJ,YJT Y — y)
32(1657295) :( —a va 7y/)

B6: gl(L767p6) = ($II7Y l’ Y y)
g?(Laﬁvpﬁ) = ( —a Y X — /)

B7: gl(lﬁ 77p7) = (X Y — y ! Y y//)
32(L7 77p7) = (X y” X — /)

B8: gl(L>87p8):(x Y:C Y y)
32(L787p8):( _Jj y Jj—l‘ y)
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B9: gl(L,g,pg) = (l‘/, Y — y/vwvy - y/)
32([%97])9) - (XayuX - Jj,vy/)

Cada L = L(X,Y,z,y) gerado em uma subdivisao valida deve ter drea
estritamente positiva, ou seja, XY — (X —xz)(Y —y) > 0. Assim, os valores de
p, ficam restritos ao subconjunto Py(L) de P/(L), dado por Py(L) = {pi €
P(L) | A(A (L, k,pr)) > 0e A(L(L, k,pr)) > 0}, para k € {1,...9},
onde A(L) denota a drea de L.

Essa abordagem é baseada numa funcao v* definida recursivamente, cujo
dominio é o conjunto de L’s vélidos e cujo valor de v*(L) é o numero de
caixas (I, w) que podem ser arranjadas em L. Essa funcdo ¢é definida através
da seguinte relacao de recorréncia: Seja L = L(X,Y,z,y). Se a drea de L é
menor do que a drea da caixa (I, w), isto é, se XY — (X —z)(Y —y) < lw, ou
se XY — (X —2)(Y —y) = lw, mas L # R(l,w), entao ndo cabe nenhuma
caixa em L e definimos v*(L) = 0. Caso L = R(l,w), ent@o cabe exatamente
um caixa em L e definimos v*(L) = 1. Agora que ja estd definida a base da
recursao, podemos definir v*(L) como

v*(L) = 1?1?%‘9{%?&}&){” (AL, Ek,pr)) +v*(La(L, K, pr)) } -

4.2 Detalhes de implementacgao

Em nossa implementagao, incorporamos os conjuntos de raster points,
descritos na Secao 3.2.1, e as duas novas formas de divisao de um L em dois
novos L’s, mostradas na Figura 4.2.

O ponto mais delicado do Algoritmo-L, que pode limita-lo a resolver ape-
nas problemas nao muito grandes, estd no armazenamento das informacgoes
dos subproblemas. Birgin, Morabito e Nishihara [5] apresentaram uma es-
trutura de dados para armazenar as informacoes dos subproblemas.

A quantidade de memdria necessaria é proporcional a |Sz|?|Sw|?, onde
|SL| e [Sw| sdo os tamanhos dos conjuntos Sy, e Sy definidos em (3.1) e
(3.2), respectivamente.

Porém, com a utilizagao dos raster points, a quantidade de memoria ne-
cessdria para resolver um problema pode ser reduzida para |S 1I12|Sw|?, onde
S, e Sy sao os conjuntos de raster points do problema em questao. Como
as dimensoes de um subproblema sao formadas por (i) raster points e/ou (ii)
diferencas de raster points do problema original, o Teorema 5 mostra que
essas dimensoes continuam sendo raster points do problema original. Além
disso, pela definicao desses conjuntos, os conjuntos de raster points de um
subproblema serao subconjuntos dos raster points do problema orginal.
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Teorema 5 Se © € S, y € S, e ¢ > y entio (x —y)s, € S.. Em
particular, (x —y)g = (¥ —y)s,, onde

S = {rl+sw|rl+sw<L, rsecli},
(u)s, = max{a e SL |a<u},

Sp = {(L—u)s, |uesS}e
<u>§L = max{a € Sy | a <ul}.

Prova. Como x € §L, existe z € Sp, tal que z = (L — 2z)g,. Afirmamos
que (x —y)s, = (L — z —1y)s,. Note que isso implica o teorema pois
(L—z—1y)s, = (L—(z+7y))s, € Sp pois z+y € Sy, j& que a soma s de
quaisquer dois elementos de S, pertence a Sz, se s < L. (Note que z+y < L
poisL—z—y>x—y>0.)

Para mostrar que (z —y)s, = (L — 2z — y)g, note que:

(a) 2=(L—2)s, =2<L-—z=z—-y<L—-z—y= (x—y)s, <
(L—z—1y)s,-

(b) Por definicao de (L — z — y)g, , existem r1 e s; tais que

(i) T1l+81w: <L—Z—y>SL
(ii) 1,851 Z 0
(iii) ml+syw < L—z—y.

Como y pertence a Sy, existem 1, e s, > 0 tais que y = ryl + s,w.
Logo, de (iii) concluimos que (ry + )l + (s1 + sy)w < L — z. Entao,
como x = max{rl +sw | r,s > 0, rl + sw < L — z}, temos que
x> (r +ry)l + (s1+ sy)w=ril+s;w+y. Logo, x —y > ril + sjw.
Dal, por defini¢ao de (z —y)g, , concluimos que (z —y)g, > ril + sjw
e (i) mostra que (z —y)s, > (L — 2z —y)s,.

Os items (a) e (b) implicam que (x —y)s, = (L — 2z —y)s, € a prova esté
completa. O

4.2.1 Memoria

A estrutura de dados usada para armazenar as informagoes dos subpro-
blemas ¢ uma matriz de quatro dimensdes com |Sz|*|Sw|* entradas. As
informagoes de um subproblema (X, Ys, 25, ys) € Sp X Sy x Sp X Sy s@o
armazenadas na posigao (I,J,i,7), onde I e i sdo armazenados respecti-
vamente nas posicoes X; e x5 de um vetor de tamanho X e J e j sado

37



armazenados respectivamente nas posicoes Yy e ys de um vetor de tamanho
Y, considerando que as dimensoes do retangulo do problema principal sao
(X,Y). Dessa forma, o armazenamento e recuperagao de informacgoes de um
subproblema sao realizados em tempo constante.

Porém, para alguns problemas maiores, |Sr|2| Sy |? se torna muito grande
de forma que nao é possivel alocar a quantidade memoria necessaria para
essa estrutura. De acordo com os experimentos mostrados em [5], a quanti-
dade de memoria realmente utilizada pelo algoritmo é muito pequena. Em
média, apenas 1.5% dos elementos da matriz sao utilizados pelo algoritmo.
O ideal seria alocar memoria apenas para o que é utilizado. No entanto, nao
sabemos a priori quais posicoes da matriz serao utilizadas pelo algoritmo
(ou seja, quais subproblemas aparecerao durante a execucao do algoritmo) e
seria necessaria uma estrutura que pudesse crescer conforme novos subpro-
blemas fossem aparecendo, como uma lista ligada por exemplo. No entanto,
o algoritmo seria prejudicado em termos de eficiéncia. Existe ai um compro-
misso entre a quantidade de meméria alocada e a velocidade do algoritmo.

A solucao encontrada foi combinar uma matriz multidimensional com
uma arvore bindria de busca. Ao invés de alocar espago para uma ma-
triz de tamanho |SL[*|Sw|?, criamos uma matriz tridimensional de tama-
nho Sz |?|Sw| em que cada posicio possui uma arvore. Assim, na posicio
(I,J,i), com I, J e i associados a X, Y e x4, respectivamente, temos
uma arvore que guarda informagoes de todos os subproblemas da forma
(X5, Ys,z5,-). Se nao for possivel alocar essa quantidade de memoria, cria-
mos uma matriz bidimensional de tamanho [S||Sw| que na posicao (I, J)
possui uma tabela de arvore que armazena informacoes a respeito dos sub-
problemas da forma (X, Ys,-,-). Se essa quantidade de memdéria também
nao puder ser alocada, criamos um vetor de tamanho |S| que em cada
posicao possui arvore que armazena informagoes dos subproblemas da forma
(Xs,++,+). Por fim, se ainda nao for possivel alocar tal quantidade de
memodria, criamos uma arvore para armazenar todos os subproblemas.

4.2.2 Combinagao dos algoritmos

A grande vantagem do algoritmo descrito no Capitulo 3 (Algoritmo 1)
é a sua velocidade. Ele é muito mais rapido do que o Algoritmo-L, embora
nao encontre solucoes étimas em alguns casos nos quais o Algoritmo-L é ca-
paz de encontrar. Sendo assim, o ideal seria um algoritmo que combinasse
a velocidade do primeiro com a abrangéncia do segundo. Entao, imple-
mentamos uma versao que combina os dois algoritmos da seguinte forma:
primeiramente, o Algoritmo 1 é aplicado ao problema que desejamos resol-
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ver. Caso nao seja possivel comprovar a otimalidade da solucao encontrada,
aplicamos o Algoritmo-L ao problema. Como na maioria dos casos o pri-
meiro algoritmo encontra a solucao étima com garantia de otimalidade, o
Algoritmo-L serd executado poucas vezes. Além disso, nos casos em que
o Algoritmo-L tiver de ser utilizado, todas as informacoes acumuladas na
execugao do primeiro algoritmo, entre elas os limitantes e as solugoes dos
subproblemas, sao aproveitadas, poupando ainda mais processamento.

4.3 Experimentos

Os experimentos foram realizados em um computador com processador
AMD Athlon 64 3200+ 2202.87 MHz, com 1 GB de meméria RAM e sistema
operacional Linux. Nossa implementacao foi programada em linguagem C
e compilamos o programa utilizando o GCC (GNU Compiler Collection,
versao 3.3.5) com a op¢ao -04 de otimizagao.

Na Tabela 4.1 estao os resultados alcancados por nossa implementacao
com raster points e na Tabela 4.2 estao os resultados obtidos pela imple-
mentagao proposta em [13], ambas considerando as duas novas formas de
divisao do L. As instancias de problemas sao as mesmas que foram utili-
zadas nos testes descritos na Secao 3.6. Para as instancias selecionadas de
Cover II, nossa implementacao foi cerca de 12 vezes mais rapida do que a
implementacao original.

Conjunto de | Ndmero de Tempo (segundos)

problemas | problemas Total | Média | Desvio padrao | Min. | Max.
16 hard 16 133.59 8.34 5.61 | 0.49 | 19.63
Cover Ip 3179 1650.24 0.51 0.33 | 0.00 2.48
Cover Ilp 16938 | 83298.61 4.91 6.90 | 0.00 | 56.91

Tabela 4.1: Nossa implementacao com raster points.

Conjunto de | Numero de Tempo (segundos)

problemas | problemas Total | Média | Desvio padrao | Min. | Max.
16 hard 16 695.34 | 43.45 41.23 | 1.20 155.02
Cover Ip 3179 3187.41 1.00 1.66 | 0.00 27.36
Cover Ilp 16938 | 944231.50 | 55.74 106.00 | 0.00 | 1479.46

Tabela 4.2: Implementacao proposta em [13] com os conjuntos (3.1) e (3.2).

A instancia de Cover IIg que demorou mais tempo para ser resolvida pela

implementagao original foi (L, W, [, w)
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segundos. Ja a nossa implementacao, para essa mesma instancia, demorou
apenas 34.20 segundos para encontrar a solucao.

Na Tabela 4.3 estao os resultados obtidos considerando apenas as 16
instancias mais dificeis, nao resolvidas por outras heuristicas, entre elas a
proposta em [14], que foi descrita no Capitulo 3. Nossa implementacao foi
quase 6 vezes mais rapida. As representacoes gréaficas das solugoes desses
problemas sao exibidas no Apéndice A.

Problemas Tempo (segundos)

P, = (L, W,l,w) Sem raster points | Com raster points
Ps3 = (43,26,7,3) 1.20 0.49
Ps7 = (49,28, 8, 3) 3.66 1.48
Psg = (57,34,7,4) 6.93 3.09
Psg = (63,44, 8,5) 7.30 1.92
Pr = (61,35,10,3) 18.33 5.21
Pr5 = (67,37,11,3) 33.56 8.37
Pr7 = (61,38,10,3) 27.75 8.19
P;; = (61,38,6,5) 9.59 1.37
Pg; = (67,40,11, 3) 49.27 12.77
Pgo = (74,49,11,4) 63.39 11.55
Pgy = (93,46,13,4) 79.84 11.29
Pys = (106,59, 13,5) 155.02 13.90
Pog = (141,71,13,8) 67.53 9.22
Py7; = (74,46,7,5) 27.55 11.24
Pyg = (86,52,9,5) 90.74 19.63
Pygo = (108,65,10,7) 53.68 13.87
Média 43.45 8.34
Total 695.34 133.59

Tabela 4.3: Tempo para resolver 16 problemas nao resolvidos por outras
heuristicas. A primeira coluna apresenta tais problemas. A coluna do meio
mostra o tempo para a implementacao do Algoritmo-L sem raster points
(utilizando os conjuntos normais) e a terceira coluna o tempo da imple-
mentacao com raster points.

Com a mudanga na estrutura de dados descrita na Secao 4.2.1, foi
possivel resolver todos os problemas de Cowver III, proposto recentemente
[1], que ainda ndo haviam sido resolvidos por esse método. O Cover III
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possui instancias representando 98016 classes de equivaléncias satisfazendo

L L
1< <2 1<—<4, 101§Z—W<151.

w

g~

Lorena e Ribeiro [12] apresentaram algumas instancias reais obtidas
junto a portos brasileiros para o problema de estivagem de unidades de
celulose em poroes de navios. Muitas delas apresentam solucoes com mais
de 200 caixas e também puderam ser resolvidas devido a nova estrutura de
dados. As Figuras 4.4 e 4.3 exibem as solugoes encontradas pelo algoritmo
para duas dessas instancias.

Figura 4.3: Instancia (2536, 1312, 144, 84) com 273 caixas.

Figura 4.4: Instancia (2560, 1610, 143,84) com 341 caixas.
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Capitulo 5

Limitantes

Neste capitulo apresentamos os limitantes utilizados nos algoritmos que
estudamos. Como limitantes superiores, foram utilizados o limitante da
drea e um outro baseado no limitante de Barnes [2]. Na Segao 5.3 sdo
apresentados alguns experimentos que mostram o aumento de desempenho
do Algoritmo 1 com a introducao do limitante de Barnes.

5.1 Limitante inferior

O limitante a seguir é baseado no empacotamento homogéneo:

(B e

O primeiro termo considera o empacotamento de caixas dispostas hori-
zontalmente e o segundo apenas de caixas colocadas verticalmente. A Figura
5.1 exemplifica o cdlculo desse limitante.

5.2 Limitantes superiores

O limitante superior mais simples é baseado nas areas do retangulo
(L,W) e da caixa (I, w). Apenas é feita a divisao entre a drea do retangulo
e area da caixa: LLhVUVJ E possivel melhorar um pouco esse limitante uti-
lizando a idéia de normalizacao apresentada na Secao 3.2.2. Ao invés de
calcularmos utilizando a area total do retangulo (L, W), podemos utilizar a

area util:

LL*W*J

- (5.2)
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(a) Empacotamento horizontal. (b) Empacotamento vertical.

Figura 5.1: Exemplo com (L,W) = (9,5) e (l,w) = (4,3). Em (a), foi
obtido o valor 2 como limitante inferior, enquanto que em (b) o valor obtido
foi 3.

onde

L* = max{z |z=ri+sw, e <L, r,scZyi}te
W* = max{y |[y=tw+ul, y<W, t,ucZy}.

5.2.1 Limitante de Barnes

Em [2], Barnes descreve um procedimento para encontrar o valor exato
da 4rea nao aproveitada em um empacotamento étimo de caixas (I, w), com
[ e w primos entre si, em um retangulo “suficientemente grande”.

Além disso, o resultado encontrado é também um limitante inferior para
a area nao aproveitada no empacotamento de um retangulo qualquer, de
forma que este valor pode ser utilizado para estimar um limitante superior
para o nimero de caixas que podem ser empacotadas em um retangulo.

O procedimento é baseado no fato de que qualquer empacotamento de
caixas ([, w) em um retangulo (L, W) é também um empacotamento ou de
caixas (I,1) ou de caixas (1,w) em (L, W).

Vamos considerar o empacotamento de caixas (I,1) em um retangulo
(L,W), com | < L,W. Sejam r, s inteiros tais que L =7 (mod 1) e W = s
(mod ), com 0 < r,s < [. A &rea A nao aproveitada no empacotamento
6timo de caixas (I,1) em (L, W) é dada por

Qg1 s ser+s<I
L U=r)(l—s) ser—+s>1,

de acordo com o Lema 1 em [2]. Note que A = min{rs, (I —r)(l —s)}. Ana-
logamente, para o empacotamento de caixas (1,w), a drea nao aproveitada
é B = min{tu, (w — t)(w — u)}, onde ¢,u sao inteiros que satisfazem L =t
(mod w), W =u (mod w) e 0 <t,u < w.
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Assim, a drea desperdicada D no empacotamento de caixas (I, w) em
(L, W) satisfaz:

D > max{A, B} (5.3)
D = LW(mod lw). (5.4)

Sejam @1 e R; inteiros tais que LW = Q(lw) + Ry, com 0 < Ry < lw
e sejam Q2 e Ry inteiros tais que max{A4, B} = Q2(lw) + Ra, com 0 <
Ry < lw. Entao, se Ry > Ry, temos D = Q2(lw) + Ry. Senao, temos D =
(QQ + 1)lw + Rl.

Como D é um limitante inferior para a area desperdicada, temos que
LW — D ¢é um limitante superior para a area aproveitada e

LW —D

lw

(5.5)

nos dé um limitante superior para o nimero de caixas (I, w) que podem ser
colocadas no retangulo (L, ).

5.3 Experimentos

Realizamos alguns testes com o limitante de Barnes utilizando os pro-
blemas descritos nas Secgoes 3.6 e 4.3. O limitante de Barnes foi melhor do
que o limitante (5.2) em torno de 4.2% das vezes, o mesmo valor obtido por
Dowsland [8].

Considerando o algoritmo de cortes nao-guilhotinados de primeira or-
dem, apresentado no Capitulo 3, a utilizacdo do limitante superior como
sendo o minimo entre o limitante baseado na area e o limitante de Barnes
produziu um aumento de mais de duas vezes na velocidade do algoritmo
em comparacao com a versao que utiliza apenas o limitante da area. Os
resultados sao exibidos na Tebela 5.1. Os tempos referem-se a resolucao de
todos os problemas de Cover Ilg.

A grande reducao de tempo deve-se ao fato de que com um bom limi-
tante superior (e com um bom limitante inferior) é possivel detectar mais
rapidamente a otimalidade das solucoes obtidas e assim interromper a busca
por possiveis solugoes melhores.
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Tempo (segundos)

N[ A | B |A/B
3 || 153.21 73.08 2.09
4 || 176.65 75.73 2.33
5 || 190.59 78.54 2.42
6 || 197.12 80.38 2.45
7 || 200.10 81.29 2.46
8 || 200.72 81.56 2.46
9 || 201.58 82.55 2.44

10 || 202.09 82.91 2.43

oo || 146.69 71.16 2.06

Tabela 5.1: A coluna A mostra os tempos obtidos pela implementagao que
utiliza como limitante superior apenas o limitante (5.2) baseado na drea do
retangulo. A coluna B mostra os tempos obtidos pela implementagao que
utiliza como limitante superior o minimo entre (5.2) e (5.5).
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Capitulo 6

Conclusoes e trabalhos
futuros

Implementamos o algoritmo proposto em [14] incorporando de forma
eficiente os raster points. Provamos que, com a utilizacao de raster points,
as simetrias entre os padroes de cortes continuam validas e modificamos a
forma de gerar as parti¢oes, fazendo com que o algoritmo produza apenas
os padroes nao simétricos. Também eliminamos as divisoes explicitas do
retangulo em trés e quatro partes, que agora sao obtidas naturalmente por
sucessivos cortes guilhotinados ao longo da recursao. Testes mostraram que
a nossa implementacao com as modificagoes apresentadas ¢, em média, mais
de 70 vezes mais rapida do que a implementagao original.

Também implementamos o algoritmo proposto em [13], incorporando os
raster points e duas novas formas de dividir uma peca em L em dois novos
L’s, que nao estavam previstas em [13]. Provamos alguns resultados que
mostram que a quantidade de memoria exigida para armazenar informacoes
dos subproblemas pode ser ainda menor do que a que foi mostrada em
[5]. Experimentos mostraram que a incorporagao dos raster points fez com
que o algoritmo tivesse um desempenho 12 vezes superior ao do algoritmo
originalmente proposto em [13].

Além disso, implementamos uma versao que combina os dois algoritmos,
reunindo a velocidade do primeiro e a robustez do segundo e implementamos
uma versao do Algoritmo-L que utiliza uma estrutura de dados que se adapta
ao tamanho do problema, permitindo resolver problemas maiores.

Pretendemos agora estudar as simetrias envolvidas nas divisdes em pegas
em forma de L e aproveitar os resultados para tentar implementar uma
versao mais eficiente do algoritmo.
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Parte 11

Experiéncia Pessoal
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Capitulo 7

A Iniciacao Cientifica e o
BCC

Descrevo brevemente neste capitulo a experiéncia adquirida durante a
iniciacao cientifica e o Bacharelado em Ciéncia da Computacao (BCC).

7.1 Desafios e frustracoes

Durante as férias que precederam o quarto ano do BCC comecei a desen-
volver esse trabalho de iniciacdo cientifica. Acho que o inicio foi o periodo
mais dificil, j& que eu nao tinha nenhuma familiaridade com o problema
abordado.

Ap6s um estudo detalhado dos artigos que descrevem os algoritmos co-
mecei a implementé-los. Depois de alcangarmos uma implementacao fiel do
algoritmo descrito no artigo [14] comecamos a modificd-lo a fim de torna-lo
mais eficiente. Nesse momento surgiram novas dificuldades, principalmente
em relacao as provas dos teoremas que garantem que as modificagoes pro-
postas preservam a corretude do algoritmo.

Houve muito tempo gasto com os testes dos algoritmos. Isso porque cada
alteracao realizada no algoritmo implicava em rodar os testes novamente,
que ja eram demorados. Apesar dos testes ndo me impedirem de avancar
no trabalho, era preciso aguardar o término deles para fazer uma avaliagao
das mudancas realizadas no algoritmo antes de introduzir novas mudancas.

Na metade do primeiro semestre de 2006, apresentei um semindrio para o
grupo de Otimizacao Continua sobre o trabalho desenvolvido nesse periodo.
Como ainda nao possuia experiéncia nesse tipo de apresentacao, o semindrio
foi um grande desafio para mim.
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Uma outra dificuldade foi a redagao de relatérios cientificos para a FA-
PESP. Muitas vezes quando lemos determinados artigos deixamos alguns
detalhes de lado. No entanto, ao escrevermos uma demonstracao, por exem-
plo, é preciso cuidar desses detalhes para que esta seja completa. Por outro
lado, escrever e documentar os avancos aos poucos ajudou bastante na ela-
boracao dos relatorios.

Ao longo do curso nao tive muitas frustragoes. Uma delas foi a escassez
de computadores disponiveis para executar os testes dos algoritmos.

7.2 Escolha do orientador

No final do segundo ano do BCC, eu estava disposto a realizar um traba-
lho de iniciagao cientifica (IC). A principal motivagao foi a minha intencao
de continuar meus estudos no mestrado. A iniciacdo me ajudaria a escolher
uma area de estudo e seria uma primeira experiéncia de pesquisa académica.

Como nao tinha muita certeza em que drea gostaria de realiza-lo, decidi
conversar com diversos professores para saber em que trabalhavam e quais
eram as possibilidades para uma iniciacao cientifica. Em particular, como
havia gostado das disciplinas MAC315 — Programagao Linear e MAC300 —
Métodos Numéricos de Algebra Linear, fui conversar com o Professor Er-
nesto G. Birgin. Ele me apresentou algumas propostas e me interessei por
uma delas. Tratava-se do estudo e da implementacao de uma versao paralela
do algoritmo de gradientes conjugados.

No final do terceiro ano, apds terminar a implementacao do algoritmo,
o professor Ernesto me apresentou um novo trabalho. Tratava-se de um
problema de empacotamento de retangulos em retangulos, que foi o tema
desta monografia.

7.3 Interacao com o orientador

Desde o primeiro momento ele foi muito atencioso e estava sempre dis-
posto a ajudar. Nao havia um dia especifico para reunides, mas procurava
me encontrar com ele toda semana. Sempre que eu tinha novidades ou
davidas eu passava na sala dele para conversarmos.

A orientacao nao limitava-se apenas ao trabalho de iniciacao cientifica.
Ao mesmo tempo que preocupava-se com meus avancos no trabalho, também
preocupava-se com meu desempenho nas disciplinas do curso. Além disso,
no final dos semestres, ajudava-me no momento de definir as disciplinas
optativas que eu iria cursar.
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Além do trabalho de iniciacao cientifica, tinhamos um projeto paralelo
que reunia outros orientandos do Ernesto. O projeto inclufa a criacao de
interfaces entre o algoritmo para programacido nio-linear ALGENCAN!,
escrito em Fortran77, e as outras linguagens de programacao.

7.4 Disciplinas mais relevantes

Considero que as disciplinas mais relevantes para esse trabalho foram
MAC122 (Principios de Desenvolvimento de Algoritmos), MAC323 (Es-
truturas de Dados), MAC211 (Laboratério de Programacao I) e MAC338
(Analise de Algoritmos).

e MACI122 — Principios de Desenvolvimento de Algoritmos
Nesta disciplina comegamos a estudar estruturas de dados (listas, pi-
lhas e filas) que permitem implementar algoritmos mais sofisticados e
comecamos a nos preocupar com a eficiéncia dos algoritmos.

e MAC323 — Estruturas de Dados
Estudamos com mais detalhes as estruturas de dados introduzidas na
disciplina MAC122 e outras estruturas como arvores binarias de busca
e arvores balanceadas.

e MAC211 — Laboratério de Programacao 1
Nessa disciplina aprendi definitivamente a linguagem C (utilizada, jun-
tamente com C++, na implementacao dos algoritmos).

e MAC338 — Anélise de Algoritmos
Imprescindivel para quem pretende escrever um algoritmo eficiente.
Aprendemos a analisar um algoritmo tanto em relacdo ao consumo de
tempo quanto em relagdo ao consumo de espaco.

7.5 Consideragoes finais

Apesar de nao termos cumprido totalmente o plano inicial (ndo aborda-
mos os modelos nao-lineares para empacotamento de retangulos em regioes
convexas arbitrarias), estou muito satisfeito com o trabalho realizado, visto
que concluimos todas as tarefas importantes que planejamos.

No préximo ano pretendo ingressar no mestrado em Ciéncia da Com-
putacao do IME. O professor Ernesto continuara sendo o meu orientador e

"http://www.ime.usp.br/~egbirgin /tango/
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estudaremos algoritmos para problemas de programagao nao-linear inteira
mista.

Por fim, agradeco a minha familia, que sempre me apoiou e me ajudou,
aos grandes amigos, colegas e professores do IME que fizeram parte desses
meus quatro anos no BCC.
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Apeéendice A

Solucoes das 16 instancias
mais dificeis

Neste apéndice exibimos as representacoes graficas das solugoes encon-
tradas pelo algoritmo de cortes nao-guilhotinados de primeira ordem e pelo
Algoritmo L para os 16 problemas da Tabela 4.3, apresentada no Capitulo 4.
As solugoes encontradas pelo Algoritmo-L para esses 16 problemas sao to-
das étimas, enquanto que cada uma das solucoes encontradas pelo primeiro
algoritmo apresenta um padrao com uma caixa a menos.

(a) Algoritmo 1: 52 caixas. (b) Algoritmo-L: 53 caixas.

Figura A.1: Instancia (43,26,7,3).
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(a) Algoritmo 1: 56 caixas. (b) Algoritmo-L: 57 caixas.

Figura A.2: Instancia (49, 28,8, 3).
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(a) Algoritmo 1: 68 caixas. (b) Algoritmo-L: 69 caixas.

Figura A.3: Instancia (57,34,7,4).
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(a) Algoritmo 1: 68 caixas. (b) Algoritmo-L: 69 caixas.

Figura A.4: Instancia (63,44, 8,5).

i — ﬂ

(a) Algoritmo 1: 70 caixas. (b) Algoritmo-L: 71 caixas.

Figura A.5: Instancia (61, 35,10, 3).
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(a) Algoritmo 1: 74 caixas. (b) Algoritmo-L: 75 caixas.

Figura A.6: Instancia (67,37,11,3).

(a) Algoritmo 1: 76 caixas. (b) Algoritmo-L: 77 caixas.

Figura A.7: Instancia (61, 38,10, 3).
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(a) Algoritmo 1: 76 caixas. (b) Algoritmo-L: 77 caixas.

Figura A.8: Instancia (61,38,6,5).

(a) Algoritmo 1: 80 caixas. (b) Algoritmo-L: 81 caixas.

Figura A.9: Instancia (67,40,11,3).
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(a) Algoritmo 1: 81 caixas. (b) Algoritmo-L: 82 caixas.

Figura A.10: Instancia (74,49,11,4).

I %

(a) Algoritmo 1: 81 caixas. (b) Algoritmo-L: 82 caixas.

Figura A.11: Instancia (93,46,13,4).
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e =

(a) Algoritmo 1: 95 caixas. (b) Algoritmo-L: 96 caixas.

===

Figura A.12: Instancia (106,59, 13,5).
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Algoritmo 1: 95 caixas. (b) Algoritmo-L: 96 caixas.

(a

N

Figura A.13: Instancia (141,71,13,8).
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(a) Algoritmo 1: 96 caixas. (b) Algoritmo-L: 97 caixas.

Figura A.14: Instancia (74,46,7,5).

1]
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(a) Algoritmo 1: 98 caixas. (b) Algoritmo-L: 99 caixas.

Figura A.15: Instancia (86,52,9,5).

muNNENNENAREEN 11

(a) Algoritmo 1: 99 caixas. (b) Algoritmo-L: 100 caixas.

Figura A.16: Instancia (108, 65,10, 7).
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