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Capitulo 1

Resumo

Algoritmos sobre textos é uma classe muito ampla de algoritmos com aplica¢oes de grande
relevancia para diversas areas como Biologia Molecular Computacional e o desenvolvimento de
ferramentas de buscas na Internet. Devido ao volume gigantesco de dados envolvidos, solugoes
lineares sao muito procuradas, pois podem tornar soltivel um problema antes intratavel.

Duas das estruturas de dados mais avancadas que permitem algoritmos extremamente efi-
cientes sao as Arvores dos Sufixos e as Tabelas que permitem a resolucao do problema do Menor
Ancestral Comum em tempo constante apds um pré-processamento linear.

O projeto se concentra em estudar o problema do Menor Ancestral Comum, algumas de suas
solugbes algoritmicas, propor também melhorias (tanto no quesito de utilizagdo de memoria
quanto no de tempo de processamento) a estas solugoes, formalizar e escrever estas melhorias,
implementa-las e realizar benchmarks. Ademais, deseja-se estudar algumas de suas aplicagoes,
em particular, envolvendo arvores dos sufixos.

Esse projeto esta inserido no Projeto Fundamentos da Ciéncia da Computacdo: Algoritmos Combinatorios e Es-
truturas Discretas — Projeto Teméatico ProNEx - FAPESP/CNPq Proc. No. 2003/09925-5. A. P. do Lago é um dos

pesquisadores desse projeto. (Veja em http://pronex-focos.incubadora.fapesp.br/portal)



Capitulo 2

Introducao

A Combinatoria das Palavras [Lot83] tem ganhado bastante importancia recentemente com
o desenvolvimento de algoritmos [CR94| que possibilitem a andlise, processamento e extracao
de informacgoes em seqiiéncias cada vez mais compridas, sejam elas textos disponiveis na inter-
net [cit, goo|, bibliotecas digitais [Les97, NMWP99] ou seqiiéncias genomicas [Gus97|. Face as
dimensdes cada vez maiores destas seqiiéncias, algoritmos eficientes (lineares e até sublineares)
tém sido cada vez mais requisitados.

Diversas formas de comparacoes de seqiiéncias acabam por recorrer & solucao de problemas
como alinhamento de seqiiéncias ou obtencao de uma subseqiiéncia mais comprida que é comum
as seqiiéncias comparadas. Estes algoritmos sao a grosso modo quadréaticos, o que impossibilita
sua aplicacao a seqiiéncias muito compridas, como as do tamanho de um genoma completo. Por
conta disto, no campo da biologia computacional por exemplo, vérias heuristicas [AGMT90,
TM99, AMS'97, PL88, Pea00] tém sido introduzidas de forma a que se possa eliminar estas
limitagoes.

Nem todo problema admite uma solucao eficiente, mas aqueles que admitem acabam por
se tornarem centrais. Tanto que novos modelos matematicos e boas heuristicas para problemas
antes intrataveis sempre acabam por recorrer a estes problemas, na busca de solugoes eficientes
ainda que as vezes aproximadas. Num processo normal de desenvolvimento de algoritmos
aplicados & Biologia, propoem-se modelos matematicos o mais realistas possiveis, para uma
posterior implementacao dos algoritmos. De fato, muitas vezes a eficiéncia de técnicas como
a construcao da arvores dos sufixos [dLS03| e a obtengao do Menor Ancestral Comum [dLS03]
interferem na elaboragdo destes modelos de forma que os algoritmos e heuristicas resultantes
possam valer-se delas. Este é o caso de diversas implementacoes de alinhadores de seqiién-
cias [DKFT99, BPM*00] bem como ferramentas que se prestam ao estudo das repeti¢oes numa
seqiiéncia genomica [KCOT01].

De fato, as drvores dos sufizos e as tabelas necessarias a resolucao do problema do Menor

Ancestral Comum(MAC) sao duas das estruturas de dados mais avangadas e importantes a elab-



oracao de algoritmos eficientes que possam ser utilizados no estudo de seqiiéncias extremamente
compridas. Recentemente foi escrito [dLS03] um livro que visita novamente os dois problemas
e foram também apresentados alguns algoritmos eficientes que constroem e fazem uso eficiente
destas estruturas.

Entre os problemas que sao resolvidos de forma eficiente pelas duas estruturas de dados
estdao: encontrar maior fator comum de duas palavras, encontrar todos os palindromos maxi-
mais/repeti¢oes encadeadas (ou palavras que sdo palindromos/repeti¢oes encadeadas a menos
de uma certa quantidade de erros) de um texto, buscas de padrdes em textos admitindo erros
num dos dois ou nos dois, e o de encontrar textos nos quais um padrao aparece a0 menos uma
vez (que é o mesmo problema dos sites de busca, tais como o Google [goo]).

O problema do Menor Ancestral Comum em &rvores tem uma longa histéria de melhoras.
A primeira solu¢do ndo trivial aparece em 1973 e é publicada em [AHU76]. A primeira solucao
de consultas em tempo constante apos pré-processamento linear é de 1984 e aparece em Harel
e Tarjan [HT84|. Estes algoritmos sao muito complexos e foram simplificados em 1988 por
Schieber e Vishkin em [SV88] e em 2000 por Bender e Farach-Colton em [BFC00]. O problema do
Minimo de um Vetor aparece em 1984, num trabalho de Gabow, Bentley e Tarjan em |[GBT84].
Existe uma descri¢ao detalhada da variante de Shieber e Vishkin no livro de Gusfield [Gus97|,
que é um dos raros casos em que o algoritmo é descrito com alguns detalhes num livro. Existe
uma ampla literatura sobre o problema, seus usos e suas generalizagoes. O problema é discutido

nos trabalhos [BPSS01, AGKR02, BFC02].

2.1 Menor Ancestral Comum (MAC)

2.1.1 Grafos e Arvores

Omitiremos as poucas defini¢oes e propriedades elementares sobre grafos e drvores que serao
necessarias a este projeto. Um leitor podera encontra-las! na pagina 4 de [dL.S03] ou em qualquer

livro de teoria de grafos.

2.1.2 Alfabetos e Palavras

Seja A um alfabeto finito. Qualquer seqiiéncia finita de letras de A é também chamada
de palavra em A, ou simplesmente palavra se o alfabeto for claro. Outros sinénimos muitas
vezes encontrados para as palavras incluem cadeias, strings e seqiiéncias (o termo palavra serd
preferido ao longo do projeto). O comprimento de uma palavra w é o comprimento da seqiiéncia
finita e & denotado por |w|. O conjunto das palavras com letras em A (inclusive a palavra vazia®

1) é denotado por A*. A concatenag¢ao de duas palavras u e v é definida de forma natural e é

"http://palavras.incubadora.fapesp.br/portal/livro/livro.pdf
20 simbolo A também é comumente usado para representar a palavra vazia.



denotada por u - v, ou simplesmente uv. Observe que |uv| = |u| + |v]. O elemento neutro da
concatenacao é a palavra vazia 1. Dado um inteiro qualquer k& > 0 e uma palavra w, definimos
w a poténcia de w a k como sendo a concatenacio de k copias de w. Dizemos x € A* é prefizo,
sufizo ou fator de w € A* se w € xA*, w € A*z, ou w € A*xA*, respectivamente. Dado
0 < k < |w|, observe que ha um tnico prefixo de w de comprimento k e um unico sufixo de w

de comprimento k.

2.1.3 Arvores dos Sufixos

Dada uma arvore rotulada por palavras nas arestas, associamos a um vértice v a palavra
obtida pela concatenacao seqiiencial dos rotulos das arestas pertencentes ao tnico caminho
que vai da raiz até o vértice v. Dada uma palavra w, sua drvore dos sufizos é a arvore com
menor numero de vértices onde as arestas sao rotuladas com palavras nao vazias e as seguintes

propriedades sdo satisfeitas:

e palavras que rotulam arestas distintas que partem de um mesmo vértice v comecam com

letras distintas;

e existe um conjunto de vértices, ditos finais, tais que o conjunto das palavras associadas a

eles é o conjunto dos sufixos de w.

Uma propriedade fundamental da arvore dos sufixos de uma palavra w é que ela é uma
estrutura compacta capaz de armazenar todos os fatores de w e que pode ser consultada de

forma eficiente.

2.1.4 O problema do MAC

Dado um vértice v de uma arvore 7 de raiz r, existe um unico caminho de r até v. Qualquer
vértice neste caminho serd dito um ancestral de v. Dados dois vértices em 7, seu menor
ancestral comum?(MAC) é o ancestral de ambos mais distante da raiz. Usualmente, deseja-
se pré-processar eficientemente 7 de forma que qualquer consulta sobre o MAC de dois vértices
quaisquer em 7 possa ser resolvida em tempo constante.

Em principio, ndo é necessario que a arvore sobre a qual se resolve o problema do MAC seja
uma arvore dos sufixos, contudo esta é uma aplicacdo bastante ttil e freqiiente no estudo de

seqiiéncias.

*Em inglés: Least(ou Lower) Common Ancestral: LCA.



Capitulo 3

Justificativa

O projeto tem como objetivo estudar varios topicos, que, apesar de sua relevincia para
muitos problemas, nao sao abordados pelas matérias oferecidas tanto & graduacao quanto a
p6s em Ciéncia da Computacdao no IME. O assunto é relevante o suficiente para ser visto em
cursos de doutorado em universidades no exterior, como é o caso do MIT. Os algoritmos a serem
estudados sdo aplicacoes eficientes do MAC, resolvido em tempo constante depois de um pré-
processamento linear sobre Arvores de Sufixos, buscando solucoes de preferéncia lineares para

os problemas descritos abaixo.

3.1 Aplicacoes do MAC sobre Arvores dos Sufixos

3.1.1 Problema da extensao comum mais longa

Sao dadas as palavras s e t, de comprimentos m e n respectivamente, e uma seqiiéncia de
pares de posigoes (ig,jx) € {1,...,m} x {1,...,n}. Para cada um dos pares (iy, jr) queremos
calcular o comprimento do fator comum mais longo de s e de t que ocorre na posi¢ao i, em s e

Jr em t.

3.1.2 Palindromos maximais

Seja f a funcdo inversao de uma palavra, ou seja, se w é uma palavra de comprimento m
a i-ésima letra de f(w) é a m — i + 1-ésima letra de w. Uma palavra w é dita palindromo
se w = f(w). Um fator w[i..j] de uma palavra w é um palindromo mazimal em w se wi..j]
for palindromo e w[i — 1..j + 1] ndo é definida ou ndo é palindromo. O problema consiste em

encontrar todos os palindromos maximais de uma palavra w.



3.1.3 Busca de padrao exata com coringas

Uma busca de padrdo exata com coringas de um padrao p num texto ¢t pode ser feita
admitindo coringas em p e/ou t. Cada ocorréncia do coringa pode ser vista como uma letra
adicional ao alfabeto que admite um casamento perfeito com qualquer letra do alfabeto durante
a comparacao das letras de p com as de t. Este problema tem uma solugao linear ao utilizar

uma solucao eficiente para o problema do MAC.

3.1.4 Busca de padrao com erros

Sao dados uma palavra s de comprimento m, também chamada padrao, uma outra palavra
t de comprimento n, também chamada texto e um inteiro k£ > 0 fixo. Queremos saber se existe
fator de ¢ com o mesmo comprimento de s e cujas letras diferem das de s em no méximo k

posicoes. Tipicamente, k € muito menor que m, que por sua vez € menor que n, i.e.,

k<<m<n.

3.1.5 Palindromos aproximados e repeticoes

Dado um inteiro k£ > 0, um palindromo com k erros é uma palavra s tal que exista um
palindromo ¢, com o mesmo comprimento de s, e cujas letras diferem das de s em no maximo
k posicoes.

Uma repeticio encadeada’ & uma palavra v tal que existam um inteiro k > 1 e um prefixo
w de v tais que w” é prefixo de v, que por sua vez é prefixo de wF*1,

Dado um inteiro k > 0, uma repeticio encadeada com k erros, € uma palavra s tal que exista
uma repeticao encadeada ¢, com o mesmo comprimento de s, e cujas letras diferem das de s em
no maximo k posicoes.

O problema em questao é o de detectar todos os palindromos com k erros, todas as repetigoes,
e todas repetiches com k erros numa palavra. Este problema pode ser resolvido em tempo

polinomial como uma aplicacdo do MAC sobre arvores dos sufixos.

3.1.6 k-fator comum

O problema do k-fator comum pode ser resolvido em tempo linear ao utilizar o MAC. O
problema consiste em, dadas K palavras distintas, determinar, para todo k: 2 < k < K o

maior fator comum em pelo menos k das K palavras.

!Traducéo de tandem repeat.



3.1.7 Busca de Documentos (Document Retrival)

Dados k textos, queremos pré-processa-los de modo a, dado um padrao, sermos capazes
de determinar rapidamente em quais destes textos o padrao aparece ao menos uma vez. Este

problema é resolvido por um site de buscas na Internet como o Google [goo].



Capitulo 4

Objetivos

O objetivo principal do projeto é estudar o problema do Menor Ancestral Comum e algumas
solugoes ja propostas, bem como propor melhorias a estas solugoes que levern a uma solugao mais
eficiente. Para tanto, serao feitas comparacoes com estas outras solucoes, tanto teoricamente
quanto através de benchmarks. Uma implementacao também serd necesséria, para tanto.

Também se pretende estudar, e eventualmente implementar, algumas das aplicagbes do MAC
discutidas anteriormente.

Sendo-se feitas melhorias em relagao aos algoritmos apresentados no livro [dLS03], como o
mesmo se encontra disponivel! para alteracdes cooperativas no projeto da incubadora FAPESP,
pretende-se propor alteracoes ao livro de forma a incluir estas eventuais melhorias. Eventual-
mente, considerar-se-a a possibilidade de que seja escrito algum relatorio técnico e/ou artigo.

O aluno considera a hipétese de dar continuidade a este trabalho numa poés-graduacao.

"http://palavras.incubadora.fapesp.br/portal /livro/livro.pdf
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Capitulo 5

Sintese da Bibliografia fundamental

e do Lago e Simon [dLS03]: até onde saibamos, este é primeiro livro em portugués que de-
screve uma construcao em tempo linear das arvores dos sufixos (desenvolvendo a solucao de
McCreight) bem como uma solugao em tempo constante do problema do Menor Ancestral

Comum (desenvolvendo e melhorando uma solugdo de Bender e Farach-Colton [BFC00]);

e Gusfield [Gus97]: este ¢ um livro de Biologia Computacional, que trata de varios problemas
na &rea, enfocando reconhecimento exato e inexato de padrdes de um texto. Inclui capi-
tulos especificos para tratar de algoritmos de construgao de arvores dos sufixos (baseado
em artigo de Ukkonen), e uma solu¢do em tempo constante do Menor Ancestral Comum
ap6s um pré-processamento linear (baseado em artigo de Schieber e Vishkin [SV88]) a

apresenta iniimeras aplicacoes a Biologia Computacional;

e Bender e Farach-Colton [BFCO00|: este ¢ um artigo que propoe uma versao seqiiencial
obtida a partir de uma simplificagdo de uma solu¢ao paralela [BGSV89| para o problema
do Menor Ancestral Comum e que possui a grande virtude de ser uma solugdo bem mais
simples se comparada & solugao original de Harel de Tarjan [HT84] ou mesmo a solugao
ja mais simples de Schieber e Vishkin [SV88];

e Muthukrishan’02 [Mut02]: este é um artigo com uma solugao em tempo 6timo (linear no
tamanho da saida) para o problema de Busca de Documentos (Document Retrival) apos

um pré-processamento linear.

e Michael A. Bender [BPSS01]|: artigo que trata do problema do Menor Ancestral comum
em Grafos Dirigidos Aciclicos (DAGs)

relevantes. O artigo mostra um algoritmo Q(n3) para preprocessar um DAG de modo

comentando algumas de suas aplicacdes mais

Y

a responder, em tempo constante, qual é o menor ancestral comum de dois vértices do
DAG. Além disso o artigo faz estudos de performance, aléem de demonstragoes acerca da

dificuldade computacional do problema.

11



Capitulo 6

Resumo das Atividades Realizadas

1. Dos artigos presentes na sintese bibliografica do projeto original, consideramos nesta fase
aqueles que tratam de solugoes para o problema do MAC: [BFC00]|, [dLS03] e [SV88]. As
resenhas enfocaram as solugoes para o problema do Menor Ancestral Comum presentes
nos trabalhos, e uma andlise critica do consumo de espago. O artigo de Schieber e
Vishkin [SV88] foi escolhido ao invés do capitulo 8 do Gusfield [Gus97| pois durante o

estudo achamos que o primeiro é mais claro, além de ser o artigo original.

2. O algoritmo descrito por Lago e Simon [dLS03| foi implementado. Foram estudadas e

aplicadas as seguinte melhorias:
(a) eliminacao das tabelas de logaritmos e exponencial, com ganho constante de eficiéncia
em casos de aplicacao reais;
(b) redugao de uma tabela de tamanho O(n) a sua metade;
(¢) diminui¢do da memoria auxiliar utilizada no pré-processamento.
3. Foram realizados vérios testes com &rvores aleatérias e com arvores de sufixos geradas a

partir de textos reais. Os testes incluiram a comparagdo com um algoritmo de tempo de

consulta de ordem da altura da arvore.

4. O algoritmo descrito em [BFC00] foi implementado, e comparado com a implentagao
descrita por Lago e Simon [dLS03|, e com uma implementacao do algoritmo descrito em

[SV88], da colecdo de algoritmos Strmat!.

"http://www.cs.ucdavis.edu/ gusfield/strmat.html

12



Capitulo 7

Detalhamento dos Progressos

Realizados

7.1 Resenhas: Visao Geral

Este projeto parte do capitulo 4 do livro Lago e Simon [dLS03|, que por sua vez desenvolve
o trabalho de Bender e Farach-Colton [BFC00|. Suas resenhas se encontram a seguir.

Este trabalho, por sua vez, é por sua vez uma simplificacoes do algoritmo paralelo presente
no trabalho de Berkman et al. [BGSV89|, que nao faz parte do conjunto de artigos estudados
por ser paralelo.

Apresentamos um pequeno resumo de Schieber e Vishkin [SV88|. Por causa da complexidade
dos seus detalhes, a versao integral da resenha deste artigo pode ser encontrada no apéndice.

E relevante notar que embora o artigo do Schieber e Vishkin seja baseado no de Harel e
Tarjan [HT84|, este nao foi selecionado para estudo por ser sensivelmente mais complexo do que
aquele, apesar de ter a importancia histérica de ter sido o primeiro artigo apresentando uma

solucao com consultas em tempo constante apés um pré-processamento linear.

7.2 Schieber e Vishkin

O algoritmo se baseia fortemente em dois fatos:

e Se a arvore sobre a qual se deseja responder o MAC é um caminho, entdo a profundidade

de cada vértice, obtivel com tempo e memoria lineares, é suficiente para resolver o MAC.

e Se a arvore fosse uma arvore binéria completa, uma enumeracao dada por uma busca

inordem na arvore é suficiente para resolver consultas do MAC em tempo constante.

Para os detalhes do algoritmo, veja o apéndice do relatério.

13



7.3 Bender e Farach-Colton

7.3.1 Problema Range Minimum Query (RMQ)
Definicao

O problema do Range Minimum Query (RMQ), recebe um vetor de ntmeros A[l,...,n]
como entrada. Entao, para indices ¢ e j entre 1 e n, quer-se saber qual é o elemento de menor
valor no subvetor A[l,...,n|.

Uma versdo mais restrita para o problema (chamado de RMQ=1) é aquela onde exigimos
que A seja um vetor de inteiros, e todos os elementos adjacentes diferirem entre si de 1 (esta

sendo a restrigao +1), temos o problema RMQ+1.

RMQ e MAC

Ao longo do texto, T indica uma arvore enraizada dada para o problema do MAC, e que

possui n vértices.

Lema 1 MAC(u,v) € o vértice menos profundo encontrado nas visitas de u e v em uma busca

em profundidade em T.

O problema do MAC se reduz ao problema RMQ=1 da seguinte forma:

Pré-processamento:

1. Seja E um vetor que contém todos os vértices que sdo visitados por um passeio Euleriano
em T, comegando pela raiz. Entdo E possui m := 2n — 1 elementos, e E[i] é o simbolo

que representa o i-ésimo no visitado no passeio Euleriano.

2. Seja a profundidade de um noé, a sua distancia a raiz. Computa-se o vetor de profundidades
L[1,...,n]

3. Seja o representante de um no6 no passeio Euleriano o indice da primeira ocorréncia do né
no passeio. Obtém-se um vetor R[1,...,n] tal que R[] é o indice do representante do no

i.

Portanto, para se obter o M AC(u,v), basta obter E[rnq, (R[u], R[v]), segundo o lema 1.

Y

NOTA: RMQ@Qy, ¢ o RMQ resolvido para o vetor L.

7.3.2 Resolucgao Eficiente do RMQ+1

Apresentamos entdo a resolugao em tempo O(m) para um pré-processamento, e tempo O(1)

para as consultas. Além disto, toda a computacao dispoe de memoéria linear.

14



Supomos que temos um vetor de inteiros A[l,...,m] com a restricdo +1. Denotamos por
lg(x) por logy. Particionamos o vetor A em blocos de tamanho lg(m)/2 (a menos do ultimo
bloco, que pode ter menos). Definimos o vetor A'[1,...,2m/lg(m)], onde A’[i] é o valor minimo
do i-ésimo bloco. Definimos o vetor B[1,...,2m/1g(m)] tal que B[i] é a menor posi¢ao dentro
do i-ésimo bloco que tal valor ocorre.

Para responder o MAC dentro dos blocos, introduzimos o conceito de vetor normalizado:

Um vetor é normalizado se seu primeiro elemento é 0.

Lema 2 Ezistern 2080")/2)=1 = O(/m) tipos de blocos normalizados que satisfazem a restricio
+1.

Lema 3 Se dois vetores que satisfazem a restricio +£1 diferem de uma constante ¢ em cada
posicao, entdo a posicao das consultas RMQ nos dois € a mesma, apenas diferindo o valor

absoluto do minimo.

Entao sao pré-computadas O(y/m) tabelas, uma para cada bloco normalizado possivel. Cada
tabela possui todas as (Ig(m)/2)? = O(lg?(m)) respostas de consultas RMQ possiveis naquele
bloco. Todas as tabelas sdo trivialmente computadas em tempo O(y/mlg?(m)) = O(m), e
gastam o mesmo espago. O lema 3 garante que podemos tratar apenas de blocos normalizados.

Dados os minimos dos blocos, obtém uma matriz M, onde M[i, j| = argming_; ; 0i_1A'[k].

2m

M é computada e ocupa espaco O(W 1g(1g2(—7:1))) = O(m), usando programagao dinamica.

Feito todo o pré-processamento, respondemos ao RMQ(i,j) da seguinte forma:

1. Obtém-se das tabelas o minimo a partir de ¢ até o fim do seu bloco.
2. Computa-se o minimo de todos os blocos entre os de i e de j

3. Obtém-se o minimo a partir comeco do bloco de j até j.

Que, dadas as estruturas obtidas no pré-processamento, é feito em tempo O(1)

7.3.3 Consumo de Espaco

Uma vez feito o pré-processamento, o algoritmo de obtencdo do M AC precisa armazenar
apenas as seguintes estruturas, com os respectivos tamanhos de seus elementos, e com suas

dimensodes, lembrando que m := 2n — 1.
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Estrutura Dimensao Tamanho dos Elementos
Vetor dos Vértices do passeio Euleriano E m lg(m)
Vetor de Profundidades L m lg(m)
Vetor de Representantes R n lg(m)
Tabelas dos minimos dos blocos normalizados 2(lg(m)/2)_1(@)2 lg(lg(m))
Matriz de minimo entre blocos M lgz(—?:},) lg(lg—m)) lg(m)
Vetor que relaciona blocos com tabelas 1&—%) (Ig(m)/2) — 1

Nota 1 O wvetor que relaciona blocos com tabelas nao é mencionado no artigo de Bender
e Farach-Colton, mas € necessdrio relacionar um bloco do Vetor V. com a respectiva tabela de
minimos internos. Como sido 208(M/2=1 yabelas, o logaritmo deste valor € necessdrio para

indexd-las.

Uma implementacao real que trate de valores de n < 23!, e portanto m < 232, e que trate
com unidades de 8 bits, precisa de 4 bytes para armazenar m e de 1 byte para armazenar lg(m),
e portanto tem um consumo de espaco por vértice de T, quando m é aproximadamente 232, e

por estrutura:

Estrutura Aproximacao do Consumo de
espago em bytes por Vértice
Vetor dos Vértices do passeio Euleriano E 8
Vetor de Profundidades L 8
Vetor de Representantes R 4
Tabelas dos minimos dos blocos normalizados 0.2
Matriz de minimo entre blocos M 14.55
Vetor que relaciona blocos com tabelas 0.27

Logo o custo total por vértice numa implementagao real, sob tais hipdteses, é de aproxi-

madamente 35 bytes.

7.4 Lago e Simon

7.4.1 Introducao

A algoritmo de resolu¢gdo do MAC proposto em [dLS03] utiliza a mesma estratégia de
reducao ao problema RMQ=+1 presente em [BFCO00]|. As principais diferengas entre os trabalhos
encontram-se na resolucao das consultas internas aos blocos e parte do pré-processamento do
RMQ+1.
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Definicao 1 Um vetor de inteiros é denominado continuo se ele possui a restricdo +1.
Portanto podemos chamar o problema RMQ=1 de Minimo de um Vetor Continuo(MVC).

Definicao 2 Um wvetor de inteiros é dito normalizado se seu primeiro elemento € zero.

7.4.2 Resolucao Eficiente do MVC

Apresentamos entao a resolu¢ao que gasta tempo O(m) para um pré-processamento, e tempo

O(1) para as consultas. Além disto, toda a computacao dispoe de memoria linear.

Defini¢do 3 O Vetor de Diferencas V' de um vetor continuo V[1,...,m] é vazio se m =0,
ou € definido da sequinte forma: V'[i] = V[i + 1] — V[i], para todo i tal que 1 < i < m. Note

que como V' é um vetor continuo, os elementos de V' sio 1 ou —1.

Definigao 4 Seja V um vetor continuo e V' seu vetor de diferencas. Seja p(V) a palavra em
{=1,1}* formada pela concatengao dos elementos de V' (definimos p como a palavra vazia X
caso V' seja vazio). Entao definimos f(V) como a palavra em {0,1}* formada substituindo as

letras —1 por 0 em p(V').

A definicdo acima é equivalente a dizer que:
A sem =1

FVA,...om)) =< f(V[l,....m—=1])-0 sem>1eV[m|=V[m—-1] -1
fVL,...om—=1])-1 sem>1eVim]=V[m-1]+1

Observagao: A representac¢ao binaria com k bits, k > m, de f(V') ndo é unica, pois ela inclui
zeros mais significativos.

Exemplo: Sejam V =[0,—1,-2,—1],e S =[0,—1,—-2,—1]

f(V) =001

f(s)=o01

Contudo, as reprsentacdes com 3 bits tanto de f(V) quanto de f(S) sdo iguais a 001. E
importante notar que nao haveria falta de unicidade se todos os vetores continuos com que

trabalhéssemos tivessem o mesmo comprimento.

Introduzindo unicidade: Para eliminar o problema de falta de unicidade na representacdo
binaria, representamos 1 - f(V) ao invés de f(V). Denominamos Cracha(V) o nimero cuja

representacao binaria é 1- f(V).

Observacao 1 Se dois vetores continuos de mesmo tamanho diferem de uma constante ele-
mento a elemento, entdo ambos possuem o mesmo crachd. Contudo, dado um crachd c, so

eriste um vetor continuo normalizado que possui ¢ como crachd.
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Pré

-processamento:

Os passos do pré-processamento que diferem dos citados em [BFCO00| sdo:

1

. O vetor V é particionado em blocos de tamanho! b := Ig(m) e nao 1g(2m). Esta alteragao

nao altera a complexidade deste algoritmo devido a técnica dos russos. Visando garantir

a linearidade, b nao pode exceder ou ser igual a lg(m)/2.

. Para responder as consultas do MVC dentro de um bloco, nao utilizamos as O(y/m)
tabelas, mas sim a técnica dos quatro russos. E entdo utilizado um vetor RUSSO, tal
que RUSSOJi] é a posi¢ao do menor elemento do vetor continuo normalizado que possui

i como cracha, para i entre 1 e 2= =lg(m), onde b & o tamanho dos blocos de V.
Existe um vetor auxiliar que identifica cada bloco com o seu craché.

Sao montadas tabelas com as pré-computagdes dos logaritmos na base dois de todos os
nameros entre 1 e m. Também sio pré-computados os valores de 2%, para k entre 0 e Llog%j.
Em [BFCO00| estas pré-computagoes nao sao descritas, apenas consideradas possiveis e

desacopladas do algoritmo de resolugao do problema do MVC.

Consultas MVC dentro de blocos:

As consultas se baseiam no fato de que, dado o cracha ¢ de um vetor continuo normal-

izad

o v, podemos obter em tempo O(1) os crachéas dos subvetores continuos normalizados (ou

possivelmente vazios) x e y, sendo que v — z - y. Os passos da consulta MV C(i, j)sdo:

[u—y

3

4

5

. Sejam g; e g; os blocos de i e j respectivamente. Devolva erro se g; # g;, ou se 7 > j.
. Seja p; a posicao relativa do elemento i dentro do bloco.

. Seja ¢1 o cracha do subvetor x; = g;[p; ...lg(m)].

. Seja ¢z o cracha do subvetor xg :=zq[1...j5 — i+ 1].

. Devolva i — 1+ RUSSO|cz].

7.4.3 Consumo de Espaco

Uma vez feito o pré-processamento, o algoritmo de obtencdo do M AC precisa armazenar

apenas as seguintes estruturas, com os respectivos tamanhos de seus elementos, e com suas

dimensodes, tomando m := 2n — 1.

"g(m) é notacio para logh'
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Estrutura Dimensao Tamanho dos Elementos
Vetor dos Vértices do passeio Euleriano m lg(m)
Vetor de Profundidades m lg(m)
Vetor de Representantes n lg(m)
Vetor dos Russos m lg(lg(m))
Vetor dos Crachés % lg(m)
Matriz de minimo entre blocos % lg(%) lg(m)

Nota 2 Nao consideramos as tabelas de logaritmos e exponenciais pois os algoritmos descritos
em [BFCO00] e [SV88] nao fazem tal consideragdo, e pois ambas operagoes podem ser executadas

em tempo constante em nimeros de comprimento lg(m).

Uma implementacao real que trate de valores de n < 232, e portanto m < 23!, e que trate com
unidades de 8 bits, precisa de 4 bytes para armazenar m e de 1 byte para armazenar lg(m), e

portanto tem um consumo de espaco por vértice de T, quando m é aproximadamente 232, e por

estrutura:
Estrutura Aproximacao do Consumo de
espago em bytes por Vértice
Vetor dos Vértices do passeio Euleriano 8
Vetor de Profundidades 8
Vetor de Representantes 4
Vetor dos Russos 2
Vetor dos Crachas 0.27
Matriz de minimo entre blocos 6.96

Logo o custo total por vértice numa implementagao real, sob tais hipdteses, é de aproxi-

madamente 30 bytes.

7.5 Melhorias

Aqui detalhamos as melhorias feitas em relacao ao algoritmo descrito por Lago e Simon [dLS03].

7.5.1 Eliminacao das Tabelas de Logaritmos e Exponenciais

Os vetores que possuem logaritmos e exponenciais, que sao usados nas consultas do MVC
sao vetores cuja quantidade de elementos depende de n. Contudo, os exponenciais podem ser

feitos em uma instrugdo de maquina utilizando a operagao de bits SHIFTLEF'T.
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A obtencao dos logaritmos na base dois podem ser feitos também em tempo constante,
utilizando Mascaras de bits que sempre dividem os bits ao meio. Para nameros de até 232
bits, que foi o enfoque da implementacio, sdo necessarias apenas lg(1g(23?)) = 5 operacdes de
mascaras e shifts, utilizando esta técnica.

Contudo, segundo experimentos, esta técnica é cerca de duas vezes menos eficiente, se a
tabela de logaritmos consegue ficar no cache da maquina. Como o algoritmo implementado
utiliza muitas outras estruturas mais volumosas e utilizadas mais freqiientemente, esta suposicao
de que a tabela de logaritmos permaneca no cache nao é realista. Segundo os testes, quando a
tabela de logaritmos é grande demais para permanecer no cache, a utilizacao da tabela é cerca
de sete vezes menos eficiente do que o calculo do logaritmo por méscaras e shifts.

Seguem os resultados obtidos numa maquina 1466.755M Hz de clock, e 256 K B de cache

(foram utilizados amostras com 3 milhoes de nimeros):

Tamanho do Tabela Tempo da Computagao Tempo da Computagado por
de Logaritmos utilizando a Tabela (segundos) | Shifts e Méascaras (segundos)
10 0.090000 0.130000
50 0.090000 0.130000
100 0.090000 0.140000
500 0.090000 0.150000
1000 0.090000 0.140000
2000 0.090000 0.140000
10000 0.100000 0.140000
50000 0.100000 0.140000
100000 0.090000 0.140000
500000 0.280000 0.150000
1000000 0.440000 0.130000
5000000 0.170000 0.140000
10000000 0.110000 0.140000

Portanto, podemos sem temer perda de eficiéncia, eliminar tais tabelas do algoritmo proposto
em [dLS03|.
7.5.2 Crachas de Vetores de Comprimento Fixo

Seja f como definida na resenha de Lago e Simon. Baseado no fato de que f nao perde
unicidade se todos os vetores com que trabalharmos possuem o mesmo numero de elementos,

definimos uma nova identificacdo dos vetores continuos normalizados:

Definicao 1 O crachd 8 (denotado por Crachag) de um wvetor continuo normalizado V € o

nimero cuja representacao bindria é f(V).
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Observacao 1 V V, vetor continuo, Cracha(V) = 1-Crachag(V), quando vistos como palavras
em {0,1}*.

Ao nos restringirmos a trabalhar apenas como crachas de continuos normalizados de com-
primento igual a b (que é o do tamanho do blocos que particionam o vetor continuo sobre o qual
se deseja fazer consultas MVC), podemos utilizar a representacdo binaria com k bits, k maior

ou igual ao tamanho dos blocos menos 1 sem perder unicidade.

Lema 1 Dado um vetor continuo normalizado V' tal que:
Crachag(V) =c€ {0,1}*, [c[=m—-b+1
Seja w um fator de c. Entao € possivel em tempo O(1), obter a posi¢io do menor elemento

num vetor continuo normalizado S, tal que Cracha(S) =1-w

Este lema implica que podemos obter em tempo O(1) o MVC interno a um bloco (que é
um vetor continuo) a partir de seu Crachag. Logo a complexidade das consultas MVC nao é
afetada.

Logo, basta guardar a representagdo binaria com m —b+1 do crachd § dos vetores continuos

normalizados.

7.5.3 Diminuicao da Memoéria Auxiliar

A utilizagao de crachas de vetores continuos normalizados com lg(m) elementos permite que
os vetores auxiliares (que armazenam as posi¢oes dos minimos, os valores destes, e a diferenca
entre o valor do tltimo elemento do vetor e o primeiro) ndo precisem armazenar os valores para
todos os vetores continuos normalizados com menos do que lg(m).

A melhoria, consiste armazenar os valores para vetores continuos normalizados com menos
do que lg(m) cujos crachés, quando vistos como palavras em {0, 1}*, sdo prefixos do cracha do

vetor com lg(m) elementos cuja posi¢ao do minimo queremos obter.

Exemplo: Para obter a posicdo do minimo do vetor continuo cujo cracha é 0010, basta
obtermos a posicao do minimo dos vetores continuos normalizados cujos crachis sao: 0, 00
e 001.

Logo o consumo de memoria auxiliar para a computagao do vetor RUSSO cai de O(m) para
O(lg(m)).
7.6 Implementacao, testes e experimentos

Todos os algoritmos e testes implementados foram escritos na linguagem C. Além da imple-
mentacao de uma versao melhorada do algoritmo descrito em [dLS03], e do algoritmo descrito

em [BFCO0|foram implementados:
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e um algoritmo ingénuo que resolve o MAC apds pré-processamento linear e consultas em

tempo proporcional a soma dos comprimentos dos caminhos até a raiz;

e um gerador de testes de consultas do MAC para arvores geradas aleatériamente e para

arvores de sufixos geradas a partir de textos variados.

O gerador de arvores aleatérias é um simples gerador que comeca com uma arvore com um
nod, e a cada passo acrescenta um novo vértice de modo que a probabilidade dele ser filho de
cada um dos nés ja presentes na arvore é uniforme.

Para obter as arvores de sufixos a partir de textos foi utilizada uma biblioteca de criada por
Stefan Kurtz. Contudo foi necessario converter para a representacao utilizada pelos algoritmos
de testes e de resolugao do MAC a representacao utilizada pela biblioteca, uma vez estas eram
incompativeis. A biblioteca pode ser encontrada http: /www.genomics.jhu.edu/MUMmer, como
parte do fonte do programa MUMmer 3.0.

Nos testes realizados foram feitas variacoes do tamanho dos blocos utilizados no pré-processamento
do MVC, comparagoes dos algoritmos descritos em [dLS03], [BFC00] e [SV88], e do algoritmo
ingénuo, e experimentagoes com célculo de logaritmo (calculado de forma direta comparado
com o pré-processado). Os testes foram realizados em varias maquinas diferentes, com grandes
diferencas de configuragoes.

Uma analise inicial comprovou nossa intui¢do, que o algoritmo descrito em [SV88], por
realizar poucas operagoes bastantes simples e ocupar menos memoria (ndo exigindo tanto da
memoria cache do sistema), tem um consumo de tempo menor por consulta que os outros
algoritmos. Seguindo nossas previsoes, o algoritmo ingénuo se mostrou bem menos eficiente
para as instancias maiores, e as consultas utilizando o algoritmo descrito em [BFC00] se mostrou
pouco menos eficiente do que o algoritmo descrito em [dL.S03| para instancias maiores devido a

sua relativa maior necessidade de memoria (embora sua consulta exiga pouco menos céalculo).

7.7 Dificuldades

Uma das grandes dificuldades foi encontradar implementagdes em C dos algoritmos de
Bender e Farach-Colton [BFC00] e de Schieber e Vishkin [SV88|, que fossem bem documentadas
e de facil adaptacao as nossas necessidades. Estas s@o importantes para a comparacao dos
algoritmos em aplicacOes reais que pretendemos realizar. Ao fim optamos por implementar o
primeiro, e encontramos uma implementac¢ao adequada do segundo.

Uma das maiores surpresas contudo foi a relevincia da influéncia da memoria cache no testes.
A utilizacao do cache se mostrou determinante para garantir que a tabela de logaritmos, devido
a pouca freqiiéncia que é utilizada nas consultas do MVC, se mostrasse menos eficiente do que a
obtencao direita do logaritmo na base 2. Os testes realizados em méaquinas variadas mostraram

que a utilizagdo de uma tabela pequena (menos de 1000 entradas) é duas vezes mais eficiente
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do que o calculo direto, enquanto a utilizacaode tabelas com cerca de 3M entradas é cerca de 7

vezes meno eficiente do que o célculo direto.
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Capitulo 8

Parte Subjetiva

8.1 A Pesquisa e 0o BCC

A iniciagao cientifica que deu origem & esta pesquisa comecou em Novembro de 2004 e tem
prazo para terminar em Janeiro de 2006. A escolha do tema de pesquisa foi feita baseada na sua
proximidade com a &rea de Grafos, uma matéria que tinha acabado de cursar, e com que senti
grande afinidade. No comego eu tinha um pouco de receio de trabalhar com alguns assuntos
dos quais eu nao tinha nenhum conhecimento (tais como Linguagens Formais e Biologia Com-

putacional), mas depois de ter lido alguns textos introdutérios indicados pelo meu orientador,

ganhei confianga em avangar com a pesquisa.

Depois de passado os estudos introdutoérios, eu e meu orientador optamos por concorrer a
uma bolsa FAPESP, apesar de estarmos cientes que isso tornaria a iniciacdo bem mais exigente
para nos dois (como de fato se mostrou na época da elaboragao do relatorio parcial).

Durante a pesquisa senti muitas vezes a frustragdo do fato de que alguns processos para
serem adequadamente realizados exigem muito mais tempo do que eu imaginava. Isso aconteceu
principalmente na realizacdo das leituras dos artigos e livros, muitas vezes mal escritos, com
notacoes distintas, ou até mesmo incompletos. Também senti bastante dificuldade na confecgao
das resenhas, que muitas vezes exigiam nao s6 um entendimento mais profundo do texto, como
também a confec¢ao de um texto mais claro que o original.

Ao longo da pesquisa, foi interessante perceber como varios dos conceitos aprendidos ao
longo de todo o curso eram utilizados, mesmo que sutilmente (seja no estudo de crescimento de
funcoes, entendimento de memoria virtual de um sistema operacional, ou em propriedades de
Linguagens).

Apesar de ndo estar inclinado a seguir estudando Biologia Computacional no meu mestrado,
e tampouco seguir carreira académica, acredito que a experiéncia foi bastante proveitosa, pois
tive de aprender como pesquisar, trabalhar em projetos de longo prazo, redigir textos cientificos

claros, e trabalhar com outras pessoas. Também tive de aprender a dar palestras, uma vez que
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tive reunides semanais com meu orientador ao longo de todo o projeto nas quais eu apresentava

o que tinha feito ao longo da semana.

8.2 Disciplinas Mais relevantes

MACO0328 Algoritmos em Grafos Pois muitos conceitos envolvendo arvores e buscas em
grafos foram utilizadas diretamente ao longo da inicia¢do, além de ter sido muito importante

para a compreensao de outras matérias relevantes para a pesquisa.

MACO0338 Analise de Algoritmos Nao sé por ter sido fundamental na analise dos algo-
ritmos, como também por ter me ensinado técnicas muito utilizadas nos algoritmos vistos (tais

como programacao dinamica).

MACO0414 Linguagens Formais e Automatos Os conceitos formais de palavras e lingua-

gens sao bastante fundamentais para as aplicagdes dos algoritmos.

MATO0213 Algebra II Embora nao tenha sido utilizada diretamente, essa matéria foi bas-
tante relevante por seu enfoque em demonstragoes formais (que foram muitas vezes necessérias

para garantir propriedades nao demonstradas pelos artigos e livros).

MACO0422 Sistemas Operacionais Pois as implementacoes sao utilizadas em sistemas op-
eracionais, que podem afetar e de fato afetam os testes com suas mudancas de contexto, sua

administracao de memoria, etc

MACO0465 Biologia Computacional As aplicacoes dos algoritmos vistos utilizam muito

estruturas de dados vistas nessa matéria.
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Apéndice A

Schieber e Vishkin - Resenha

A.1 Definicoes e Consideracgoes

1. Seja T uma arvore enraizada. Denotamos por V o conjunto de nés de T, e por E o

conjunto de arestas da arvore. Notaremos: n := |[V].

2. PREORDER(v) := i < o veértice v é o i—ésimo vértice visitado por uma busca em

pré-ordem em T
3. SIZE(v) & o niimero de vértices na subarvore enraizada em v.
4. Todos os nimeros inteiros serao utilizados na sua representacao bindaria.

5. B é a menor arvore bindria completa com no minimo n vértices. Os vértices de B sdo

denotados V(B), e suas arestas E(B). B é isomorfa a uma arvore (V', E(B)), para algum

V! C Z, tal que cada n6 de V(B) é identificado com o seu indice fornecido por uma busca
em inordem em B. Utilizando tal isomorfismo, identificamos os vértices de B por vértices

de V', que sdao ntimeros inteiros.
6. Denotamos logy por lg(x).
7. Denotamos por [ := Ig(n).

8. Convencionamos que todo vértice x de uma arvore é ancestral e é descendente de x.

A.2 Pré processamento

A.2.1 Passol

Para todo v em T computamos PREORDER(v) e SIZE(v). Repare que os valores de

PREORDER dos vértices da sub-arvore enraizada em v possuem valores no intervalo de v,
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sendo que definimos:
intervalo de v := {x € Z: PREORDER(v) < x < PREORDER + SIZE(v) —1}.

Lema 1: Qualquer classe de equivalénciade INLABEL(INLABEL™!(v)) induz um caminho

em T, de comprimento possivelmente nulo.

Lema 2: Se INLABEL(v) = x, que é um vértice de B, todos os descendentes de v possuem
um valor de INLABFEL que é descendente de z em B.

Executando a computacdo: E feita com uma busca em profundidade em 7.

A.2.2 Passo 2:
Definimos como INLABEL(v) o inteiro que possui a maior quantidade de bits 0 & direita,
e que estd no intervalo de v. Este nimero estd bem definido.

Executando a computacao:

Passo 2.1: Sejai:= |[lg([([PREORDER(v)—1) XOR (PREORDER(v)+ SIZE(v)—1)])].
Entdo i é o indice (comegando de zero e contando da direita) do bit mais a esquerda (e portanto
de maior indice) que nao coincide em PREORDER(v) —1 e PREORDER(v)+ SIZE(v) — 1.

Lema 3: Os [ — i+ 1 bits mais & esquerda de INLABEL(v) e d¢ PREORDER(v) +
SIZE(v) — 1 sao iguais.

Lema 4: Os i bits mais a direita de INLABFEL(v) sao todos 0.

Passo 2.2: Para obter INLABFEL(v) a partir dos lemas acima, computamos:
INLABEL(v) « 2| (PREORDER(v) + SIZE(v) — 1)/2¢|
O que equivale, em termos de operacoes com [ 4+ 1 bits e de modo mais direto, a:
INLABEL(v) <« SHIFTLEFT(SHIFTRIGHT((PREORDER(v)+SIZE(v)—1),1i),1)
ou mesmo, a:

INLABEL(v) — (PREORDER(v) + SIZE(v) — 1) AND SHIFTLEFT(1,1)

A.2.3 Passo 3:

Relacionamos 0 INLABEL(v) com o INLABEL de seus ascendentes, através de ASCENDANT (v).
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Lema 5: Seja i o bit 1 mais a direita em INLABFEL(v). Entao, para todo x, ancestral de
v, os bits mais a esquerda do respectivo i em INLABFEL(x) sao todos iguais (lembrando que
v é considerado ancestral de v).

Entao, descrevemos ASCENDANT (v) da seguinte forma:

ASCENDANT (v) = a;(v)a;—1(v) ...a1(v)ap(v), tal que a;(v) =1 caso i seja o indice, (da
direita para a esquerda) do bit 1 mais significativo de INLABEL(x), para algum x € V,
ancestral de v.

Obtendo ASCENDANT (v) : E feita uma busca em profundidade em T a partir de sua raiz,
denotada por 7. Da descriciao acima, podemos concluir que ASCENDANT(r) = 2. Entao, seja
PAI(x) o vértice que é pai de x, para algum = € V. Para os vértices internos de T, procedemos

da seguinte forma:

1. Seja z € V, tal que ASCENDANT(PAI(z)) ja foi computado.
2. Caso INLABEL(x) = INLABEL(PAI(z)), entao ASCENDANT (z) «— ASCENDANT (PAI(z)).

3. Caso contrario, ASCENDANT(x) «— ASCENDANT(PAI(z)) + 2, onde i ¢ a posicio
do 1 mais significtivo em INLABEL(x).

Nota: i ¢ exatamente igual a (/INLABEL(x) — INLABEL(x) AND (INLABEL(z) —
1)].

A.2.4 Passo 4:

Obtemos LEV EL(v), para todo v em V', que é a profundidade de v em T, ou seja, é o niimero

de nés no caminho da raiz até v. Isto pode ser feito com uma simples busca em profundidade.

A.2.5 Passo 5:

HEAD(k) é o vértice mais proximo a raiz de T que estd na mesma classe de equivaléncia k.
A obtencgao da tabela que contém HEAD(z), Vo € V, é feita através de uma busca em T, em que
para cada veértice v, se INLABEL(v) # INLABEL(PAI(v)), HEAD(INLABEL(v)) < v.

A.3 Obtendo o MAC

Para obter M AC(z,y), dividimos em dois casos:

Caso 1. INLABEL(x) = INLABEL(y). Entao x e y estdo no caminho que contém os elementos
da classe de equivaléncia de INLABFEL(z). Logo MAC(z,y) = x se LEVEL(z) <
LEV EL(y), e y caso contrério.

Caso 2. INLABEL(x) # INLABEL(y). Seja z = MAC(x,y). Obtemos z nos seguintes passos:
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Passo I. seja b 0o MAC(INLABEL(z),INLABEL(y)). Seja i a posi¢ao do bit 1 mais
significativo em INLABEL(z) XOR INLABFEL(y). Entao b é o ntimero inteiro tal
que seus [ — 4 bits mais significativos sa@o os mesmos que os de INLABEL(z) (que
sao os mesmos de INLABEL(y)), seguido de um 1, seus 4 bits menos significativos
sao todos 0. Todas essas operagoes podem ser feitas através de manipulacées de bits,

e portanto levam tempo constante.

Passo II. Descobrindo o INLABEL(z): Pelo lema 2, INLABFEL(z) ¢ ancestral comum de
INLABEL(x) ede INLABEL(y). Além disto, sabemos que a profundidade de b é
maior o igual & de INLABFEL(z).

Lema 6: INLABEL(z) ¢ o menor ancestral de b em B que que ¢ INLABEL de

algum ancestral comum de z e y em 7.

Seja j o indice do bit 1 menos significativo em INLABEL(z). Entao INLABEL(z) é
a concatenacao de:

i. prefixo de comprimento [ — j de INLABEL(x)

ii. letra 1.

iii. palavra /.
Justificativa: Como z é ancestral comum de z e y, a;(z) = a;(y) = 1, da definicao
de ASCENDANT. Como z €& o menor ancestral comum de x e y, j é o indice
do 1 menos significativo em ASCENDANT (z) e ASCENDANT(y). Entao, pelo
lema 5, os | — j bits mais significativos de INLABEL(z), de INLABEL(y) sao
iguais e de INLABFEL(z) sao iguais. Pela defini¢do de j, os j bits menos significa-
tivos de INLABFEL(z) sao todos 0. Portanto obtemos INLABFEL(z) a partir de
INLABEL(x) e INLABEL(y).

Passo III. Definimos & da seguinte forma: & = x, se INLABEL(x) = INLABEL(z). Caso
contrario, seja w o filho de Z, e seja k o indice do bit 1 menos significativo de
INLABEL(w). Por argumento semelhante ao anteriormente realizado, k é o indice
do bit 1 menos significativo de ASCENDANT (z), e INLABEL(w) é a concate-
nacao de:

i. prefixo de comprimento [ —k de INLABEL(x)
ii. letra 1.

iii. palavra 0.

weé HEAD(INLABEL(w)), pois INLABEL(w) # INLABEL(Z), e & que € pai
de w. Portanto temos INLABEL(w), e &, pois & = PAI(HEAD(INLABEL(w))).
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Assim temos que T é o ancestral de x, na mesma classe de equivaléncia de z, que

possui maior profundidade em T

Analogamente definimos ¢, que é o ancestral de ¢, na mesma classe de equivaléncia

de z, que possui maior profundidade em T

% se LEVEL(z) < LEVEL(y)
4 caso contrario

Passo IV. Entao MAC(z,y) = {

A.4 Consumo de Espaco

Uma vez feito o pré-processamento, o algoritmo de obtencdo do M AC precisa armazenar
apenas as seguintes fungdes: PAI, LEVEL INLABEL ASCENDANT, HEAD. Todas elas
possuem valores que podem ser descritos com lg(n) bits. Portanto o consumo de espago total
do algoritmo por vértice de T é 51g(n)).

Uma implementacio real que trate de valores de n < 232

, € que trate com unidades de 8 bits,
precisa de 4 bytes para armazenar valores até n, (que é o caso de todas as funcoes descritas) e
portanto tem um consumo de espago total por vértice de T de (5 x 4) = 20 bytes, quando n é

aproximadamente 232,
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