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Capitulo 1

Introducao

Pode-se dizer que redes estao constantemente presentes em nossas vidas e
em intumeros lugares e situagoes. As redes elétricas, por exemplo, distribuem
a energia das usinas entre nossas casas, garantindo iluminagdo e conforto.
Redes de distribuicao de agua e gas também fornecem recursos indispensa-
veis em nosso cotidiano. Sao as redes telefénicas, a Internet e mesmo as
redes de distribuicao dos correios que permitem &s pessoas comunicarem-se
a distancia. Atividades simples, como o transporte de cargas, dependem de
redes de estradas, ferrovias, rios ou mesmo simples corredores.

Em todos os exemplos acima mencionados, objetiva-se transportar al-
guma, coisa de um ponto a outro, ou distribui-la entre varios pontos espe-
cificos, através de vias bem definidas. Obviamente, sempre é interessante
garantir que esse transporte seja feito da forma mais eficiente possivel. A
definicdo de eficiéncia pode variar dependendo do problema. Podemos estar
interessados, por exemplo, em maximizar a quantidade transportada de um
ponto a outro ou em minimizar o custo de uma distribuigao.

Nessas situacoes, queremos atribuir uma certa quantidade de fluxo em
cada via, de modo a obter eficiéncia méxima sob certas restricoes. Esse con-
junto de problemas, mais conhecido como problemas sobre fluzos em redes,
é um representante classico dos problemas de otimizagdo combinatdria, ou
seja, problemas de otimizacao formulados sobre estruturas discretas.

Uma caracteristica comum dos problemas de otimizacao combinatoria é
o fato de que o conjunto de solucbes vidveis, embora seja finito, pode ser
muito grande. Isso implica que estratégias de forga bruta, como testar todas
as atribuicoes possiveis, consomem tempo excessivo ao ponto de inviabilizar
sua utilizacio até mesmo nos computadores mais poderosos. E preciso buscar
estratégias que permitam resolver o problema em tempo razoével.

Este texto apresenta os principais conceitos e problemas na teoria dos
fluxos em redes e descreve algoritmos eficientes para resolvé-los.



Capitulo 2

Redes

Este capitulo introduz formalmente o conceito de redes e redes simétricas
e de conceitos relacionados, como caminhos, circuitos, capacidades, custos,
separadores e cortes. Também apresenta uma secdo a respeito de resultados
sobre caminhos de custo minimo.

2.1 Redes

Uma rede é um par (N, A), onde N é um conjunto finito qualquer e A é
um multiconjunto de pares ordenados de elementos de N. Os elementos de N
s@o chamados de vértices (nodes) e os de A sdo chamados de arcos (arcs).
O conjunto de vértices de uma rede G é denotado por N¢, o conjunto de
arcos por Ag, o nimero de vértices por n(G) e o nimero de arcos por m(G).
Quando a rede estd implicita pelo contexto, podemos utilizar simplesmente
as notacoes N, A, n e m respectivamente. Pode-se representar naturalmente
uma rede através de um diagrama, como o da figura 2.1, onde os vértices sao
pequenos circulos e os arcos sdo flechas ligando os circulos.

Seja @ um arco (%,j) de uma rede. Os vértices i e j sdo chamados de
pontas de a. Mais especificamente, 7 € a ponta inicial e j é a ponta final.
Diz-se também que o arco a incide nos vértices ¢ € 7, ou ainda, que 0 arco a
sai do vértice ¢ e entra em j.

O conjunto de todos os arcos de uma rede G que incidem em um vértice ¢
é denotado por dg(:). Mais especificamente, o conjunto de todos os arcos
que saem de i é denotado por d.(i) e o conjunto de todos os arcos que
entram em i é denotado por 6% (i). Denota-se tais conjuntos simplesmente
por §(z), 61 (i) e 67 (i) quando a rede esta implicita pelo contexto.

Por conveniéncia de notagdo, sdo utilizadas algumas convengoes:

O conjunto dos numeros inteiros é denotado por Z e o conjunto dos intei-
ros nao-negativos por Zx. Analogamente, o conjunto dos ntimeros racionais
¢ denotado por QQ e o conjunto dos racionais nao-negativos por Q.

Se f é uma fungdo de A em algum dos conjuntos numéricos definidos
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Figura 2.1: Representacdo da rede ({a, b, ¢, d, e, f, g, h}, {(a,b), (a,c),
(a,d), (b,c), (d,c), (b,e), (b, f), (¢, f), (f,d), (d,g), (e;h), (f,h), (9:1)}).

acima, entdo o valor de f em relagdo a um arco a é denotado por f,. Se B
¢ um subconjunto de A, entdo f(B) denota a soma ), .p fa-

Se g ¢ uma funcao de N em algum dos conjuntos numéricos definidos
acima, entdo o valor de g em relagdo a um vértice 7 é denotado por g(7).
Se M é um subconjunto de N, entdo g(M) denota a soma ), 9(4)-

2.2 Caminhos e circuitos

Um caminho P em uma rede é uma seqiiéncia (ig, a1,41,a2,%2, - - . , G, i),
onde %g,...,1; sao vértices dois-a-dois distintos e ai,...,a, sdo arcos tais
que a; = (i;_1,4%;) para todo j entre 1 e k. O valor k é o comprimento do
caminho, o vértice iy é a sua origem e o vértice 7, é seu destino. Diz-se
também que P é um caminho entre iy e 75 e que %y e i Sa0 0s seus extre-
mos. Os conjuntos de vértices e arcos de P sao denotados respectivamente
por Np e Ap. A figura 2.2 mostra um exemplo de caminho.

Seja P um caminho (ig,a1,i1,as2,12,...,a,4) em uma rede. Dado um
vértice 4j, com j entre 1 e k, o vértice predecessor de i; em P é o vér-
tice 41, e o arco predecessor de i; em P é o arco a,;.

Dados dois vértices 7 e j de uma rede, dizemos que j é acessivel a partir
de 7 se existe um caminho entre ¢ e j na rede. Se j é acessivel a partir de ¢,
um caminho P entre i e j é chamado de minimo se ndo existe outro caminho
entre ¢ e j com comprimento menor que o de P. A distancia entre i e 5 é
o comprimento de um caminho minimo entre 7 e 5. Se j ndo é acessivel a
partir de 7, diz-se que a distancia entre 7 e j é infinita.

Um circuito W em uma rede é, similarmente a um caminho, uma seqiién-
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Figura 2.2: Representacdo do caminho (a, (a,b),b, (b, f), f, (f,h), h).

cia <i0, al,il, ag, iQ, ey Qp—1, ik—l, Qg io), onde k > 1, io, e ,ik—l sao veérti-
ces dois-a-dois distintos, a1, ...,ax_1 sdo arcos tais que a; = (ij_1,%;) para
todo j entre 1 e k — 1 e ax € um arco tal que ay = (ix—1,4%9). Os conjuntos
de vértices e arcos de W s@o denotados respectivamente por Ny e Ay A
figura 2.3 mostra um exemplo de circuito.

Figura 2.3: Representacdo do circuito (b, (b, f), f, (f,d),d, (d,c),c,(c,b),b).
Uma rede é dita aciclica se ndo possui circuitos.
Vamos apresentar agora alguns resultados sobre caminhos e distancias.

Para tanto, considere a seguinte notagao: se i e j sdo vértices de uma rede G,
entdo d(i,7) € a distancia entre i e j em G.
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Lema 2.1. Seja G uma rede, seja P um caminho entre os vértices i e w
em G de comprimento r1 e seja Q um caminho entre os vértices w e j
em G de comprimento ro. Entdo existe um caminho entre i e j em G, cujo
comprimento nao € superior a (r1 + r2).

Prova: Seja P o caminho (i = %0,a1,%1,.-.,0pr—1,0r,,%r, = W) € seja Q o
caminho <’UJ = Jo, blajla s aj’l‘2—1,brzaj1‘2 = .7)

Seja k o menor indice tal que i = j;, para algum [, 0 <1 < o, e tal que
0 <k < ;. Tal indice estd bem definido, uma vez que os caminhos possuem
pelo menos o vértice w em comum. Podemos considerar, entdo, o caminho
P'=(i,a1,-..,ak, 0k = 31, b141,---,bry, 7). Pela escolha de k, é claro que os
vértices de P’ sdo todos distintos e, portanto, que P’ é de fato um caminho
entre i e j em G. Ademais, o comprimento de P’ é k+ (ro —1) <7 +7re. O

Lema 2.2. Seja G uma rede, seja s um vértice e seja a = (i,5) um arco
de G. Entao d(s,j) < d(s,i)+ 1.

Prova: Se d(s,i) = oo, entdo o resultado vale diretamente. Caso contrario,
entdo, pela definicdo de distancia, existe um caminho P entre s e i em G de
comprimento d(s,i). Além disso, @ = (i,a,j) é um caminho em G entre 4
e j de comprimento 1. Portanto, podemos aplicar o Lema 2.1 sobre os
caminhos P e ) e concluir que existe um caminho entre s e j em G de

comprimento ndo superior a d(s,7) + 1. Disso segue o resultado. O
Lema 2.3. Seja G uma rede e seja P = (ig,a1,11,. .., 0k, i) um caminho
minimo entre iy e iy em G. Entdo o caminho P, = (ig,a1,11,-..,a;,1;),

contido em P, para qualquer 0 <1 < k, é um caminho minimo entre iy e %;

em G.

Prova: Suponha por contradi¢do que exista um caminho @Q; entre ig e %;
em G e de comprimento I’, com !’ < [. Notemos, entdo, que o caminho
(i1, @141, - - -, Gk, 1%, contido em P, é um caminho entre 7; e iy de comprimento
k—1I. Assim, pelo Lema 2.1, existe um caminho entre 4 e i de comprimento
ndo superior a I’ + (k — 1) < k. Mas isso é uma contradi¢ao, pois P é um
caminho de comprimento minimo entre %y e 7 em G e seu comprimento é k.
Logo, P, € um caminho minimo entre %y e 4; em G. O

Lema 2.4. Seja G uma rede, seja P um caminho minimo com origem s
em G e seja a = (i,7) um arco de P. Entao d(s,j) = d(s,i) + 1.

Prova: Seja P = (s = 4y,a1,%1,---,0k, 4,0, ], 012, ..,0;,5; = t). Denote
por P; o caminho (s,a1,%1,...,ak,1), contido em P, e por P; o caminho
(s,a1,41,-..,0k,4,a,7), também contido em P.

Pelo Lema 2.3, P; é um caminho de comprimento minimo entre s e i e
Pj & um caminho de comprimento minimo entre s e j. Ou seja, d(s,i) = k
e d(s,7) = k + 1. Disso segue o resultado. O
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2.3 Separadores e cortes

Um separador de uma rede é um subconjunto de seus vértices.

Se S é um separador de uma rede G, o conjunto de todos os arcos
dessa rede com uma ponta em S e a outra fora de S é um corte, deno-
tado por dg(S). Mais especificamente, o conjunto de todos os arcos com
ponta inicial em S e ponta final fora de S é denotado por J(S) e o conjunto
de todos os arcos com ponta inicial fora de S e ponta final em S é denotado
por 65(S). Diz-se também que os arcos de d;(S) saem de S e que os arcos
de Jg(S) entram em S. Se a rede estd implicita pelo contexto, pode-se
denotar tais conjuntos por §(S), d1(S) e §7(S).

Dados dois vértices s e t de uma rede, um separador S dessa rede que
contém s e ndo contém ¢ é um st-separador e o corte §(S) é um st-corte.
A figura 2.4 mostra um exemplo de separador e corte.

Figura 2.4: Separador {a,b,c,d, e} e seu respectivo corte.

2.4 Capacidades, custos e demandas

A capacidade de uma rede (N, A) é uma funcdo v de A em Q>. A
maior capacidade de um arco, max,c4 uq, € denotada por U. Uma rede é
capacitada se existe uma funcado capacidade definida sobre seus arcos.

Se S é um separador de uma rede com capacidade u, a capacidade de S,
denotada por cap(S), é o valor u(é6~(5)).

O custo de uma rede (N, A) é uma funcdo ¢ de A em Q. O maior valor
absoluto do custo de um arco, maxge4 |cq|, € denotado por C.
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Se P é um caminho de uma rede com custo ¢, o custo de P, denotado
por custo(P), é o valor ¢(4,). Analogamente, se W é um circuito de uma
rede com custo ¢, o custo de W, denotado por custo(W), é o valor c(Aw).
Se W é um circuito de custo negativo, isto &, se custo(W) < 0, entdo W &
dito um circuito negativo.

A demanda de uma rede (N, A) é uma func¢ao b de N em Q. Um vértice %
¢ um produtor se b(i) < 0 e ¢ um consumidor se b(i) > 0.

2.5 Redes simétricas

Seja (N, A) uma rede e seja a um arco em A. O arco irmao de a,
denotado por @, é um arco definido da seguinte forma: se ¢ é a ponta inicial
e j é a ponta final de a, entdo j € a ponta inicial e 7 € a ponta final de @.

O conjunto dos arcos irmdos de todos os arcos em A é denotado por A
e a definicdo de arco irmao é estendida para A pela propriedade @ = a. O
conjunto dos irmaos de um conjunto de arcos B qualquer é denotado por B.

A rede (N, AU A) é chamada de rede simétrica de (N, A). A figura 2.5
mostra um exemplo de construcdo de uma rede simétrica.

2.6 Caminhos de custo minimo

Seja G uma rede com custo ¢ e seja P um caminho entre os vértices i e j
em G. Dizemos que P é um caminho de custo minimo entre i e j se ndo
existe outro caminho entre 7 e j com custo menor do que custo(P).

Caminhos de custo minimo sao uma ferramenta essencial para a obtencao
de resultados fundamentais na teoria de fluxos em redes. Esta secfo seré
dedicada ao estudo de algumas de suas propriedades.

Vamos considerar a seguinte notacdo: dados dois vértices ¢ e 7 de uma
rede G, o valor ¢(i,7) € o custo de um caminho de custo minimo entre i e j
em G. Se ndo existe caminho entre i e j em G, definimos que ¢(i,j) = 0.

Além disso, se P = (i,a1,...,a5,w) e Q = (w, by, ..., by, J) sdo caminhos
em G, entdo PQ) denota a seqiiéncia (4, a1, ..., ax, w,b1,..., by, j), resultante
da concatenacao dos caminhos P e (). Se o tnico vértice comum a P e () é
o vértice w, entdo PQ é um caminho entre 7 ¢ j em G. Ademais, se i = j
e w é o Unico vértice comum aos caminhos, entao PQ é um circuito em G.
Note que, em ambos os casos, custo(PQ) = custo(P) + custo(Q).

Lema 2.5. Seja G uma rede com custo ¢, seja s um vértice e seja a =
(1,7) um arco de G. Suponha que G nao possua circuitos negativos. Entdo
c(s,1) + ca > (s, 7).

Prova: Suponha por contradigao que c(s,i) + ¢4 < ¢(s,7). Se ¢(s,i) = o0,
temos a contradicdo de que oo + ¢, < ¢(s,7). Vamos, portanto, assumir,

10
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Figura 2.5: Rede original e sua respectiva rede simétrica.
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sem perda de generalidade, que ¢(s,4) # co. Neste caso, existe um caminho
P = (s,a1,41,...,ak,%) cujo custo é c(s,1).

Primeiramente, suponha que j seja um vértice de P. Neste caso, temos
que P é da forma (s,a1,41,.-.,0a;,,041,---,0k,%). Denote por P; o cami-
nho (s,a1,41,...,a;,7) € por P» o caminho (j,a;y1,...,ak,i). Temos que
c(s,i) = custo(P) = custo(Py) + custo(FP,). Ademais, como P; é um cami-
nho entre s e j, entdo c(s,j) < custo(Py). Assim, vale que c(s,i) + ¢ =
custo(P) + ¢, = custo(Py) + custo(Ps) + ¢, < ¢(s,7) < custo(P;), de onde
concluimos que custo(Ps) + ¢, < 0. Notemos, entdo, que custo(P) + ¢, € 0
custo do circuito W em G definido por (j,a;41,-.-,ak,4,a,5). Isto &, W &
formado pela adi¢do do arco a ao caminho P,. Mas entdo W é um circuito
negativo na rede G, o que ndo pode ocorrer por hipétese. Chegamos a uma
contradi¢do. Assim, vale que c(s,%) + ¢4 > ¢(s,7).

Suponha agora que j ndo seja um vértice de P. Neste caso, o caminho
definido por (s,a1,%1,-..,a,%,a,7) € um caminho entre s e j em G cujo
custo é c¢(s,i) + ¢4 Mas isso é uma contradigdo. De fato, se ¢(s,j) = oo,
entdo nao deveriam existir caminhos entre s e j em G. Por outro lado, se
c(s,j) # oo, basta lembrarmos que, por hipétese, c(s,i) + ¢, < ¢(s,7) e
nao deveriam existir caminhos em G com custo inferior a ¢(s, j). Portanto,
concluimos que ¢(s,4) + ¢, > ¢(s, 7). O

Lema 2.6. Seja G uma rede, seja P um caminho entre os vérticesi e j em G
e seja QQ um caminho entre os vértices j e i em G, com i # j. Suponha que
custo(P) + custo(Q) < 0. Entao existe um circuito negativo em G.

Prova: Vamos fazer uma prova por inducdo no comprimento do caminho P.
Suponha inicialmente que P = (i,a,j). Neste caso, temos que PQ é clara-
mente um circuito e o resultado segue diretamente.

Suponha agora que o comprimento de P seja maior do que 1. Se os tinicos
vértices comuns a P e (Q sdo os vértices ¢ e j, entdo P é um circuito e o
resultado também vale. Suponha, entdo, que P e () tenham pelo menos um
vértice em comum além dos vértices ¢ e j.

Denote por (i = ig,...,%p = j) 0 caminho P e por (j = jo,...,Jq = 1),
o caminho Q). Seja k o menor indice tal que i = j;, para algum ¢, com 0 <
t < q,etal que 0 < k < p. O vértice iy é o primeiro vértice diferente de ¢ em
P que também ocorre em . Denote ainda por P; o caminho (i = iy, ..., i),
por P» o caminho (ig,...,ip = j), por Q1 o caminho (j = jo,...,jt = i) €
por Q2 o caminho (ix = jt,...,Jq = i), de forma que P = PPy e Q = Q1Q2.

Notemos, entdo, que, pela escolha do indice k, P;@s € um circuito
em G. Se custo(P;Q2) = custo(P;) + custo(P;) < 0, entdo PiQ2 é um cir-
cuito negativo e o resultado vale. Caso contrario, devemos ter custo(Ps) +
custo(@1) < 0, uma vez que custo(P) + custo(Q) < 0.

Observemos, entdo, que P, é um caminho entre ix € j em G e que ()1 é um
caminho entre j e i, em G. Ademais, o comprimento de P, é estritamente

12
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menor do que o comprimento de P, uma vez que k > 0. Assim, podemos
aplicar a hipétese de inducio sobre P, e (1 e concluir que a rede G possui

um circuito negativo, o que conclui a inducao. O
Lema 2.7. Seja G uma rede e seja P = (ig,a1,41,..., 0k, k) um caminho
de custo minimo entre ig e i em G. Suponha que G ndo possua circuitos
negativos. Entiao o caminho P, = (i, a1,%1,---,0a;,%), contido em P, para

qualquer 0 <1 < k, é um caminho de custo minimo entre ig e 1; em G.

Prova: Seja P o caminho P} P, em que P; é o caminho (ig,a1,%1,.-.,a;,%)
e Py é o caminho (ij,...,ak,i;). Suponha por contradigdo que P; ndo seja
um caminho de custo minimo entre 45 e 4;. Seja () um caminho de custo
minimo entre 4o e 4, em G. Entao vale que custo(Q) < custo(P}).

Se @ e P, ndo possuem vértices em comum além do vértice ¢;, entdo o
caminho QP é um caminho entre iy e iy tal que custo(QP) = custo(Q) +
custo(Ps) < custo(P;) + custo(P,) = custo(P). Mas isso é uma contradi¢ao
com a minimalidade do custo do caminho P. Concluimos, portanto, que @
e P, possuem pelo menos um vértice em comum diferente de i;.

Denote por (ig = jo,b1,J1,---,Dq,Jq = %) 0 caminho Q. Seja r o menor
indice tal que j, = 44, para algum ¢, com [ < t < k,etal que0 <r < ¢. O
vértice j, é o primeiro vértice em () que coincide com algum vértice em Ps.

Denote por @1 o caminho (iyp = Jo,b1,J1,---,br,Jr = i) € Por Q2 0
caminho (i; = jr,br41,...,b¢,Jq = 1), de forma que @ = Q1Q2. Denote
também por Pj o caminho (i,...,at, i) e por Py o caminho (i, ..., a, i),

de forma que P, = P,P;.

Notemos, entdo, que o caminho Q1 P4 é um caminho entre ig e i, em G.
Portanto, devemos ter custo(Q1Pjy) > custo(P) = custo(P,PyPy), pois P
é um caminho de custo minimo entre %y e iy em G. Ou seja, devemos ter
custo(@1) > custo(Py Pj) = custo(P;) + custo(Py).

Por outro lado, temos por hipdtese que custo(Q) = custo(@Q1Q2) =
custo(Q1) + custo(Q2) < custo(P;). Concluimos, assim, que custo(P;) +
custo(Py) + custo(Q2) < custo(Q1) + custo(P,) < custo(P;). Ou seja,
custo(Py) + custo(Q2) € negativo.

Observemos agora que Py ¢ um caminho entre 4, e 4; em G e que Q2 é um
caminho entre i; e 4; em G. Além disso, temos que 4; # ;. Assim, podemos
aplicar o Lema 2.6 e concluir que a rede G possui um circuito negativo. Mas
isso € um absurdo, pois G nao contém circuitos negativos por hipotese.

Logo, P; é um caminho de custo minimo entre iy € 4; em G. O

Lema 2.8. Seja G uma rede com custo ¢, seja P um caminho de custo
minimo em G cuja origem € s e seja a = (i,j) um arco de P. Suponha
que G nao possua circuitos negativos. Entdo c(s,1) + cq = ¢(s, 7).

Prova: Seja P o caminho (s = ig,a1,%1,...,ak,%,0,J,Qk+2,---,4;). Denote
por P; o caminho (s,a1,%1,...,ak,1), contido em P, e por P; o caminho
(s,a1,%1,...,0k,1,a,7), também contido em P.

13
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Note que, pela definicdo de custo de um caminho, vale que custo(P;) =
custo(F;) + ¢o. Ademais, pelo Lema 2.7, temos que ¢(s,4) = custo(P;) e que
c(s,j) = custo(P;). Disso segue o resultado. O
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Capitulo 3

Fluxos

Este capitulo introduz formalmente o conceito de fluxo e conceitos rela-
cionados. Também s3o apresentadas algumas propriedades gerais de fluxos
e resultados referentes a decomposicoes e a redes residuais.

3.1 Fluxos e excessos

Um fluxo em uma rede G com capacidade u ¢ uma funcao = de Ag em Q>
que respeita u, isto é, tal que z, < ug,, para cada a em Ag. A figura 3.1
mostra um exemplo de fluxo sobre uma rede.

0/9

Figura 3.1: Representacdo de um fluxo arbitrario em uma rede capacitada.
Para cada um dos arcos, o primeiro ntimero representa o valor do fluxo e o
segundo niamero representa o valor da capacidade.

Se a rede G também tem associada a ela uma funcao de custos ¢, o custo
de z, denotado por custo(z), é o valor }3 4. CaZa-
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O valor z(d% (7)) ¢ o fluxo que entra no vértice i e, analogamente, o
valor (67 (7)) € o fluxo que sai do vértice i. A diferenca entre esses dois
valores define o excesso de i em relagdo a z, denotado por ez(7):

eq(i) = 2(67 (i) — z(67 (1))

Pode-se denotar o excesso de i por e(i) quando o fluxo esta implicito.

3.2 st-fluxos

Dados uma rede capacitada G e dois vértices s e t dessa rede, um st-fluxo
em G é um fluxo = que satisfaz a seguinte propriedade, conhecida como lei
da conservagdo do fluxo ou lei de Kirchhoff:

e(i) = 0 para todo ¢ em Ng \ {s,t}.

Os vértices s e t sao chamados respectivamente de fonte (source) e sor-
vedouro (sink) do st-fluxo. O valor e,(t), que denotaremos por val(z), é a
intensidade de z. A figura 3.2 mostra um exemplo de st-fluxo.

Figura 3.2: st-fluxo de intensidade 11.

3.3 Fluxos viaveis

Dada uma rede capacitada G com demanda b e um fluxo = sobre essa
rede, o desequilibrio de um vértice ¢ em relagao a z é a diferenca e () —b(7).
Diz-se que = é um fluxo viavel em G se vale a propriedade de que todos os
vértices tem desequilibrio nulo:

ex(1) = b(7) para todo vértice i em Ng.

A figura 3.3 mostra um exemplo de fluxo viavel.
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Figura 3.3: Exemplo de fluxo vidvel. Os valores proximos aos vértices repre-
sentam suas demandas, que estao satisfeitas pelo fluxo.

3.4 Fluxos-caminho e fluxos-circuito

Um fluxo z em uma rede capacitada G é um fluxo-caminho se existe
um caminho P em G e um racional positivo p tais que z, = p se a é um
arco de P e £, = 0 se a ndo é arco de P. O racional p é o valor do fluxo-
caminho. Os conceitos de extremos, origem e destino relacionados a P
sao estendidos para o fluxo z nesse caso.

Analogamente, um fluxo £z em uma rede capacitada G é um fluxo-
circuito se existe um circuito W em G e um racional positivo w tais que
T, = w se a € um arco de W e z, = 0 se @ nao é arco de W. O racional w é
o valor do fluxo-circuito.

Um st-fluxo z em uma rede G é chamado de st-fluxo elementar se x é
um fluxo-caminho em G cuja origem € s e cujo destino é t. Note que se o
st-fluxo elementar z é um fluxo-caminho de valor p, entdo val(z) = p.

3.5 Redes residuais

Seja G = (N, A) uma rede capacitada e seja  um fluxo em G. A ca-
pacidade residual de G em relagido a  é uma fungao r de AU A em Q>
definida da seguinte maneira:

Uy — Tq S€a€ A,
o = —
a Ta se a € A.

Seja A’ o conjunto dos arcos de AU A com capacidade residual positiva.
A rede residual de G em relagdo a z € a rede G(z) = (N, A’). Uma rede
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residual é sempre capacitada e sua capacidade é definida pela capacidade
residual correspondente. A figura 3.4 mostra um exemplo.

Figura 3.4: Fluxo em uma rede e a respectiva rede residual. Os niimeros nos
arcos da rede residual representam as capacidades residuais.

Se existe um custo ¢ associado & rede G, entdo o custo ¢’ da rede resi-
dual G(z) é definido da seguinte maneira:

a

| ca sea € A,
—cg sea € A.

Se S é um separador de GG, a capacidade residual de S em relagéo a z,
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denotada por res;(S), é o valor r(éé(w)(S)). Se o fluxo est4 implicito pelo
contexto, tal valor pode ser denotado simplesmente por res(S).

3.6 Propriedades de fluxos

Aprentaremos aqui alguns resultados gerais sobre fluxos.
Lema 3.1. Seja  um fluzo em uma rede G. Entdo, D ;c n,. €(i) = 0.

Prova: A validade da equacao segue do fato de que, pela defini¢ao de excesso,
o fluxo de cada arco (i, j) aparece exatamente duas vezes na soma: uma com
sinal positivo, quando o excesso de j é contabilizado; e outra com sinal
negativo, quando o excesso de ¢ é contabilizado. ]

Corolario 3.2. Seja z um st-fluro em uma rede G. Entdo, val(z) = —e(s).

Prova: Pelo Lema 3.1, temos que ZiENG e(i) = 0. Ademais, como z é um
st-fluxo, entdo e(i) = 0 para todo vértice 7 em Ng \ {s,t}. Assim, segue que
val(z) = e(t) = = X ;e ng\ 1 €(1) = —e(s). O

Lema 3.3. Seja © um st-fluxzo em uma rede (N,A). Entao, val(z) =
(67 (S)) — z(67(S)), para qualquer st-separador S de (N, A).

Prova: Pelo Lema 3.2, sabemos que:
val(z) = —e(s) = z(07(s)) — (6T (s)).

Ademais, pela lei de Kirchhoff, temos que:

S el = Y (@) — a6 (@) =0,
1€S\{s} i€S\{s}

Portanto,

val(z) = z(d (s)) — =(57(s))

i€S\{s}

= z(0 () —z(6T(s) + D (z(6 (1) —x(5T (%))
i€S\{s}

= ) (@6 (1) —2(6T (i)

1€S

Considere um arco (4,7) na rede. Se i e j pertencem ambos a S, entdo
o fluxo nesse arco aparece exatamente duas vezes na soma, uma com sinal
positivo e outra com sinal negativo, j4 que o arco estd em ¢ (i) e em 67 (5).
Portanto, o fluxo referente a um arco a sé é contabilizado se apenas uma de
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suas pontas estd em S. Mais ainda, x, aparece com sinal positivo, somente
se a estd em 6 (S5), e x, aparece com sinal negativo, somente se a esté
em 67(S). Assim,

val(z) = Z($(5_(Z))—37(5+(Z)))

3.7 Decomposicao de fluxos

Dado um fluxo x em uma rede capacitada GG, uma decomposicao de z
é um conjunto X de fluxos-caminho e fluxos-circuito em G que satisfaz =, =
Y wex Tq Para todo arco a de G. A figura 3.5 mostra um exemplo.

Vamos apresentar alguns resultados para demonstrar que um fluxo z
qualquer admite uma decomposicao que satisfaz certas propriedades.

Para as demonstracoes a seguir, considere a seguinte notacdo. Seja P
um caminho entre dois vértices ¢ e j tal que e(i) < 0, e(j) > 0 e z, > 0 para
todo arco a de P. Denote por zf o fluxo-caminho assim definido:

P min{—e(7),e(j), min{z, : @ é arco de P}} se a é um arco de P;
@10 se a ndo é arco de P.

As propriedades de P garantem que z é de fato um fluxo-caminho.
Denote por z — 2!’ o fluxo abaixo:

P zq —zF  se a é um arco de P;
(x—x"), = a !
@ Tq se @ nao é arco de P.

A definicao de z¥ garante que z — z¥ & de fato um fluxo. Analogamente,
seja W um circuito na rede tal que x, > 0 para todo arco a de W. Denote
por 2V o fluxo-circuito assim definido:

a

W min{z, : a é arco de P} se a é um arco de W;
x, = -
0 se a nao é arco de W.

As propriedades de W garantem que z"V & de fato um fluxo-circuito.
Denote por z — 2" o fluxo abaixo:

w T, — 1zl  sea éarcode W;
(x—2" )= <
Tq se a ndo é arco de W.

A definicao de 2"V garante que z — " ¢é de fato um fluxo.
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Lema 3.4. Seja © um fluxo em uma rede e seja W um circuito sobre essa
mesma rede tal que xo, > 0 para todo arco a de W. Entdo, ey(i) = e, ,w (i)
para qualquer vértice © da rede.

Prova: Se i ndo é um vértice de W, entdo ¢ ndo é ponta de nenhum arco
de W. Logo, pela definicdo de z — 2", temos que (z — "), = z, para todo
arco em 0(%) e, portanto, temos que ez (i) = e, w ().

Se ¢ é um vértice de W, entdo, pela definicdo de circuito, existe um
e apenas um arco a de W tal que a estd em 67 (i) e existe um e apenas
um arco b de W tal que b estd em 6 (i). Como (z —z"V), = z, — 2z e
(z — 2"y =z, — 2}, podemos concluir que z(5+(3)) — (z — zV) (6T (3)) =
(6= (1)) — (xz — ) (6~ (4)). Portanto, temos que e5(i) = e,_,w (4). O

Lema 3.5. Seja z um fluro em uma rede G. Todo vértice i de G com
e(i) < 0 € origem de um caminho P com destino j, tal que z, > 0 para todo
arco a de P e e(j) > 0. Todo vértice i de G com e(i) > 0 € destino de um
caminho P com origem j, tal que x4 > 0 para todo arco a de P e e(i) < 0.

Prova: Vamos provar algoritmicamente a primeira afirmacdo do lema. O
algoritmo descrito abaixo recebe uma rede, um fluxo z sobre essa rede e um
vértice 4 com e(i) < 0 e devolve um caminho P entre i e j, tal que z, > 0
para todo arco a de P, e e(j) > 0. Cada iteragdo mantém um fluxo y e um
caminho P. Na primeira iteragdo, temos que y =z e P = (3).

Caso 1: Existe um circuito W tal que y, > 0 para todo arco a de W.
Comece nova iteracio com y — y" no papel de y.

Caso 2: N3ao existe circuito W tal que y, > 0 para todo arco a de W.
Seja P = (i,a1,...,0k,7)-
Caso 2A: Existe um arco a = (4,1) tal que y, > 0 e [ ndo estd em P.
Seja P’ o caminho (i,a1,...,ak,j, a,l).
Comece nova iteracao com P’ no papel de P.

Caso 2B: Nao existe arco a = (j,[) tal que y, > 0 e [ ndo estd em P.
Devolva P e pare.

No Caso 1, a definicdo de y — 4"V garante que o circuito W tem pelo
menos um arco a tal que (y —4"), = 0. Como o ntimero de arcos ¢é finito,
apds um nimero finito de iteragdes o algoritmo passa a considerar somente o
Caso 2. Ademais, pelo Lema 3.4, temos também que se a afirmacao é valida
para o fluxo y — y", entdo ela também é valida para o fluxo y.

No Caso 2A, temos que P’ tem mais vértices do que P. Como o conjunto
de vértices € finito, isso implica que o algoritmo péara, pois apds um nimero
finito de iteragoes temos que no maximo todos os vértices da rede estao em P.
Resta apenas provar que, na tltima iteragio, e(j) > 0.
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Suponha por contradi¢do que e(j) < 0. Pela definicdo de excesso, isso
implica que existe um arco a = (j,1) tal que y, > 0. Se [ ndo estd em P,
as condicoes do Caso 2A estdo satisfeitas. Se [ estd em P, entdao temos um
circuito W tal que y, > 0 para todo arco a de W e as condi¢bes do Caso 1
estao satisfeitas. Mas isso é um absurdo, pois na tltima iteragao somente as
condiges do Caso 2B devem estar satisfeitas. Portanto, e(j) > 0.

A prova da segunda afirmacdo é andloga, bastando descrever um algo-
ritmo similar que encontra o caminho desejado a partir de seu destino. [

Corolario 3.6. Seja x um fluxo sobre uma rede G. Existe um vértice 1 de G
com e(i) < 0 se, e somente se, existe um vértice j de G com e(j) > 0.

Prova: Segue da existéncia dos caminhos descritos no Lema 3.5. O

Lema 3.7. Seja x um fluzo em uma rede G. Se existe um arco a de G tal
que 24 > 0 e se e(i) = 0 para todo vértice i de G, entao existe um circuito W
tal que x4 > 0 para todo arco a de W.

Prova: Vamos provar o lema algoritmicamente. O algoritmo abaixo recebe
uma rede e um fluxo z sobre essa rede tal que e(i) = 0 para todo vértice i e
g > 0 para algum arco a, e devolve um circuito W tal que z, > 0 para todo
arco a em W. Cada iteracdo mantém um caminho P. Na primeira iteracao,
P = (i), onde 7 € a ponta inicial de um arco a tal que z, > 0.

Seja j o destino do caminho P.

Caso 1: Existe um arco a = (j,[) tal que z, > 0 e [ estd em P.
Seja P = (i,a1,...,aq,0,aq41,...,0k, 7).
Seja W o circuito (I, ag+1,--..,ak, J,a,l).
Devolva W e pare.

Caso 2: Existe um arco a = (4,1) tal que z, > 0 e [ ndo esta em P.
Seja P = (i,a1,...,0k,7)-
Seja P’ o caminho (i,a1,...,ak,j,a,l).
Comece nova iteragao com P’ no papel de P.

Pela definicao de z, o vértice ¢ estd bem definido antes do inicio da
primeira iteracdo. Portanto, nesse momento, quando j = %, existe um arco
a = (4,1) tal que z, > 0. No inicio das demais iteragoes, sabemos que existe
um arco b em 67 (4), o arco predecessor de j em P, tal que z > 0. Como
e(j) = 0 pela definicao de z, entdo z(67(j)) > 0 e temos que a existéncia de
um arco a = (4,1) tal que z, > 0 também é garantida.

Sabemos que o conjunto de vértices é finito e que P’ tem mais vértices
que P. Logo, o algoritmo péara pois, ap6s um ntmero finito de iteragbes, no
méximo todos os vértices estdo em P e considera-se no Caso 1. O
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Teorema 3.8 (decomposicao do fluxo). Seja z um fluro em uma rede G.

Entao € possivel obter uma decomposicdo X do fluxo x, ndo necessariamente

inica, que satisfaz as sequintes propriedades abairo:

(i) Para todo fluzo-caminho ' que estd em X, a origem i de x' € tal que
ex(i) < 0 e o destino j de x' € tal que ez(j) > 0.

(i) Hd no mdzimo n + m fluzos e no mdrimo m fluzos-circuito em X .

Prova: O algoritmo abaixo recebe uma rede e um fluxo =z e devolve uma
decomposicao de x com as propriedades desejadas. Cada iteracdo mantém
um fluxo ¥ e um conjunto X de fluxos-caminho e fluxos-circuito sobre a
mesma rede. Na primeira iteracao, temos que y =z ¢ X = (0.

Caso 1: y, = 0 para todo arco a da rede.
Devolva X e pare.

Caso 2: Existe um arco a na rede tal que y, > 0.

Caso 2A: e(i) = 0 para todo vértice 7 da rede.
Seja W um circuito tal que y, > 0 para todo arco a de W.
Comece nova iteracio com o fluxo y — y" no papel de y e com o
conjunto X U {y"'} no papel de X.

Caso 2B: e(i) < 0 para algum vértice 7 da rede.
Seja P um caminho com origem i e destino j tal que e() < 0,
e(j) > 0 e y, > 0 para todo arco a de P.
Comece nova iteracdo com o fluxo y — y¥ no papel de 4 e com o
conjunto X U {y”} no papel de X.

No Caso 2A, a existéncia de W é garantida pelo Lema 3.7. No Caso 2B,
a existéncia de P é garantida pelo Lema 3.5. O Corolario 3.6 garante que
se ndo existe um veértice ¢ tal que e(i) < 0, entdo ndo existe um vértice j tal
que e(j) > 0, ou seja, todos os vértices tem excesso zero. Portanto, podemos
verificar que o algoritmo de fato considera todos os casos possiveis.

Como na ultima iteragdo temos que y, = 0 para todo arco a da rede,
temos, pela definicdo de y — y" e y —y¥, que na tltima iteracdo vale que X
satisfaz x4 = ),/ x @, para todo arco a da rede. Portanto, podemos con-
cluir que X é de fato uma decomposicao de z.

Pela escolha dos caminhos no Caso 2B, a propriedade (i) do teorema é
garantida. Ademais, em cada execucdo dos Casos 2A e 2B, ou o fluxo em
um arco torna-se zero ou 0 excesso em um vértice torna-se zero. Portanto,
o algoritmo para apds no maximo n + m iteragoes, uma vez que o critério
de parada é o fluxo ser zero em todos os arcos. Cada iteragdo adiciona no
maximo um fluxo a X, o que implica que X contém no maximo n + m
fluxos. Como cada iteracao do Caso 2A zera o fluxo em um arco, X contém
no maximo m fluxos-circuito e a propriedade (ii) é garantida. O
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Corolario 3.9. Seja x um st-fluro com intensidade positiva em uma rede.
Entao, € possivel obter uma decomposicao X de x, ndo necessariamente
inica, tal que eristem no mdzrimo m fluros-caminho em X e tal que todos
0s fluxos-caminho em X sdo st-fluzos elementares. Ademais, a intensidade
de x € a soma das intensidades desses st-fluzos elementares.

Prova: Aplicando o mesmo algoritmo utilizado na prova do Teorema 3.8, sa-
bemos que a decomposicao X devolvida é tal que, dado um fluxo-caminho z'
de X, a origem i de z’ ¢ tal que e;(i) < 0 e o destino j de z’ é tal que
ez(j) > 0. Como z tem intensidade positiva, temos que ez(t) > 0. Pela
definicao de st-fluxo, s e t s30 0s Unicos vértices cujo excesso em relacdo a
nao é necessariamente nulo. Portanto, pelo Corolario 3.6, s é o tinico vértice
com excesso negativo e t € o tnico vértice com excesso positivo. Logo, todos
os fluxos-caminho de X tém origem s e destino . Ademais, como em cada
execugao do Caso 2B, ou um fluxo em um arco torna-se nulo ou o excesso
em um vértice torna-se nulo, o Caso 2B é executado no méximo m vezes.
Pelo Lema 3.4, sabemos que a subtracdo de cada fluxo-circuito de X do
fluxo original z ndo altera o excesso de nenhum vértice da rede e, portanto,
nao altera a intensidade desse fluxo. Assim, podemos observar que somente
as ocorréncias do Caso 2A reduzem a intensidade de z. Ademais, essa redu-
¢ao corresponde exatamente ao valor do fluxo-caminho obtido, o que implica
no resultado. U

Coroléario 3.10. Seja = um fluzo em uma rede tal que ez(i) = 0 para todo
vértice 1. Entdo, € possivel obter uma decomposicdo X de x, ndo necessa-
riamente unica, tal que X nao contém nenhum fluzo-caminho e contém no
mdzimo m fluzos-circuito.

Prova: Aplicando o mesmo algoritmo utilizado na prova do Teorema 3.8,
podemos observar que o Lema 3.4 garante que o Caso 2B nunca ocorre ao
longo de toda a execucao do algoritmo. Portanto, temos que a decomposi-
¢ao X devolvida ndo contém nenhum fluxo-caminho e a propriedade (ii) do
Teorema 3.8 garante que X contém no maximo m fluxos-circuito. O

Lema 3.11. Seja X uma decomposicao de um fluro x em uma rede G com
custo c. Entdo, custo(z) = >, x custo(z’).

Prova: Sabemos que custo(z) = Y ,c 4. Ca%a € qUe Tq = D .1 x T, para
todo arco a em Ag. Logo, temos que:

custo(z) = Z Cq Zwﬁl = Z anwﬁl

a€Ag z'eX a€Ag r'eX
= E E CaThy = E custo(z').
r’'eX a€Ag r'eX
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3.8 Fluxos em redes residuais

Sejam z e y dois fluxos em uma rede G. O fluxo-diferenga entre y e ,
denotado por y — z, é o seguinte fluxo definido sobre G(z):

Yo — Tq S a estd em Ag e yg, > Zg;
(y—x)g =< zg—yz seaestdem Ag e yz < Tg;
0 caso contrario;

As propriedades de y — z garantem que ele é de fato um fluxo.

Seja x um fluxo sobre uma rede G e seja y um fluxo sobre a rede resi-
dual G(z). O fluxo obtido a partir de z e y, denotado por z + y, é o
fluxo sobre a rede G definido da seguinte forma:

(z 4+ y)a = T4 + Yo — yz para cada arco a de G

Para que z +y seja uma funcdo bem-definida, assumimos que y, = 0 se a
nao estd em G(z) e yz = 0 se @ ndo estd em G(z). Pelas propriedades de
uma rede residual, é garantido que = + y é de fato um fluxo.

Vamos agora apresentar algumas propriedades sobre fluxos em redes re-
siduais que tém aplicacdo fundamental em capitulos posteriores.

Lema 3.12. Sejam z e y dois fluros em uma rede G. Entdo, y = z+(y—x).

Prova: Seja a um arco de G. Sabemos que (z+ (y — 1)) = o + (y — T)q —
(y — z)g. Se yg > x4, temos que x4 + (y — T)g — (y — Z)g = g + (Yo —
xa)+0 =Tq+Ya — Ta = Ya- S€ Ya < Ya, temos que wa"’(y_w)a_ (y_
x)ﬁ =1, +0— ("Ea - ya) =Ty —Ta+Ya = Ya- S€ Yo = Zq, temos que
To+(Y—2)a—(Yy—12)g=2,+0—0= 2z, =y, Logo, podemos concluir
que (x+ (Y —))g = Ta + Yo — Tq = Yo € temos (z+ (y — x)) = y. O

Lema 3.13. Sejam x e y dois fluros em uma rede G. Entdo o fluxo dife-
renga y — x € tal que ey_5(i) = ey(i) — e5(i) para todo vértice i.

Prova: Sejam Bj e By subconjuntos de Ag tais que um arco a de Ag esta
em Bj se, e somente se, y, > x, € estd em By se, e somente se, Y, < Zq.
Dado um vértice 72 de G(z), temos pela defini¢do de fluxo-diferenga que:

eyali) = (1= 2)(0) @) — (y — ) (Fg) ()
— (g~ 2) (35 (1) N B1) U (03 (i) N B)) -
(v — 2) (02 (i) N BL) U (554 (6) N Bo)
= (= 0 (55 (0) N Br) + (y — 2) (55 () N Ba) —
(v — )0 (i) N B1) — (v — 2)(05) () N Bo).
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Se a & um arco de Ag(,) N By, entdo o fluxo-diferenca (y — z), ¢ dado
por y, — z,. Portanto, temos que:

(v — 2)(Ag@) N B1) = y(Ag@) N B1) — 2(Ag) N B1)

Por outro lado, se a ¢ um arco de Ag(y) N B,, entdo o fluxo-diferenca
(y — z)q € dado por zz — yg. Logo, temos que:

(y — 2)(Ag(z) N Ba) = ((Ag(z) N B2)) — y((Ag ) N B2))

Assim, podemos concluir que:

ey—a(t) = 52;_(;5) (1) N By) — 37(52(55) (1) N B1) +

Se a é um arco de By, entdao z, < y, < ug € portanto a estd em G(x).
Se a é um arco de By, entdo z, > y, > 0 e portanto @ estd em G(z). Logo,

=9

ey—z(i) =

<

(=)

<

Ql Q+
)
&
N
|

=9

8

—y(0g(¢) N (B1U Ba)) —
+ .’5(65(2) N (Bl U BQ))

I

S 8 —~ o~
(=%

Q+Ql Q+Ql Q+

>,
Q-+
~ — Ql Q+

8
D
%
-
s
NIEN

Agora, como sabemos que y, = x4, ou seja, que y, — , = 0, para todo
arco a que ndo estd em By U By, podemos concluir que:

ey—a(i) = y(65(1) —y(dg(0) — 2(85(9)) + (35 (9))

ey (i) — ex(1).

O

Corolario 3.14. Sejam = e y dois st-fluxos em uma rede G. Entdo o fluxo
diferenca y — x € um st-fluro em G(z) tal que val(y — z) = val(y) — val(z).
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Prova: Pelo Lema 3.13, temos que ey_,(i) = ey(i) — ex(i) =0 — 0 = 0 para
todo vértice ¢ diferente de s e t, garantindo a conservacao do fluxo. Ademais,
val(y — z) = ey_z(t) = ey(t) — ex(t) = val(y) — val(z). O

Corolario 3.15. Sejam z e y dois fluzos vidveis em uma rede G com de-
manda b. Entio o fluro y — x € tal que ey_4(i) = 0 para todo vértice i.

Prova: Pelo Lema 3.13 e como z e y sdo ambos fluxos vidveis, temos que
ey—a(1) = ey(i) — eg(i) = b(3) — b(i) = 0, para todo vértice i. O

Lema 3.16. Sejam = e y dois fluros em uma rede G com custo c. Entdo o
fluzo diferenca y — x € tal que custo(y — ) = custo(y) — custo(z).

Prova: Sejam B e By subconjuntos de Ag tais que um arco a de Ag esta
em Bj se, e somente se, y, > z, € estd em By se, e somente se, Y, < Zg.
Seja ¢’ o custo da rede residual G(z). Por definicdo temos que:

custo(y —z) = Z o(Ya — a) + Z z(Za = Ya)-

a€B; a€B>

E, pela defini¢do de custo na rede residual,

custo(y —z) = Z ca(Ya — Ta) — Z ca(Ta — Ya)

a€EB; a€ B>

= E CalYa — g Calq — g CaZq + § CalYa
a€B1 a€B1 a€B> a€ B>

= E CaYa + E CalYa — E Cqlq — E CalYa
a€B1 a€ By a€By a€B>

= E CaYa — E CaZlq,-
ac€B1UB> a€EB1UB>

Como sabemos que y, = Z4, OU seja, que y, — £, = 0, para todo arco a
que nio estd em Bi U By, podemos concluir que

custo(y —z) = Z CalYa — Z CaTa

aEAG aEAG
= custo(y) — custo(z).

O

Lema 3.17. Seja  um fluzo sobre uma rede G e seja y um fluzo sobre G(x).
Entao o fluzo x +y € tal que ez (i) = e5(i) + ey(i) para todo vértice i.
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Prova: Seja i um vértice de G. Pela defingdo de x + y temos que:

erty()) = (z+y)(650) — (2 +y)(65(9)
= 2(85(1)) +y(651) —y(05(3))) -
2(63(0)) — y(65(0) +y(05 D)
= z(65(i)) — z(35 (1)) +
y(65(0) +y(65 () — y(65(5)) — y(35 (1))
= (650 — 2(056) +y(65 () UT5 ) — (65 () UTEW)
= S(E50) — 206 ) + Y5 () — Y6 )
= eg(i) +ey(9).

Corolario 3.18. Seja z um st-fluzo sobre uma rede G e seja y um st-fluxo
sobre a rede residual G(z). Entao o fluro obtido x +vy é um st-fluxo sobre a
rede G tal que val(z + y) = val(z) + val(y).

Prova: Pelo Lema 3.17, temos que €54y (%) = (i) + €y(i) =0+ 0 = 0 para
todo vértice ¢ diferente de s e t, garantindo a conservacao do fluxo. Ademais,
temos que val(z + y) = epqy(t) = ex(t) + ey(t) = val(z) + val(y). O

Corolario 3.19. Seja x um fluzo vidvel sobre uma rede G com demanda b e
seja y um fluzo em G(z) tal que ey(i) = 0 para todo vértice i. Entdo o fluzo
obtido x + 1y € um fluzo vidvel em G.

Prova: Pelo Lema 3.17 e como z foi definido como fluxo vidvel, temos que
exty(i) = ex(i) + ey(i) = b(i) + 0 = b(i) para todo vértice i. O

Lema 3.20. Seja x um fluxo sobre uma rede G com custo ¢ e seja y um fluzo
sobre G(z). Entdo o fluro x4y € tal que custo(z+y) = custo(z) + custo(y).

Prova: Temos, pela definicdo de z + y, que:

custo(z +y) = Z ca(Ta + Ya — Ya)
a€Ag
= Z CqTq + Z Cala — Z CaYa-
a€Ag a€Ag a€Ag
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Seja ¢’ o custo da rede residual G(z). Temos que:
custo(z + y) Z CaZg + Z chya + Z g
aEAG aEAG aEAG
Z CaZqg + Z Cizya + Z cizya
a€Ag a€Ag acAg
Z CaTq + Z c;ya
a€Ag a€AgUAg
custo(z) + custo(y).
O
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Capitulo 4

Fluxos maximos

Imagine que uma empresa deseja transportar a maior quantidade possivel
de produtos de uma cidade para outra, através da rede rodoviaria. A res-
tricdo do transporte é que cada estrada da rede suporta um nimero finito
de caminhoes. Considerando as cidades como vértices, as estradas como
arcos e o limite de caminhoes como a capacidade, este problema resume-se
a encontrar um st-fluxo de intensidade méxima na rede rodoviéria, onde s é
a cidade que envia os produtos e t é a cidade que os recebe.

Este é um exemplo de instancia do problema do fluro mdzimo, que tem
aplicacOes em intmeras areas. Qutro problema, por exemplo, que pode ser
modelado da mesma maneira é maximizar a quantidade de dados enviada de
um roteador a outro na Internet, sob a restricdo de que cada cabo suporta
uma quantidade finita de transmissao.

Este capitulo apresenta a definicdo formal desse problema e de conceitos
relacionados, bem como a demonstracao de propriedades envolvidas.

4.1 Problema

Um st-fluxo £ em uma rede capacitada é maximo se ndo existe nenhum
st-fluxo na mesma rede com intensidade maior que a de z.
O problema do fluxo maximo pode ser definido da seguinte maneira:

Problema MAXFLOW(G,u, s,t): Dados uma rede G com capacidade u e
dois vértices s e t, encontrar um st-fluro x mdzrimo nessa rede.

O problema MAXFLOW(G, u, s,t) pode ser expresso como o seguinte pro-
grama linear: encontrar um vetor z indexado por Ag tal que:
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maximize e(t)
sujeito a  e(7) 0  paracadaiem Ng)\ {s,t};
ug, para cada a em Ag.

0 para cada a em Ag;

8
IS
VA

Varios dos resultados que apresentamos posteriormente sao baseados em
resultados conhecidos de programagao linear.

4.2 Fluxos maximos e redes residuais

Os resultados aqui apresentados mostram que o problema de encontrar
um st-fluxo méximo em uma rede G a partir de um dado st-fluxo z em G
equivale ao problema de encontrar um fluxo maximo na rede residual G(z).

Lema 4.1. Seja =* um st-fluro mdximo em uma rede G, seja T um st-
fluzo qualquer também em G e seja ¥’ um st-fluro mdzimo sobre a rede
residual G(z). Entao val(z') > val(z*) — val(z).

Prova: Pelo Corolario 3.14, sabemos que o fluxo-diferenca entre z* e z é
um st-fluxo em G(z) com intensidade val(z*) — val(z). Logo, um st-fluxo
maximo em G(z) tem intensidade maior ou igual que val(z*) —val(z). O

Lema 4.2. Seja x* um st-fluro mdximo em uma rede G, seja T um st-
fluzo qualquer também em G e seja ' um st-fluro mdzimo sobre a rede
residual G(z). Entao val(z') < val(z*) — val(z).

Prova: Pelo Corolério 3.18, temos que o fluxo obtido = + z' é um st-fluxo
em G tal que val(z + z') = val(z) + val(z’). Portanto, podemos concluir que
val(z) + val(z') < val(z*), pois z* € um st-fluxo méximo em G. O resultado
segue diretamente dessa ultima desigualdade. O

Teorema 4.3. Seja z* um st-fluro mdzrimo em uma rede G, seja x um st-

fluzo qualquer também em G e seja ' um st-fluro mdzimo em G(x). Entdo
val(z') = val(z*) — val(z).

Prova: O resultado segue diretamente dos Lemas 4.1 e 4.2. O

Teorema 4.4 (equivaléncia dos fluxos). Seja z um st-fluzo qualquer em
uma rede G e seja x' um st-fluro mdzimo sobre a rede residual G(x). Entdo
o fluro obtido a partir de x e x', x + ', € um st-fluro mdzimo em G.

Prova: Suponha que z + z’ ndo seja um st-fluxo maximo em G. Pelo
Lema 3.18, sabemos que z + z' é um st-fluxo em G cuja intensidade é
val(z + z') = val(z) + val(z').
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Considere, entdo, um st-fluxo méximo x* em G. Pelo Lema 3.12, sabemos
que z* = z+ (z* —x). Isto é, que z* é o fluxo obtido a partir de = e (z* —x),
em que (z* — z) é um fluxo sobre a rede residual G(z). Como z* e z sdo
st-fluxos, entdo o Lema 3.14 garante que (z* — x) também o é. Ademais,
pelo Lema 3.18, vale que val(z*) = val(z) + val(z* — z).

Agora, como z* é um fluxo maximo e como z+z' ndo é um fluxo maximo
em G, devemos ter val(z*) > val(z + z'). Mas entdo, val(z* — z) > val(z'),
o que é uma contradigdo, pois (z* — z) e =’ sdo ambos st-fluxos em G(z),
mas z' é maximo. Assim, z + z' é um st-fluxo maximo em G. O

4.3 Fluxos maximos e cortes minimos

O resultado apresentado a seguir fornece um limitante superior que pode
ser utilizado para certificar a maximalidade de um fluxo.

Teorema 4.5 (dualidade fraca). Seja x um st-fluro em uma rede G.
Entao, val(z) < cap(S) para qualquer st-separador S de G.

Prova: J4 mostramos, através do Lema 3.3, que:
val(z) = z(d (9)) — (67 (S)).

Como z respeita u, temos que (0~ (S5)) < u(67(S)). Ademais, como
zq > 0, para todo arco a da rede, concluimos que z(67(S)) > 0. Portanto,

val(z) = z(d(5)) — z(07(9))

< u(d7(8)) — 2(67(9))
< u(07(9))
Como cap(S) = u(d(S)) por definigdo, segue o resultado. O

Corolario 4.6. Seja x um st-fluxo e seja S um st-separador em uma rede.
Se val(z) = cap(S), entao x é um fluro mdzimo e S tem capacidade minima.

Prova: O resultado segue diretamente do Teorema 4.5. O
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Capitulo 5

Método dos caminhos de
aumento

Em 1956, Ford e Fulkerson [12] propuseram um algoritmo muito simples
para obter um fluxo maximo em uma rede, conhecido como método dos
caminhos de aumento. Esse método nao sé resolve o problema do fluxo
méximo, como também é uma prova algoritmica para muitos resultados fun-
damentais na teoria de fluxos em redes, como o teorema do fluxo maximo
e corte minimo e o teorema da integralidade.

Neste capitulo sao apresentados conceitos e resultados preliminares, se-
guidos da descricao do método e do enunciado dos teoremas citados.

5.1 Caminhos alternantes e de aumento

Seja G uma rede e seja £ um st-fluxo sobre G. Um caminho alternante
¢ um caminho na rede residual G(z) e um caminho de aumento é um
caminho alternante cuja origem é o vértice s e cujo destino é o vértice t.

A capacidade residual de um caminho alternante qualquer P, deno-
tada por res(P), é a menor capacidade residual de um arco em P, isto &,
minge 4, 7q. Podemos observar que, pela defini¢ao da capacidade residual de
um arco, a capacidade residual de um caminho alternante é positiva.

Considere a seguinte notagao: se P é um caminho de aumento em G(z),
entdo o fluxo z¥ é um st-fluxo elementar tal que =¥ = res(P), se a ¢ um
arco de P e zF = 0, se a ndo é um arco de P. A definicio de capacidade
residual garante que z¥ ¢ de fato um st-fluxo elementar em G(z).

O fluxo z + zF & o fluxo obtido a partir de z e P.

Lema 5.1. Seja x um st-fluro sobre uma rede G e seja P um caminho de
aumento em G(z). Entao o fluzo obtido a partir de x e P é um st-fluzo de
intensidade val(z) + res(P).
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Prova: Considere o fluxo z + zF. Como z e z¥ sdo st-fluxos, entdo, pelo

Corolario 3.18, temos que z + 2 & um st-fluxo em G tal que val(z + z¥) =
val(z)+val(z?). Além disso, temos por defini¢do que z¥" & um fluxo-caminho
de valor res(P). Portanto, val(z?) = res(P), de onde segue o resultado. [

P

Lema 5.2. Seja x um st-fluro sobre uma rede G, seja ' um st-fluzo ele-
mentar em G(z), seja P o caminho em G(z) no qual o valor de ' € positivo
e seja p o valor de z'. Entio P é um caminho de aumento e res(P) > p.

Prova: O fato de P ser um caminho de aumento segue diretamente do fato
de z’ ser um st-fluxo elementar em G(z). Como p = z!, < 7,4, para todo
arco a de P, podemos concluir também que res(P) > p. O

5.2 Descricao

O Lema 5.1 que provamos anteriormente mostra que se existe um ca-
minho de aumento para um determinado fluxo z, entdo podemos obter um
fluxo de maior intensidade a partir desse caminho. O método dos caminhos
de aumento se baseia nessa idéia e aumenta sucessivamente a intensidade de
um fluxo inicial até que ndo existam mais caminhos de aumento.

O algoritmo iterativo abaixo recebe uma rede capacitada G e dois vér-
tices s e t dessa rede e devolve um st-fluxo de intensidade maxima e um
st-separador de capacidade minima em G. Cada iteracdao do algoritmo man-
tém um st-fluxo . Na primeira iteragdo, z, = 0 para todo arco a.

Caso 1: Nao existe caminho de aumento em G(z).
Seja S o conjunto dos vértices acessiveis a partir de s em G(z).
Devolva z e S e pare.

Caso 2: Existe um caminho de aumento em G(z).
Seja P um caminho de aumento em G(z).
Seja z' o fluxo obtido a partir de z e P.
Comece nova iteragao com z’ no papel de z.

Intuitivamente, os caminhos de aumento sdo caminhos entre a fonte e o
sorvedouro que apresentam espaco para a passagem de mais fluxo. No caso
dos arcos que tem o valor do fluxo aumentado, esse espaco é representado
naturalmente pela diferenca entre a capacidade e o valor anterior do fluxo.
No caso dos arcos que tem o valor do fluxo reduzido, a reducao representa
o envio de fluxo na direcdo oposta, ou seja, 0 espaco é justamente o valor
anterior do fluxo, representando o quanto ele pode ser reduzido. A figura 5.1
mostra uma simulacdo completa do método dos caminhos de aumento.
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Figura 5.1: Simulagdo do método dos caminhos de aumento. O primeiro
diagrama e o dltimo representam o fluxo inicial e final, respectivamente, e
os intermediarios indicam os caminhos de aumento nas redes residuais.
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5.3 Correcao e desempenho

Se o método dos caminhos de aumento termina, entdo ele devolve um
st-fluxo. De fato, basta observarmos que z € um st-fluxo no inicio da primeira
iteracao e que, em qualquer iteracdo, se z é um st-fluxo, entdo o fluxo obtido
a partir de = e P, para algum caminho de aumento P, também o é.

Vamos agora demonstrar resultados que provam que se z é o fluxo de-
volvido pelo método, entdo tal fluxo é maximo. Para tanto, utilizaremos o
separador S, também devolvido pelo algoritmo, como um certificado.

Lema 5.3. Seja G uma rede capacitada, seja x o st-fluxo devolvido pelo
método dos caminhos de aumento e seja S o separador também devolvido
pelo método. Entdo S é um st-separador de G e val(z) = cap(S).

Prova: Como o fluxo z é tal que ndo existem caminhos entre s e t em G(z),
a definicdo de S garante que ele é de fato um st-separador.
Pelo Lema 3.3, sabemos que:

val(z) = 2(65(5)) - 2(65(S)).

Seja a um arco em d;(S). Pela definicao de S, @ nao é um arco da rede
residual G(z). Logo, r, = 0. Além disso, como a é um arco de G, entdo
Tq = Uq — Zq. Segue que T, = Ugq, para todo arco a em 6, (S). Ou seja,

2(66(8)) = u(65(9))

Seja @ um arco em 55(5). Vamos mostrar que z, = 0. Suponha que nao.
Neste caso, o arco @, irmao de a, estd em G(z). Mais ainda, como a é um
arco de 6 (S), entdo @ é um arco de 55(9:)(5)' Mas isso é uma contradigao,
pois, por defini¢do, temos que 5(_;@)(5) = (). Concluimos, assim, que z, = 0,
para todo arco a em 4 (S). Isto &, z(55;(S)) = 0. Portanto,

val(z) = £(35(S)) — 2(65(5)) = u(65(5)) = cap(S).
|

Corolario 5.4. Seja G uma rede capacitada, seja x o st-fluro devolvido pelo
método dos caminhos de aumento e seja S o st-separador também devolvido
pelo método. Entao x tem intensidade mdzima e S tem capacidade minima.

Prova: O resultado segue diretamente do Lema 5.3 e do Corolario 4.6. [J

Os resultados obtidos provam que se o método péara, entdao o fluxo devol-
vido com certeza ¢ maximo. No entanto, para garantir que o método funciona
é preciso demonstrar que, para qualquer rede, ele sempre para apés um na-
mero finito de iteragdes. O resultado a seguir prova esse fato fornecendo um
limitante superior finito para o numero de iteracoes.
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Proposicao 5.5. O método dos caminhos de aumento encontra um fluzo
mdzimo em O(mU) iteragoes.

Prova: Como as capacidades dos arcos sao nimeros racionais, entdo existe
um inteiro positivo K tal que Ku, é um inteiro, para cada arco a da rede.
Podemos escolher K, por exemplo, como o minimo mialtiplo comum entre
os denominadores dos valores de todas as capacidades. Assim, temos que,
em cada iteracao, a capacidade residual do caminho de aumento escolhido é
pelo menos 1/K e que, portanto, a intensidade do fluxo mantido pelo método
aumenta em pelo menos 1/K.

Pelo Teorema 4.5, sabemos que a intensidade do fluxo méximo em uma
rede é limitada pela capacidade de qualquer st-separador nessa mesma rede.
Podemos considerar, entdo, o st-separador {s} e observar que sua capacidade
esté limitada superiormente por mU. Assim, se * é um fluxo méximo em G,
entdo val(z*) < mU. Logo, podemos concluir que o método dos caminhos
de aumento devolve um fluxo maximo em no maximo KmU iteragoes. [

Cabe observar que a definicdo das capacidades como sendo ntmeros ra-
cionais é essencial para a correcao do método dos caminhos de aumento.
Ford e Fulkerson [13] mostraram que se as capacidades forem irracionais, o
método pode convergir para uma resposta incorreta ou pode nao parar.

Como demonstramos que o método dos caminhos de aumento sempre
péra e devolve um fluxo z e um separador S tais que val(z) = cap(9S), ele

representa uma prova algoritmica para o resultado abaixo.

Teorema 5.6 (fluxo méaximo e corte minimo). Seja G uma rede capa-
citada e sejam s e t dois vértices de G. Entao a intensidade de um st-fluxo
mdzimo € igual a capacidade de um st-separador de capacidade minima.

Um st-fluxo z em uma rede é dito inteiro se o valor z, é inteiro para
todo arco a dessa rede. O seguinte teorema é também uma conseqiiéncia
direta da correcao do método dos caminhos de aumento.

Teorema 5.7 (integralidade). Seja G uma rede cujas capacidades dos
arcos sao todas inteiras. Entdo existe um fluxo mdzimo inteiro em G.

Prova: Se as capacidades sdo valores inteiros e o st-fluxo z é inteiro no
inicio de determinada iteracao do método dos caminhos de aumento, entdo
a capacidade residual de um caminho de aumento nessa iteragao é inteira.
Ou seja, se existe um caminho de aumento em G(z) nessa iteragao, entao
o valor do fluxo em cada arco é alterado de um valor inteiro e £ permanece
um st-fluxo inteiro no inicio da préxima iteracdo. Notemos, entao, que o
st-fluxo z definido no inicio da primeira iteracdo € inteiro. Logo, o resultado
segue por indugdo no niimero de iteracoes. ]
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Como tltima observagao, cabe mencionar que demonstramos que o mé-
todo dos caminhos de aumento é um algoritmo de complexidade pseudo-
polinomial, pois sua complexidade depende de U. A figura 5.2 mostra o
quanto esse fato pode prejudicar o desempenho do algoritmo.

Figura 5.2: Exemplo ruim para o método dos caminhos de aumento. Como
cada iteracdo aumenta o fluxo em apenas 1, sdo necesséarias 2U iteracoes no
total e U pode ser muito grande, apesar de a rede ser bem pequena.

Nos préximos capitulos, apresentamos implementacoes especificas do mé-
todo que viabilizam uma melhoria substancial de desempenho.
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Capitulo 6

Caminhos de aumento de
comprimento minimo

Uma das implementagdes mais simples para o método dos caminhos de
aumento consiste em escolher sempre o caminho de aumento com o menor
ntmero de arcos possivel. Isso pode ser feito facilmente através de uma busca
em largura e é provavelmente a implementacdo mais natural do método.

Edmonds e Karp [10] demonstraram em 1972 que essa simples restricao
na escolha dos caminhos de aumento garante que o método executa em tempo
polinomial. Baseados nessa observacao, eles propuseram o algoritmo dos
caminhos de aumento de comprimento minimo.

Este capitulo contém a descricao completa do algoritmo e a demonstragao
de que sua complexidade é polinomial.

6.1 Descricao

O algoritmo dos caminhos de aumento de comprimento minimo é uma
implementagao do método dos caminhos de aumento que, a cada iteragao,
seleciona um caminho de aumento minimo para realizar o aumento do fluxo.

O algoritmo recebe uma rede capacitada G e dois vértices s e t nessa
rede, e devolve um st-fluxo z de intensidade méxima e um st-separador S
de capacidade minima em G. Cada iteracdo comeca com um st-fluxo z. Na
primeira iteragdo, ¢ ¢ um fluxo tal que z, = 0, para todo arco a de G.

A descrigdo do algoritmo esta abaixo.

Caso 1: N&o existe caminho de aumento em G(z).
Seja S o conjunto dos vértices acessiveis a partir de s em G(z).
Devolva = e S e pare.

Caso 2: Existe um caminho de aumento em G(z).
Seja P um caminho de aumento de comprimento minimo.
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Seja z' o fluxo obtido a partir de z e P.
Comece nova iteragao com z’ no papel de z.

Como o algoritmo s6 difere do método dos caminhos de aumento na
maneira pela qual o caminho de aumento é selecionado a cada iteragao,
entdo sua corretude estd garantida pela corretude do método.

6.2 Desempenho

Seja G a rede recebida como pardmetro pelo algoritmo dos caminhos de
aumento de comprimento minimo e sejam s e t respectivamente os vértices
fonte e sorvedouro também recebidos como parametros.

Vamos denotar por xj o st-fluxo com o qual o algoritmo inicia sua ite-
racdo k, para k > 1, e, por di(i), a distancia entre a fonte s e um vértice %
qualquer na rede residual G(zy). E evidente que di(s) = 0, para todo k.

Seja P o caminho de aumento selecionado em determinada iteragdo do
algoritmo. Dizemos que um arco a de P é saturado durante essa iteragdo
se 1, = res(P). Isto é, se sua capacidade residual é reduzida a zero durante
o aumento do fluxo.

Pela definigdo de capacidade residual de um caminho de aumento, é claro
que cada iteracdo satura pelo menos um arco da rede simétrica de G. Note
também que se a é um arco saturado durante a iteracao k, entdo a nao esta
em G(xg4+1), enquanto seu arco irmao estd. Além disso, se um arco esta
em G(zx41) e ndo estd em G(zg), entao seu arco irmao foi saturado durante
a iteragao k.

Lema 6.1. Seja (i,7) um arco da rede residual G(zy), para algum k > 1.
Entao, dp(j) < dp(i) + 1. Ademais, se (i,7) € um arco de um caminho
minimo em G(z) com origem s, entdo di(j) = di(i) + 1.

Prova: O resultado é uma particularizacdo dos Lemas 2.2 e 2.4. O

Corolario 6.2. Seja a = (3,j) um arco saturado durante a iteracio k. Entao
di(5) = dr(é) + 1.

Prova: O resultado segue do Lema 6.1, pois todo arco saturado em determi-
nada iteracao do algoritmo pertence a um caminho de aumento de compri-
mento minimo na rede residual do inicio dessa iteracao. O

Lema 6.3. Durante a execu¢do do algoritmo dos caminhos de aumento de
comprimento minimo, a distdncia na rede residual entre a fonte s e um
vértice 1 qualquer nao decresce de uma iteracio para a seguinte.

Prova: Vamos provar que di1(i) > di (i), para todo vértice ¢ da rede.
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Suponha por contradicao que exista um conjunto de vértices M tal que
dk11(2) < di(i), para todo vértice 1 em M. Seja j o vértice de M tal que
di+1(j) seja minimo.

Pela definigdo de d e como di11(j) < di(j), entdo dg41(j) # oo. Por-
tanto, existe um caminho P de comprimento di1(j) em G(zg41), com ori-
gem s e destino j.

Seja i o vértice predecessor de j no caminho P e seja a = (i,5) o arco
predecessor de j em P. Como P é um caminho minimo em G(zj11) com
origem s, entdo, pelo Lema 6.1, di11(j) = dg+1(2) + 1.

Existem duas possibilidades: (i) a é um arco de G(zg) ou (ii) @ ndo é um
arco de G(zy).

Se (i) ocorre, entdo, pelo Lema 6.1, vale que dg(j) < dg(i) +1. Por outro
lado, sabemos que dg11(j) = dg+1(7) +1 e que di+1(j) < di(j). Concluimos,
assim, que dg11(i) < dg(i). Mas, como dg11(i) < dgs1(j), entdo i ndo esta
em M e, portanto, diy1(i) > di(%), 0 que é uma contradigao.

Logo, (i) ndo ocorre.

Se (ii) ocorre, entdo @, o arco irmdo de a, com ponta inicial j e ponta
final 4, € um arco de G(zy). Mais ainda, o arco @ foi saturado na iteragao k,
pois a rede residual G(z41) contém o arco a. Neste caso, pelo Corolario 6.2,
temos que di (i) = dg(j) + 1. Ademais, sabemos que dg1(j) = dg+1(2) + 1.
Logo, dk+1(i) < dk11(j), de onde concluimos que 7 ndo é um arco de M, uma
vez que j é o vértice cuja distancia em relacao a s na iteracao k+ 1 é minima
nesse conjunto. Portanto, dy1(i) > di(i). Mas, entdo, di11(j) = dg+1(%) +
1>dg(i) +1=dg(j) + 2. Ou seja, dgy1(j) > di(j), uma contradigdo.

Portanto, (ii) também ndo ocorre e nossa hipdtese sobre a existéncia
de M é invalida. Assim, di1(i) > di(7), para todo vértice i. O

Lema 6.4. Cada arco da rede simétrica de G € saturado no mdzimo n/2—1
vezes durante toda a execug¢do do algoritmo dos caminhos de aumento de
comprimento minimo.

Prova: Seja a = (i,7) um arco da rede simétrica de G e seja k, uma iteragdo
em que a foi saturado. Nesta iteracdo, pelo Corolario 6.2, vale que dy, (j) =
dy, (i) + 1. Suponha que exista uma outra iteracdo k., com ky > kg, em
que a seja novamente saturado.

Sabemos que o0 arco a ndo existia na rede residual G(z,+1). Mas, como a
pertence & rede residual G(zg,), houve uma iteracdo kg, ko < kg < k,, na
qual o arco @ = (j,4) foi saturado. Assim, na iteracao kg, pelo Corolario 6.2,
valia que di, (i) = dg, (j) + 1.

Agora, pelo Lema 6.3, dy,(j) > di,(j). Logo, di,(i) = diy(j) +1 >
di,(j) + 1 = dy, (i) + 2. E, novamente pelo Lema 6.3, d, (i) > di,(4),
de onde concluimos dy (i) > d, (i) + 2. Portanto, na iteracdo k,, quando
o arco a volta a ser saturado, a distincia entre s e 7 na rede residual foi
acrescida em pelo menos 2 desde a iteracao k.

42



FLUXOS EM REDES Caminhos de aumento de comprimento minimo

Se um arco a = (i,7) é saturado, entdo existe um caminho de aumento
na rede residual que contém o vértice . Como % € a ponta inicial de a,
entdo ¢ nao é o sorvedouro t. Sendo assim, é fato que s6 existe um caminho
de aumento que contém ¢ enquanto sua disténcia com relacdo a s na rede
residual é menor do que n — 2, uma vez que a distincia entre s e ¢t €, no
méximo, n — 1. Além disso, sabemos que entre duas saturacdes de a, a
distancia entre s e 1 aumenta em pelo menos 2 unidades.

Dessa forma, concluimos que o arco a pode ser saturado no maximo
(n—2)/2 =n/2—1 vezes. O

Podemos, agora, limitar o nimero de iteragoes do algoritmo.

Proposicao 6.5. O algoritmo dos caminhos de aumento de comprimento
minimo encontra um fluro mdzimo em O(nm) iteragoes.

Prova. A rede simétrica de G contém 2m arcos e sabemos que cada iteragdo
do algoritmo satura pelo menos um de seus arcos. Pelo Lema 6.4, cada um

desses 2m arcos € saturado no maximo n/2 — 1 vezes. Logo, o algoritmo
executa no méaximo 2m - (n/2 — 1) = O(nm) iteracoes. O

Por fim, observamos que é possivel realizar uma implementacao do algo-
ritmo na qual o consumo de tempo de cada iteragao seja O(n+m). De fato,
um caminho de aumento de comprimento minimo pode ser encontrado em
tempo O(n + m) através de uma busca em largura na rede residual. Além
disso, para realizar o aumento da intensidade do fluxo, basta visitar no ma-
ximo uma vez cada um dos arcos do caminho de aumento selecionado pela
iteracao e seus arcos irmaos. Tal procedimento pode ser facilmente realizado
em tempo O(n). Portanto, fica estabelecido o seguinte resultado.

Proposicao 6.6. O algoritmo dos caminhos de aumento de comprimento
minimo pode ser implementado de modo a executar em tempo O(nm(n+m)).
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Capitulo 7

Fluxos de aumento
bloqueadores

Claramente, o método dos caminhos de aumento tende a consumir maior
tempo se existem muitos caminhos de aumento a serem considerados. Por
outro lado, observamos no capitulo anterior que escolher caminhos de au-
mento com o menor comprimento garante complexidade polinomial.

Uma observagdo fundamental que possibilita uma melhoria de desem-
penho é o fato de que é possivel enviar fluxo através de varios caminhos de
aumento de uma s6 vez. Baseado nessa idéia, Dinits [9] sugeriu uma variagido
do algoritmo dos caminhos de aumento de comprimento minimo conhecida
como algoritmo dos fluxos bloqueadores de aumento.

Este capitulo apresenta os conceitos basicos envolvidos na descricdo do
algoritmo e a demonstracao de sua complexidade.

7.1 Fluxos bloqueadores

Seja  um st-fluxo em uma rede G. Um arco a de G é dito saturado, se
sua capacidade residual é nula com relagdo ao fluxo z.

Um st-fluxo em uma rede G é um fluxo bloqueador se cada caminho
de s a t em G possui um arco saturado. Podemos dizer também que um
fluxo bloqueador em uma rede G é um fluxo maximal nesta rede.

7.2 Redes residuais de caminhos minimos

Seja G uma rede capacitada e seja z um st-fluxo em G.

A rede residual de caminhos minimos de G em relacdo a z, denotada
por G*(z), é a rede (N, A*), em que N é o conjunto de vértices de G e A*
é o conjunto dos arcos da rede residual G(z) que estdo em algum caminho
minimo entre s e ¢ nessa rede.
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Lema 7.1. Seja G uma rede e seja x um st-fluxo em G. Entdo a rede
residual de caminhos minimos G*(x) € uma rede aciclica.

Prova: Denotemos por d(%) a distancia entre a fonte s e um vértice 7 qualquer
na rede residual G(z). Suponha por contradi¢do que G*(x) ndo seja aciclica.
Seja W = (ig,a1,%1,---,%k—1,0k, %% = %0) um circuito em G*(z). Pela
definicdo de rede residual de caminhos minimos, cada um dos arcos de W
estd em um caminho minimo entre s e ¢t em G(z). Assim, pelo Lema 2.4,
devemos ter d(i;+1) = d(i;) + 1, para todo 0 < [ < k — 1. Mas, entdo,
concluimos que d(ig) > d(ig), 0 que é uma contradi¢do, pois ig = i.
Portanto, ndo existem circuitos em G*(z). O

7.3 Descricao

O algoritmo dos fluxos bloqueadores de aumento mantém um st-fluxo e
procura aumentar sua intensidade iterativamente através de fluxos bloque-
adores na rede residual de caminhos minimos. Tal procedimento objetiva
aumentar o fluxo através de um conjunto de caminhos de aumento de com-
primento minimo de maneira simultdnea na mesma iteracao.

A descricdo do algoritmo estd abaixo. Como uma implementagdo do
método dos caminhos de aumento, ele recebe uma rede capacitada G, dois
vértices s e t, e devolve um st-fluxo = de intensidade méxima e um st-
separador S de capacidade minima em (. Cada iteragdo comeca com um
st-fluxo x. Na primeira iteracdo, = é tal que z, = 0, para todo arco a de G.

Caso 1: Nao existe um caminho de aumento em G(z).
Seja S o conjunto dos vértices acessiveis a partir de s em G(z).
Devolva z e S e pare.

Caso 2: Existe um caminho de aumento em G(z).
Seja z* um fluxo bloqueador em G*(z).
Seja z' o fluxo obtido a partir de = e z*.
Comece nova iteragao com z’ no papel de z.

Pela corretude do método dos caminhos de aumento, temos que se o
algoritmo dos fluxos bloqueadores de aumento para, entdo ele devolve a
resposta correta. Na préxima secdo estabelecemos um limitante polinomial
para o seu numero de iteracdes e também mencionamos a complexidade
de uma de suas possiveis implementagoes. Conforme poderemos verificar,
a idéia de aumentar o fluxo simultaneamente através de um conjunto de
caminhos de aumento de fato traz uma melhoria significante de desempenho.
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7.4 Desempenho

Seja G a rede recebida como pardmetro pelo algoritmo dos fluxos blo-
queadores de aumento e sejam s e t respectivamente os vértices fonte e sor-
vedouro também recebidos como pardmetros. Vamos mostrar que o niimero
de iteragoes efetuadas pelo algoritmo é limitado polinomialmente.

Lema 7.2. Durante a execugao do algoritmo dos fluros bloqueadores de au-
mento, a distdncia na rede residual entre a fonte s e um vértice 1 qualquer
nao decresce de wma iteragcdo para a sequinte.

Prova: Seja x o st-fluxo com o qual o algoritmo inicia determinada iteracao,
seja z* o fluxo bloqueador obtido sobre G*(x) nessa mesma iteragio e seja
T + z* o fluxo obtido a partir de z e z*.

Pelo Teorema da decomposi¢ao do fluxo (3.8) e pelo Corolario 3.9, é pos-
sivel obter uma decomposi¢do X do fluxo z* em ndo mais do que m(G*(z))
st-fluxos elementares. Tal decomposicao nao contém fluxos-circuito, uma vez
que z* é um fluxo sobre a rede G*(z), a qual, pelo Lema 7.1, é uma rede aci-
clica. Ademais, pelo Lema 5.2, existe um caminho de aumento P; em G(x)
associado a cada st-fluxo elementar z¢ em X, cuja capacidade residual é pelo
menos o valor de z'. Como z* é um fluxo bloqueador na rede residual de
caminhos minimos G*(x), entdo cada um desses caminhos de aumento tem
comprimento minimo.

Logo, a obtencao do fluxo z + z* pode ser interpretada como o aumento
consecutivo de x através dos caminhos de aumento de comprimento minimo
associados a cada um dos st-fluxos elementares que constituem a decompo-
sicao X de z*. Ou seja, uma iteragdo do algoritmo dos fluxos bloqueadores
de aumento equivale a um conjunto de iteragoes consecutivas do algoritmo
dos caminhos de aumento de comprimento minimo.

Portanto, o resultado segue do Lema 6.3. O

Lema 7.3. A distdncia na rede residual entre a fonte s e o sorvedouro t
aumenta em pelo menos uma unidade entre duas iteracoes consecutivas do
algoritmo dos fluzos bloqueadores de aumento.

Prova: Denote por zj o st-fluxo com o qual o algoritmo inicia sua iteracgao k,
para k > 1, e por di(i) a distancia entre a fonte s e um vértice 7 qualquer
na rede residual G(zg).

Pelo Lema 7.2, temos que di(t) < dg41(t). Vamos mostrar que di(t) <
dy1(t). Para tanto, suponha por contradicgo que dg11(t) = di ().

Primeiramente, notemos que dg11(t) # oo. De fato, do contrario, teria-
mos di(t) = oo e, portanto, ndo existiriam caminhos de aumento em G(zy).
Logo, o Caso 1 ocorreria na iteracao k e esta seria a Utima iteragao.

Como dj1(t) # oo, entdo o sorvedouro t é acessivel a partir da fonte s
na rede residual G(zy1). Assim, podemos considerar um caminho P entre s
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e t em G(zgy1), de comprimento dii1(t). Como P é um caminho minimo
entre s e t, entao, pela definicdo de rede residual de caminhos minimos, P é
um caminho em G*(zy41).

Notemos, entdo, que existe pelo menos um arco de P que ndo é arco
de G(zy). De fato, do contrario, P seria um caminho em G*(zy), pois
di+1(t) = dg(t). Mas, neste caso, pelo menos um arco de P teria sido
saturado pelo fluxo bloqueador da iteracdo k£ e P n&o seria um caminho
em G*(zk11), 0 que é uma contradigdo. Assim, podemos considerar o arco
a = (4,7), o ultimo arco de P que ndo estad em G(zg).

Como a estd em G(zgy1) e ndo estd em G(zk), entdo @ = (j,1) estd
em G(zy) e foi saturado pelo fluxo bloqueador da iteragdo k. Portanto,
existe um caminho minimo em G(zy) entre s e ¢ que contém a. Assim, pelo
Lema 6.1, di (i) = dg(5) + 1.

Pelo Lema 7.2, dgy1(i) > di(i) e dky1(j) > di(j). E, como a é um
arco de um caminho minimo em G(zg41), entdo, também pelo Lema 6.1,
di11(j) = d11(7) + 1. Logo, podemos concluir que dg1(j) = dy1(7) +1 >
du(i) +1 = di(j) +2.

Agora, como a = (i,j) é o ultimo arco de P que ndo estd em G(zg),
entdo o caminho P’ entre j e ¢ e contido em P é um caminho em G(zj1)
que também estd em G(zx). Além disso, como P é um caminho minimo,
podemos utilizar o Lema 2.3 e concluir que P’ ¢ um caminho de comprimento
d11(t) — dg+1(7). Ademais, como di(j) € a distancia entre s e j em G(zg),
entdo existe um caminho @ em G(zy), entre s e j e de comprimento di(j).
Mas, entdo, pelo Lema 2.1, existe um caminho entre s e ¢t em G(zy) de
comprimento ndo superior a di(j) + (dg+1(t) — dg+1(7)) < di(F) + di(t) —
di(j) — 2 = di(t) — 2. Chegamos a uma contradigdo, uma vez que di(t) é a
distancia entre s e ¢t na rede G(zy).

Portanto, di4+1(t) > di(t). O

Proposicao 7.4. O algoritmo dos fluxos blogueadores de aumento encontra
um fluzo mdzimo em O(n) iteragoes.

Prova: E fato que a distancia entre a fonte s e o sorvedouro ¢ nunca atinge
valor superior a n, enquanto existem caminhos de aumento na rede residual.
Além disso, o Lema 7.3 garante que a distancia entre s e t aumenta em pelo
menos uma unidade a cada ocorréncia do Caso 2. Sendo assim, concluimos
que o algoritmo nao pode executar mais do que n — 1 iteragoes. O

Por fim, vamos fazer algumas consideracoes sobre o consumo de tempo
de uma possivel implementacao do algoritmo.

Lema 7.5. Seja (N, A) uma rede capacitada e aciclica. E possivel encontrar
um st-fluzo bloqueador sobre (N, A) em tempo O(nm).

Prova: Considere o seguinte procedimento iterativo, que recebe uma rede
aciclica (N, A) com capacidade u e dois vértices s e t, e devolve um st-fluxo
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bloqueador z sobre a mesma. Cada iteracdo comega com um st-fluxo z,
um subconjunto B dos arcos de A e uma func¢do capacidade r. Na primeira
iteracao, o, = 0, para todo arcoaem A, B=Aer =u.

Caso 1: Nao existe caminho entre s e t em (N, B).
Devolva z e pare.

Caso 2: Existe um caminho entre s e ¢t em (N, B).
Seja P um caminho entre s e t em (N, B).
Defina o := min{r, : a € arco de P}.
Defina r!, := r, — a, se a é um arco de P, e r}, := 1,4, caso contrério.
Defina z!, := z, + @, se a é um arco de P, e z!, := z,, caso contrario.
Seja B’ o conjunto obtido ap6s a remogao de todos os arcos a tais que
rt = 0 do conjunto B.
Comece nova iteracao com B’ no papel de B, r’ no papel de r e 2’ no
papel de z.

Se o0 algoritmo péra, entdo é facil verificar que z é um fluxo na rede (N, A).
Temos também que cada iteracdo aumenta a intensidade do fluxo x através
de caminhos de s a t e de forma a reduzir a capacidade residual de pelo menos
um arco de cada um desses caminhos a zero. Ademais, na ultima iteracao,
todos os caminhos de s a t na rede ja foram considerados. Portanto, o fluxo z
devolvido é de fato um fluxo bloqueador.

Notemos também que, em cada iteracao, a cardinalidade do conjunto B
diminui em pelo menos 1, uma vez que pelo menos um arco do caminho P é
removido dele. Como no inicio da primeira iteragdo temos B = A, entdo néo
mais do que m iteragdes podem ocorrer. Ademais, como (N, A) é uma rede
aciclica, entdo um caminho entre s e t pode ser determinado em tempo O(n)
através de uma busca em profundidade nessa rede a partir de s. Ou seja,
cada iteracdo do algoritmo pode ser realizada em tempo O(n). Portanto, o
algoritmo descrito encontra um fluxo bloqueador em tempo O(nm). O

Em cada iteracao do algoritmo dos fluxos bloqueadores de aumento, é
possivel obter a rede residual de caminhos minimos em tempo O(n + m),
através de uma busca em largura na rede residual a partir do vértice fonte s.
Ademais, pelo Lema 7.1, sabemos que a rede residual de caminhos minimos
é uma rede aciclica. Portanto, um fluxo bloqueador sobre esta rede pode
ser obtido em tempo O(nm), conforme estabelecido pelo Lema 7.5. Assim,
cada iteracao do algoritmo dos fluxos bloqueadores de aumento pode ser
implementada com consumo de tempo O(nm).

Feitas essas observacoes, o resultado abaixo segue da Proposicao 7.4.

Proposicao 7.6. O algoritmo dos fluros bloqueadores de aumento pode ser
implementado de modo a evecutar em tempo O(n?m).
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A Proposicao 7.6 mostra que o algoritmo dos fluxos bloqueadores de au-
mento de fato apresenta um melhor desempenho teérico quando comparado
ao algoritmo dos caminhos de aumento de comprimento minimo. Uma vez
que sua complexidade depende quadraticamente apenas do ntimero de vérti-
ces da rede, essa melhoria de desempenho deve ocorrer especialmente quando
a rede recebida como paradmetro é densa, isto é, quando possui seu numero
de arcos muito maior do que seu niimero de vértices.
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Capitulo 8

Caminhos de maior aumento

Intuitivamente, ao se utilizar o método dos caminhos de aumento para
resolver o problema do fluxo méximo, é natural esperar que a escolha de
um caminho de aumento com a maior capacidade residual possivel seja uma
restricdo capaz de reduzir significativamente o nimero total de iteragoes.

De fato, Edmonds e Karp [10] provaram que essa implementagao para o
método dos caminhos de aumento, conhecida como algoritmo dos cami-
nhos de maior aumento, garante consumo de tempo polinomial.

Este capitulo descreve o algoritmo e demonstra sua complexidade.

8.1 Descricao

A dnica diferenga entre o algoritmo que descrevemos aqui e a versido
genérica do método dos caminhos de aumento é o fato de que o caminho de
aumento escolhido tem sempre a maior capacidade residual possivel. Esse
tipo de caminho é chamado de caminho de maior aumento.

O algoritmo iterativo abaixo recebe uma rede capacitada G e dois vér-
tices s e t dessa rede e devolve um st-fluxo de intensidade maxima e um
st-separador de capacidade minima em G. Cada iteracdao do algoritmo man-
tém um st-fluxo z. Na primeira iteracdo, x, = 0 para todo arco a.

Caso 1: N3o existe caminho de aumento em G(z).
Seja S o conjunto dos vértices acessiveis a partir de s em G(z).
Devolva z e S e pare.

Caso 2: Existe um caminho de aumento em G(z).
Seja P um caminho de maior aumento em G(z).
Seja z’ o fluxo obtido a partir de z e P.
Comece nova itera¢io com z’ no papel de .
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8.2 Desempenho

Os resultados demonstrados a seguir garantem que o nimero de iteracoes
do método dos caminhos de maior aumento é limitado polinomialmente.

Lema 8.1. Seja x um st-fluro em uma rede capacitada G e seja * um
st-fluxo mdximo sobre a mesma rede. Entao, o caminho de maior aumento P
em relagdo a x é tal que res(P) > (val(z*) — val(z))/2m.

Prova: Considere o fluxo-diferenca z* — z. Sabemos pelo Corolario 3.14 que
val(z* — x) = val(z*) — val(z). Pelo Corolario 3.9, temos que existe uma
decomposicdo X de z* — z em ndo mais do que m(G(z)) fluxos-caminho e
fluxos-circuito tal que todos os fluxos-caminho de X s&o st-fluxos elementares
e tal que a intensidade de z* — x é a soma das intensidades destes.

Isso implica que existe pelo menos um fluxo-caminho =’ em X tal que o
valor de ' & pelo menos val(z* — z)/m(G(z)) = (val(z*) —val(z))/m(G(z)).
Logo, pelo Lema 5.2, existe um caminho de aumento P em G(z) tal que
res(P) > (val(z*) — val(z))/m(G(x)), de onde segue o resultado. O

Proposicao 8.2. O algoritmo dos caminhos de maior aumento encontra um
fluzo mdzimo em O(mlogmU) iteragdes.

Prova: Seja z um fluxo em uma rede G e seja £* um fluxo méximo sobre G.
Pelo Lema 8.1, sabemos que o caminho de maior aumento em relacao a x
tem capacidade residual maior ou igual a (val(z*) — val(z))/2m.

Considere uma seqiiéncia de 4m iterages do algoritmo dos caminhos de
maior aumento sobre G a partir de um fluxo inicial ;. Se em cada uma
delas encontra-se um caminho de aumento com capacidade residual maior
ou igual a (val(z*) — val(z1))/4m, um fluxo maximo é obtido.

Por outro lado, suponha que em uma dessas 4m iteragoes do algoritmo
encontra-se um caminho de aumento com capacidade residual menor do que
(val(z*) — val(z1))/4m. Seja x5 o fluxo em G nessa iteragdo. Como sabemos
que o caminho de maior aumento em relacao a xo tem capacidade residual
maior ou igual a (val(z*) — val(zs))/2m, entdo podemos concluir que

(val(z*) — val(z2))/2m < (val(z™) — val(z1))/4m
Ou seja, temos que
val(z*) — val(zg) < (val(z*) — val(z1))/2

O que significa que, apo6s essas 4m iteragoes, a diferenca entre a inten-
sidade do fluxo mantido pelo algoritmo e a intensidade do fluxo méximo
foi reduzida pela metade. Como existem no méximo m arcos em 67 (s) e o
fluxo em um arco vale no maximo U, a intensidade do fluxo méximo em G é
limitada superiormente por mU e concluimos que o algoritmo encontra um
fluxo maximo em nao mais que 4m logmU = O(m logmU) iteragoes. O
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Um caminho de maior aumento pode ser encontrado através de um algo-
ritmo analogo ao algoritmo de Dijkstra [8] para caminhos de custo minimo.
Ademais, Cormen, Leiserson, Rivest e Stein [6] mostraram que o algoritmo de
Dijkstra pode ser implementado de modo a executar em tempo O(n + mlogn)
usando a estrutura de dados heap. Disso segue o resultado abaixo.

Proposicao 8.3. O algoritmo dos caminhos de maior aumento pode ser
implementado de modo a ezecutar em tempo O(mlogmU(n + mlogn)).
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Capitulo 9
Capacity scaling

Como provamos anteriormente, utilizar o algoritmo dos caminhos de
maior aumento para implementar o método dos caminhos de aumento per-
mite encontrar um fluxo maximo em tempo polinomial. Entretanto, uma
das maiores desvantagens desse algoritmo é justamente encontrar o caminho
com maior capacidade residual: trata-se de um processo que exige estruturas
de dados relativamente sofisticadas que prejudicam o desempenho.

Uma simplificacao desse algoritmo que elimina tais problemas de im-
plementacdo é, ao invés de encontrar o caminho com maior capacidade resi-
dual, encontrar um caminho com capacidade residual suficientemente grande.
Nessa idéia simples, mas surpreendentemente poderosa, baseia-se o algo-
ritmo capacity scaling, concebido por Ahuja e Orlin [3].

Este capitulo introduz conceitos necessarios para desenvolver o algoritmo,
descreve seu funcionamento e demonstra sua complexidade.

9.1 Redes residuais restritas

Seja £ um fluxo em uma rede capacitada G e seja A um valor qualquer.
Uma rede residual em relagdo a z e G restrita por A é uma rede G(z,A)
tal que Ngzan) = Ng € Agg,a) € um conjunto de arcos tal que a estéa
em Ag(z,a) Se, e somente se, a ¢ um arco de G(z) e rq > A.

Uma caracteristica importante, que é utilizada pelo algoritmo, de uma
rede restrita por A é o fato de que um caminho em G(z,A) é um caminho
de aumento em G(z) cuja capacidade residual é maior ou igual a A.

9.2 Descricao

A idéia do algoritmo capacity scaling é modificar a versdo genérica do
método dos caminhos de aumento de tal forma que, em cada iteracao, exista
um limitante inferior para a capacidade residual de um caminho de aumento.
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Esse limitante é gradualmente reduzido durante a execucao do algoritmo, de
forma que a corregdo é garantida pelo caso em que ele é minimo.

O algoritmo iterativo abaixo recebe uma rede capacitada G e dois vér-
tices s e t dessa rede e devolve um st-fluxo de intensidade maxima e um
st-separador de capacidade minima em (. Cada iteracao do algoritmo man-
tém um st-fluxo £ e um limitante inferior A. Na primeira iteracdo, temos
que z, = 0 para todo arco a e tambem que A = 218U

Caso 1: A< 1.
Seja S o conjunto dos vértices acessiveis a partir de s em G(z, A).
Devolva z e S e pare.

Caso 2: A > 1.

Caso 2A: N3o existe caminho de aumento em G(z, A).
Comece nova iteragdo com A/2 no papel de A.

Caso 2B: Existe um caminho de aumento em G(z, A).
Seja P um caminho de aumento em G(z, A).
Seja z’ o fluxo obtido a partir de z e P.
Comece nova iteragao com z' no papel de z.

Um seqiiéncia maximal de iteracoes executadas sem que o valor de A se
altere é uma fase de scaling. Sdo executadas O(logU) dessas fases.

Podemos observar que a correcdo do algoritmo s6 é garantida se ndo exis-
tirem caminhos de aumento com capacidade residual positiva e estritamente
inferior a 1. Porém, pelo mesmo argumento da demonstragao do Teorema 5.7,
sabemos que essa restricao pode ser obtida se as capacidades dos arcos da
rede forem todas inteiras. Portanto, como as capacidades sao originalmente
racionais, podemos garantir a propriedade através de um pré-processamento
que multiplica todas as capacidades por uma constante K, que sabemos exis-
tir, tal que todas elas tornam-se nimeros inteiros e um poés-processamento
que divide o fluxo obtido por K, adaptando-o para a rede original.

9.3 Desempenho

Apesar do algoritmo capacity scaling ser mais simples, e aparentemente
menos poderoso, do que o algoritmo dos caminhos de maior aumento, os
resultados abaixo demonstram que existe um bom limitante superior para
seu numero de iteracoes, comprovando desempenho polinomial.

Proposicao 9.1. O algoritmo capacity scaling encontra um fluro mdzximo
em O(mlogU) iteragoes.
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Prova: Primeiramente, podemos observar que, durante uma fase de scaling,
temos que a capacidade residual de qualquer caminho de aumento é limitada
superiormente por 2A. De fato, isso é verdade na primeira fase, pois o valor
inicial de A ¢ 2198 U] ¢ as condicdes necessérias para a ocorréncia do Caso 2A
garantem que a propriedade continua satisfeita para as fases seguintes.

Seja z* um fluxo maximo sobre G, seja z o fluxo mantido pelo algoritmo
no inicio de uma fase de scaling e considere o fluxo-diferenca z* —z. Sabemos
pelo Corolario 3.14 que val(z* — z) = val(z*) — val(z). Pelo Corolario 3.9,
temos que existe uma decomposicdo X de z*—x em ndo mais do que m(G(x))
fluxos-caminho e fluxos-circuito tal que os fluxos-caminho de X séo st-fluxos
elementares e a intensidade de * — x é a soma das intensidades destes.

Pelo Lema 5.2, sabemos que o caminho correspondente a cada st-fluxo
elementar z' de X é um caminho de aumento cuja capacidade residual é
limitada inferiormente pelo valor de z'. Por outro lado, sabemos que essa
capacidade residual também ¢é limitada superiormente por 2A. Portanto, o
valor de qualquer st-fluxo elementar de X é menor ou igual a 2A, o que
implica que val(z*) — val(z) = val(z* — z) < 2Am(G(z)) < 4Am(G).

Para concluir, podemos observar que, como qualquer caminho de au-
mento em G(z,A) tem capacidade residual maior ou igual que A, o Lema 5.1
garante que cada iteracdo aumenta a intensidade do fluxo mantido em pelo
menos A. Como vimos que val(z*) — val(z) < 4Am(G), o algoritmo ndo
executa mais do que 4m(G) iteragdes em uma mesma fase de scaling, pois
esse numero de iteragbes é suficiente para encontrar um fluxo maximo.

Portanto, podemos concluir que O(m(G)) iteragdes sdo feitas para cada
uma das O(logU) fases de scaling do algoritmo e temos o resultado. O

Redes residuais restritas podem ser mantidas implicitamente pelo algo-
ritmo, bastando que a busca por caminhos de aumento desconsidere arcos
com capacidade residual inferior a A. Logo, o processo de encontrar um
caminho de aumento em G(z,A) pode ser feito através de uma busca em
largura simples, que por sua vez pode ser implementada de forma a consumir
tempo O(n + m). Desse fato podemos inferir o resultado abaixo.

Proposicao 9.2. O algoritmo capacity scaling pode ser implementado de
modo a ezecutar em tempo O(mlogU(n + m)).
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Capitulo 10

Método do pré-fluxo

Goldberg e Tarjan [14] sugeriram em 1986 uma nova abordagem para
o problema do fluxo maximo que ficou conhecida como método do pré-
fluxo. Quando implementada de maneira adequada, essa estratégia resulta
em algoritmos extremamente eficientes, tanto na teoria como na pratica.

Este capitulo apresenta os principais conceitos envolvidos nesse método,
além de sua descricao e da demonstracdo de sua complexidade.

10.1 Pré-fluxos e vértices ativos

Seja G uma rede e sejam s e t dois vértices de G. Um pré-si-fluxo é
um fluxo z em G que satisfaz a seguinte propriedade:

e(i) > 0 para todo ¢ em Ng \ {s,t}.

Os vértices s e t sao chamados respectivamente de fonte e sorvedouro
de z. Quando s e t estdo implicitos, o fluxo = pode ser dito simplesmente
um pré-fluxo. Note também que todo st-fluxo é também um pré-fluxo.

Um vértice 1 em Ng \{s,t} é ativo em relacao ao pré-fluxo z se e(i) > 0.

Lema 10.1. Seja x um pré-st-fluro em uma rede G. Se existe pelo menos
um vértice ativo com relagao a z e se e(t) > 0, entdo e(s) < 0.

Prova: Como z & um fluxo, pelo Lema 3.1, temos que ) ;. v, e(i) = 0. Logo,
e(s) = =D ieng\{s} €(¢)- Ademais, como e(t) > 0 e existe pelo menos um
vértice ativo na rede, entdo Y,y (5} €(7) > 0. Disso segue o resultado. [

10.2 Distancias e arcos admissiveis

Uma fungao-distancia em uma rede G' ¢ uma funcdo de Ng em Z>.
Diz-se que uma funcdo distincia d é valida com relagdo a um pré-st-fluxo z
se essa funcdo satisfaz as seguintes propriedades:
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d(t) = 0;
d(i) < d(j) + 1, se existe um arco (7, j) na rede residual G(z).

O valor d(i) é o rétulo-distancia do vértice ¢ ou apenas seu rétulo.
Seja x um pré-fluxo em uma rede G e seja d uma fungio-distancia valida.
Dizemos que um arco (%,j) de G(z) é admissivel se d(i) = d(j) + 1.

Lema 10.2. Seja d uma fungdo-distincia e seja x um pré-st-fluro em uma
rede G. Se o0s rétulos-distancia sao vdlidos, entao d(i) —d(j) € um limitante
inferior para a distdncia entre quaisquer dois vértices i e j em G(z).

Prova: Sejam i e j vértices de G e seja P = (i =g, a1,%1,...,0k,ix = J) um
caminho qualquer entre i e j em G(z).

Como os rotulos sdo validos, entdo temos que d(4;—1) < d(i;) + 1, para
todo arco (4;_1,%;) em P, e, portanto, d(4;—1) — d(4;) < 1. Assim,

k
k<> (i) - d(in) = dio) - d(ix) = d(i) - d(j).
=1

Logo, se P é um caminho entre ¢ e 7 de comprimento k, entdo temos
que d(i) — d(j) < k. Ou seja, d(i) — d(j) ¢ um limitante inferior para o
comprimento de qualquer caminho entre 7 e 5 em G(x) e, em particular,
d(i) — d(j) é um limitante inferior para a distancia entre i e j em G(z). O

O método do pré-fluxo utiliza os conceitos de distancias e arcos admis-
siveis para fazer duas operacgOes béasicas durante sua execucao: pushes e
relabels. Nas proximas secOes definimos essas duas operagoes.

10.3 Pushes

Seja z um fluxo em uma rede G, seja ¢ um vértice ativo e seja a = (i, 7)
um arco admissivel em G(z) com relacao a uma funcdo-distancia.

Um push em a é o processo de obten¢do de um fluxo =/ em G, a partir
de z e a, da seguinte maneira: para cada arco b em Ag,

zp + min{ry, ez (i)} se b=aq,
Ty =< xp —min{ry, e, (i)} seb=a,
Tp caso contrario.

Podemos observar que a definicdo do push garante que z’' é de fato um
fluxo. O fluxo 7’ é dito o fluxo obtido ap6s um push em a.

Um push é saturador se r, = min{rg, e;(i)} e é dito ndo-saturador
caso contrario. Um arco a é dito saturado se ocorre um push saturador
em a. Podemos observar que se a é saturado, entdo sua capacidade residual
com relagao ao fluxo z’ é nula e, portanto, a ndo esta na rede residual G(z').
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10.4 Relabels

Seja z um pré-st-fluxo em uma rede G, seja d uma funcio-distancia na
rede G(z) e seja ¢ um veértice ativo em relagdo a .

Um relabel de 7 é o processo de obten¢ao de uma fun¢ao-distancia d’, a
partir de 7 e d, da seguinte maneira: para cada vértice kK em Ng,

d'(k) = { d(k) se k # 1,

min{d(j) +1: (,5) é arco de (5&(@ (1)} caso contrario.
A funcdo d' é a fungao-distancia obtida ap6s um relabel de .

Lema 10.3. Seja x um pré-st-fluxo em uma rede G, seja d uma fungao-
disténcia na rede G(z) e seja i um vértice ativo em relagio a . Se d €
vdlida, entdo a funcgdo-distdncia d obtida apds um relabel de i também é

vdlida. Ademais, d'(k) > d(k), para todo vértice k da rede.

Prova: Primeiramente, podemos observar que como ¢ é um vértice ativo,
entdo z(61 (7)) > 0. Portanto, 6(_;($)(i) é ndo-vazio, de maneira que nao
estamos minimizando sobre um conjunto vazio durante um relabel.

Como d & valida, entdo d(i) < d(j) + 1, para todo arco (i,7) em G(z).
Conseqiientemente, d'(z) > d(i) e, portanto, d'(k) = d(k) < d(i) +1 <
d'(i) + 1, para todo arco (k,i) em G(z). Além disso, temos que d'(i) <
d(j) +1=4d'(j) + 1, para todo arco (i,7) em G(z).

Por fim, é claro que d'(k) < d'(l) + 1, para todo arco (k,l), com k # 4 # [
e que d'(t) = d(t) = 0, pois 1 # t. Concluimos, assim, que d’ é valida.

As observagoes acima também nos permitem concluir que d'(k) > d(k)
para todo vértice k da rede G. O

10.5 Descricao

Como vimos anteriormente, o método dos caminhos de aumento mantém
um st-fluxo z e busca, em cada iteragdo, aumentar sua intensidade. Quando
o algoritmo péra, existem propriedades que garantem que a intensidade do
st-fluxo mantido ndo pode mais ser aumentada, ou seja, £ é maximo.

O método do pré-fluxo, em contrapartida, mantém um pré-st-fluxo z e
busca, em cada iteracao, transformar z em um st-fluxo através de pushes
e relabels. O algoritmo se baseia na existéncia de certas propriedades que
garantem que, se o pré-st-fluxo =z mantido pelo algoritmo é um st-fluxo,
entdo x com certeza é um st-fluxo de intensidade maxima.

Sob o ponto de vista de programacao linear, pode-se dizer que o método
dos caminhos de aumento mantém viabilidade primal e busca viabilidade
dual, enquanto o método do pré-fluxo faz exatamente o contrario.

O algoritmo iterativo abaixo recebe uma rede capacitada G e dois vér-
tices s e t dessa rede e devolve um st-fluxo de intensidade maxima e um
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st-separador de capacidade minima em G. Cada iteragdo comeca com um
fluxo z e uma funcao-disténcia d. No inicio da primeira iteracdo, temos que
Tq = Ug Para todo arco a em 6~ (s), ¢, = 0 para todo arco a em Ng\ d~(s),
d(s) =n e d(i) = 0 para todo vértice 1 em Ng \ {s}.

Caso 1: N3o existe um vértice ativo em Ng.
Seja k um inteiro entre 1 e n — 1 tal que d(z) # k, para todo vértice i.
Seja S o conjunto de todos os vértices em G tais que d(z) > k.
Devolva = e S e pare.

Caso 2: Existe um vértice ativo em Ng.
Seja 4 um vértice ativo em Ng.

Caso 2A: Existe um arco admissivel em 5(_;(36) (7).
Seja a@ um arco admissivel em 5(_;@) (2).

Seja z’ o fluxo obtido ap6s um push em a.
Comece nova iteragao com z’ no papel de z.

Caso 2B: Nio existe um arco admissivel em 65(56) (7).
Seja d' a fungao-distancia obtida ap6s um relabel de 3.
Comece nova itera¢io com d’' no papel de d.

Intuitivamente, o método do pré-fluxo pode ser visualizado como um
escoamento de dgua, no qual os arcos representam canos e os roétulos repre-
sentam a altura dos vértices. Arcos admissiveis permitem o escoamento do
excesso de dgua em um vértice para outros vértices que tenham altura me-
nor. Quando ndo existem tais arcos, a altura do vértice aumenta para forcar
o escoamento. A figura 10.1 mostra uma simulacdo do método.

10.6 Correcao e desempenho

Lema 10.4. No inicio de cada iteragao do método do pré-fluro, vale que:
(i) x é um pré-fluzo com fonte s e sorvedouro t;

(ii) d define rotulos-distdncia vdlidos;

(iii) d(s) = n e d(t) = 0;

(1v) ex(t) > 0.

Prova: E facil ver que essas propriedades sdo validas no inicio da primeira
iteracao. Vamos supor, entao, que elas sejam validas no inicio de uma itera-
¢30 qualquer e mostrar que elas continuam vélidas ao seu final.

Como uma iteracdo na qual ocorre o Caso 1 é a ultima, vamos assumir
sem perda de generalidade que o Caso 2 ocorre, ou seja, que executa-se
um push ou um relabel. Suponha que um push em a = (7, j) é executado,
obtendo o fluxo z’.
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Figura 10.1: Simulacao do método do pré-fluxo. O primeiro diagrama repre-
senta o pré-fluxo inicial e os seguintes indicam os pushes e relabels.
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Sabemos que um push sempre produz um fluxo. Logo, temos que z' é
um fluxo no final da iteracdo. Ademais, temos que z’ satisfaz:

er (1) = ez (i) — min{ry, e5 (i)} > ez (i) — ex(3) = 0;

ew’(j) = ew(j) + min{ra, ez(i)} > 0;
ey (k) = ez (k), para todo k em Ng \ {4,5}.

Portanto, como z é um pré-fluxo em G com fonte s e sorvedouro ¢, entao
z' também o é. Suponha agora que um relabel seja executado, obtendo
a funcao-distancia d’. Sabemos, pelo Lema 10.3, que um relabel a partir
de uma funcao-distancia valida sempre produz uma funcao-distancia valida.
Portanto, temos que d’' é uma fungao-distancia valida ao final da iteragdo.

Desse modo, por inducao no namero de iteragoes, podemos concluir que
as propriedades (i) e (ii) s@o validas no inicio de cada iteragdo do método.

Como s e t sdo respectivamente a fonte e o sorvedouro do pré-fluxo z,
entdo eles ndo sao vértices ativos por definicdo. Logo, tais vértices nunca sao
selecionados pelo algoritmo no inicio do Caso 2 e, portanto, nunca sofrem
relabel durante toda a execugdo do método. Assim, (iii) vale.

Para verificarmos (iv), notemos que, durante toda a execucdo do algo-
ritmo, z, = 0, para todo a em d;(t). De fato, se a estd em §(t), entdo
T, = 0 no inicio do método e, como ¢ nunca é um vértice ativo, entdo a nunca
sofre pushes e, conseqlientemente, nunca tem seu fluxo aumentado. Assim,
em toda iteracdo temos que ez (t) = z(6%(t)) — z(05(t)) = z(65(t)). Por
fim, pela validade da propriedade (i), temos que x4 > 0, para todo arco a da
rede, o que nos permite concluir que ez (t) > 0. O

As propriedades enunciadas no lema acima sdo invariantes do método do
pré-fluxo. Vamos utiliza-los para mostrar que se x é o pré-si-fluxo devolvido
pelo método, entdo x é um st-fluxo maximo. Para tanto, utilizaremos o
separador S, também devolvido pelo algoritmo, como um certificado.

Lema 10.5. Seja G uma rede capacitada, seja x o fluzo devolvido pelo mé-
todo do pré-fluzo e seja S o separador também devolvido pelo método. En-
tao x é um st-fluro em G, S € um st-separador de G e val(x) = cap(S).

Prova: Pelo invariante (i), z é um pré-st-fluxo. Ademais, as condigoes do
Caso 1 implicam que ndo existem vértices ativos em relacao a z. Ou seja,
ex(i1) = 0 para todo vértice i em Ng \ {s,t}. Logo, z é um st-fluxo.

Além disso, como o invariante (iii) garante que d(s) = n e que d(t) =0
e como o inteiro k é escolhido em um intervalo de tamanho n — 1 e existem
apenas n — 2 vértices em Ng \ {s,t}, entdo a existéncia de k estd garantida.
Ademais, também pelo invariante (iii), temos que S é um st-separador.

Pelo Lema 3.3, sabemos que val(z) = z(65(S)) — z(6&(S)). Logo, para
concluir o resultado, basta mostrarmos que z(d5(S)) — z(6%(5)) = cap(9).
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Seja @ = (i,j) um arco em d,(S). Pela construgdo de S, sabemos que
d(i) > k e d(j) < k. Como pelo invariante (ii) a fungao-distancia d é valida,
entdo a ndo pode ser um arco de G(z). Portanto, temos que r, = 0, 0 que
implica que x, = uq. Concluimos, assim, que z(d;(S)) = u(d;(S))-

Seja a = (4,j) um arco em d/(S). Suponha que z, > 0. Nesse caso, o
arco @ = (j,1) estd em 5(_;(I (S). Entretanto, temos que d(j) > k e d(i) < k
pela construcao do separa(for . Mas entdo, como a funcdo-distancia d é
valida, @ ndo pode ser um arco de G(x), o que é uma contradi¢do. Logo,
T, = 0 e vale que z(6/(S)) = 0. Portanto, concluimos que

val(z) = 2(65(S)) — 2(55(S)) = u(65(S)) = cap(8).
O

Corolario 10.6. Seja G uma rede capacitada, seja x o fluzo devolvido pelo
método dos caminhos de aumento e seja S o separador também devolvido
pelo método. Entao x tem intensidade mdzima e S tem capacidade minima.

Prova: O resultado segue diretamente do Lema 10.5 e do Corolario 4.6. [

Os resultados obtidos provam que se o método do pré-fluxo para, entao
ele devolve um fluxo méximo. Para concluir a correcdo, vamos mostrar agora
que o método sempre para apds um nimero finito de iteracoes.

Lema 10.7. Durante toda a execucdo do método do pré-fluxo, existe um
caminho entre cada vértice ativo e a fonte s na rede residual G(z).

Prova: Sabemos que e(t) > 0 pelo invariante (iv). Se a rede G possui um
vértice ativo, entao, pelo Lema 10.1, temos que e(s) < 0. Ademais, s é
0 Unico vértice com excesso negativo em relacdo a z. Sendo assim, pelo
Lema 3.5, deve existir um caminho P entre s e ¢ em G tal que z, > 0 para
todo arco a em P. Logo, todos os arcos irmaos dos arcos de P estdo na rede
residual G(z) e, portanto, existe um caminho entre 7 e s em G(x). O

Lema 10.8. Durante toda a execugdo do método do pré-fluzo, vale que d(i) <
2n para todo vértice ativo i.

Prova: Sabemos que a func¢ao-distancia d é valida no inicio de cada iteragao.
Em funcao disso, pelo Lema 10.2, temos que d(i)—d(s) é um limitante inferior
para a distancia entre ¢ e s na rede residual G(z). Sendo assim, devemos
ter d(i) — d(s) < m — 1, uma vez que, pelo Lema 10.7, existe um caminho
entre i e s em G(z) e, por defini¢do, qualquer caminho tem no maximo n — 1
arcos. Ademais, como sabemos que d(s) = n pelo invariante (iii) do método,
podemos concluir que d() < 2n. O

Proposicao 10.9. Sdo ezecutados no mdzimo 2n? relabels durante todo o
método do pré-fluzo.
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Prova: Quando um relabel ocorre, o rétulo do vértice ¢ é acrescido em pelo
menos uma unidade. De fato, nesse caso temos que nao existem arcos ad-
missiveis em 5&@) (¢) e que, portanto, d(i) < d(j) + 1, para todo arco (3, j)
em 55(:@ (7). Cabe ressaltar que nesse moment.o 65(@ (1) & néf) vazio, uma vez
que um relabel sempre ocorre sobre um vértice ativo. Assim, devemos ter
d' (i) = d(k)+1, para algum arco (i, k) em O6(z) (1), de forma que d' (i) > d(i).
Conseqiientemente, e como os rotulos sdo todos inteiros, d'(7) > d(i) + 1.
Além disso, pelo Lema 10.8, temos que d(i) < 2n, para todo vértice
ativo 4, e apenas os rétulos de vértices ativos sdo alterados durante o mé-
todo. Deste modo, e como d(i) > 0 para todo vértice ¢ no inicio da primeira
iteracao, podem ocorrer no maximo 2n relabels de cada vértice. Disso con-
cluimos que o ntmero total de relabels é limitado por 2n2. O

Lema 10.10. Sdo ezecutados mo mdzimo n pushes saturadores sobre um
determinado arco durante todo o método do pré-fluzo.

Prova: Seja a = (4,j) o arco admissivel que sofre um push saturador du-
rante determinada iteragdo ko, do método. Suponha que exista uma outra
iteracao k,, com k, > k., em que a seja novamente saturado.

Sabemos que o arco a ndo existe na rede residual da iteracao k,+1. Mas,
como a & um arco da rede residual na iteragao k,, existe uma iteracao kg,
com ko < kg < k,, na qual o arco @ = (j,%) sofreu um push. Podemos
observar que isso implica que @ é um arco admissivel na iteracao kg.

Denotemos por d (i) o rotulo-distancia do vértice ¢ na iteragdo k. Pelo
Lema 10.3, se d’' é a fungao-distancia obtida ap6s um relabel de um vértice 4,
a partir de uma funcéo-distancia vélida d, entdo d'(i) > d(i), para todo
vértice 4. Logo, temos que dy, (i) = di, (§) +1, diy (5) = diy (i) +1 e diy (5) >
dk, (7). Conseqiientemente, dg, (i) < dg,(j) +1 = di, (i) + 2. Ou seja, na
iteracdo k., quando o arco a volta a ser saturado, o rétulo do vértice ¢ foi
acrescido em pelo menos 2 desde a iteracao k.

Notemos, entdo, que, pelo Lema 10.8, o rétulo de qualquer vértice ativo %
é sempre estritamente menor do que 2n e que d(i) > 0 para todo vértice i no
inicio da primeira iteragdo. Disso concluimos que o arco a pode ser saturado
no méximo 2n/2 = n vezes durante todo o método do pré-fluxo. O

Proposicao 10.11. Sao executados no mdximo 2nm pushes saturadores du-
rante todo o método do pré-fluzo.

Prova: Como pelo Lema 10.10 cada arco sofre no maximo n pushes satu-
radores e como a rede residual tem no maximo o dobro de arcos que a rede
original, segue que o total de pushes saturadores nao passa de 2nm. O

Proposigao 10.12. Sdo ezecutados O(n?m) pushes nio-saturadores durante
todo o método do pré-fluxo.
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Prova: Vamos recorrer a uma técnica de anélise amortizada e fazer uma
prova baseada em uma func¢do potencial. Seja I o conjunto de vértices tal
que I = {i € N : i é vértice ativo} e seja ® = . ;d(i). No inicio da
primeira iteragdo, temos que d(i) = 0, para todo vértice ativo %, e, portanto,
® = 0. Quando o algoritmo termina, temos I = () e portanto devemos ter
também ® = (0. Vamos verificar como cada tipo de operacao altera ®.

Pelo Lema 10.8, o rotulo de um vértice é sempre inferior a 2n. Além disso,
os rotulos dos vértices sao acrescidos apenas durante as operagoes relabel.
Portanto, relabels fazem o valor de ® aumentar em no maximo 2n?.

Um push saturador sobre um arco admissivel a = (7,5) pode tornar o
vértice j ativo e, pelo Lema 10.8, sabemos que d(j) < 2n. Sendo assim, um
push saturador aumenta o valor de ® em nao mais do que 2n. Logo, pela
Proposigao 10.11, podemos concluir que os pushes saturadores fazem o valor
de ® aumentar em no méaximo 4n’m.

Quando ocorre um push nao-saturador sobre um arco admissivel a, o
valor de ® decresce em pelo menos 1. De fato, nesse caso o vértice 7, se-
lecionado no inicio da iteragdo, deixa de ser ativo e o vértice j, ponta final
de a, pode tornar-se ativo. Mas, como a é um arco admissivel, temos que
d(i) = d(j) + 1 e, portanto, o valor de ® decresce em pelo menos 1.

Temos, entao, que ® = 0 no inicio da primeira iteracao e que tal valor
aumenta em no maximo 2n? + 4n?m durante toda a execucdo do método.
Ademais, sabemos que quando o método para temos ® = 0 e que cada push
ndo-saturador reduz o valor da fungdo ® em pelo menos 1.

Disso concluimos que podem ocorrer no maximo 2n? + 4n%m = O(n’m)
pushes nao-saturadores durante toda a execucao do método. O

Proposicao 10.13. O método do pré-fluxo encontra um fluxo mdzimo em
O(n’m) iteragdes.

Prova: Em cada iteracdo do método do pré-fluxo, exceto a tultima, ocorre
um relabel, um push saturador ou um push ndo-saturador. Assim, como
conseqiiéncia das Proposi¢oes 10.9, 10.11 e 10.12, temos que o método para
ap6s no maximo 2n? + 2nm + 2n? + 4n’m = O(an) iteragoes. Logo, pelo
Lema 10.5, o método encontra um fluxo maximo em O(n?m) iteracoes. [

Uma observacdo interessante que podemos fazer a partir dos resultados
acima é que demonstramos que o método do pré-fluxo tem desempenho po-
linomial mesmo quando descrito de maneira genérica. Esse fato representa
uma vantagem em relagdo ao método dos caminhos de aumento.

Vamos demonstrar agora alguns resultados que sao necessérios para li-
mitar o tempo total de execucao do método do pré-fluxo.

Proposicao 10.14. Durante a erecugdo do método do pré-fluro, o tempo
total gasto por relabels é O(nm).
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Prova: Considere um relabel feito sobre um vértice i. Para obter o valor
min{d(j) +1: (,5) é arco de 55@) (1)}, é preciso varrer (5&@ (7).

Pela Proposi¢ao 10.9, sabemos que um vértice sofre no maximo 2n rela-
bels durante a execucao do algoritmo. Isso implica que o tempo total gasto
por relabels ¢ O ey, 2n|55(w) (@)]) = 02n > e n, |55(w) (2)]).

Como um arco de G(z) ndo pode ter mais do que uma ponta inicial,
temos que se j e k s3o vértices distintos, entao 5&($) (4) e 5&($) (k) sao dis-
juntos. Ademais, para todo arco a de G(z) existe um vértice j tal que a esta
em 55(35) (7). Logo, O(2n DieNg |5C_;($) (1)) = O(2n|Ag()|) = O(nm). O

Lema 10.15. Se um arco a = (i, ) nao € admissivel no final de uma itera-
¢Go ko do método do pré-fluzo, entdo ele é admissivel no inicio de uma itera-
¢ao ky, com ko < ky, somente se existe uma iteragao kg, com ko < kg < kv,
na qual i sofre um relabel.

Prova: Denotemos por dg(7) o rotulo-distancia do vértice 4 na iteragao k.
Se um arco a ndo é admissivel no final da iteracdo k., entdo a nao esta
em G(z) nessa iteracdo ou di, (i) < dg,(j) + 1. Se o primeiro caso ocorre,
entdo para que a esteja em G(x) na iteracdo k., é preciso ocorrer um push
sobre @ em alguma iteragao kq, com ko < kg < k,. Mas isso implica que
dy,, (j) = dk,, (i) + 1, ou seja, d_, (1) < di,(j) + 1. Logo, podemos assumir
sem perda de generalidade que s6 precisamos considerar o segundo caso.
Como o Lema 10.3 implica que dy_ (i) > di, (i) e di, (j) > dg,(j), deve
existir uma iteragdo kg, com ko < kg < k,, na qual ¢ sofre um relabel.  [J

Proposicao 10.16. Durante a execugdo do método do pré-fluro, o tempo
total gasto para saber qual operagdo deve ser feita em cada iteragdo € O(nm).

Prova: Um vértice ¢ deve sofrer relabel em uma iteracdo se nenhum arco
de 66(95) (1) é admissivel nessa itera¢do. Portanto, em uma anélise de pior caso
temos que o conjunto 5&@ () deve ser varrido em todas as iteragdes. Porém,
o Lema 10.15 implica que se um arco foi verificado como nao admissivel, ele
nao precisa ser verificado novamente até o vértice 4 sofrer um relabel.

Logo, como a Proposi¢ao 10.9 implica que um vértice sofre no méximo 2n
relabels, temos que o tempo total gasto para descobrir se os vértices ativos
devem sofrer push ou relabel & O(2n ) ;c n., |6G($) (4)]) e verificamos anterior-

mente que O(;cn, 2n|5(_;(m) (@)]) = 02n 3 N, |5(_;(m) (1)) =0(nm). O

Para concluir a anélise, resta verificar o tempo consumido em cada ite-
racao pelo processo de buscar um vértice ativo. Nos capitulos seguintes, sao
apresentadas implementacoes especificas do método que utilizam estruturas
de dados capazes de realizar esse processo em tempo constante. Tais imple-
mentacoes também permitem obter melhores limitantes para o ntimero total
de iteracoes.
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Capitulo 11

Fila de vértices ativos

Em capitulos anteriores, vimos que o algoritmo dos caminhos de aumento
de comprimento minimo, uma das implementacoes mais simples do método
dos caminhos de aumento, é um algoritmo eficiente. Para o método do pré-
fluxo, também é possivel demonstrar que uma de suas implementagdes mais
simples pode resultar em uma melhoria significativa de desempenho.

A idéia, adaptada por Goldberg de um algoritmo de Schiloach e Vish-
kin [20], consiste simplesmente em ordenar os vértices ativos em uma fila
comum do tipo FIFO (first-in-first-out). Por esse motivo, o algoritmo resul-
tante da idéia é conhecido como algoritmo da fila de vértices ativos.

Este capitulo descreve o algoritmo e demonstra sua complexidade.

11.1 Descricao

O algoritmo da fila de vértices ativos é a implementagdao do método do
pré-fluxo que utiliza uma fila FIFO para ordenar os vértices ativos e escolher
aquele que deve ser processado durante determinada iteragao.

A idéia é executar pushes saturadores sobre arcos admissiveis incidentes
ao primeiro vértice da fila até que o mesmo deixe de ser ativo ou sofra um
relabel. Além disso, os vértices que se tornam ativos durante a execucao do
algoritmo s2o sempre inseridos no final da fila.

Como o método geral, o algoritmo da fila de vértices ativos recebe uma
rede capacitada G e dois vértices s e t, e devolve um st-fluxo de intensidade
méxima e um st-separador de capacidade minima nessa rede. Cada iteracdo
comeca com um fluxo z e uma funcao-distancia d.

No inicio da primeira iteracdo, z é o fluxo tal que z, = u,, para todo
arco a em J (s) e t4 = 0, para todo arco a em Ng \ 0 (s). Além disso, d ¢ a
fungao-distancia tal que d(s) = n e d(i) = 0, para todo vértice i em Ng\ {s}.
Todos os vértices que sdo ponta final de um arco em ¢ (s) sdo inseridos na
fila em qualquer ordem antes do inicio da primeira iteracao.

A descrigdo do algoritmo esta a seguir.
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Caso 1: Nao existe um vértice ativo em Ng.
Seja k um inteiro entre 1 e n — 1 tal que d(i) # k, para todo vértice i.
Seja S o conjunto de todos os vértices em G tais que d(z) > k.
Devolva z e S e pare.

Caso 2: Existe um vértice ativo em Ng.
Seja i o vértice ativo em Ng que estd no inicio da fila.

Caso 2A: Existe um arco admissivel em (55(z) (7).
Seja a = (4,7) um arco admissivel em 65($) (7).
Seja z’ o fluxo obtido ap6s um push em a.
Se o vértice j tornou-se ativo, insira-o na fila.
Se o vértice i deixou de ser ativo, remova-o da fila.
Comece nova itera¢io com z’ no papel de .

Caso 2B: Nao existe um arco admissivel em 4, (7).
Seja d' a funcao-distancia obitida ap6s um relabel de 7.
Remova o vértice 7 da fila e o insira ao seu final.
Comece nova iteracao com d’' no papel de d.

11.2 Desempenho

Durante a execugao do algoritmo, um mesmo vértice ativo é selecionado
no inicio de uma série de iteracoes consecutivas até que deixe de ser ativo ou
sofra um relabel. Definimos um processamento de um vértice como uma
dessas seqiiéncias de iteragoes consecutivas em que esse mesmo vértice esta
no inicio da fila de vértices ativos, terminada sempre por um relabel ou um
push que torna o vértice inativo. Note que durante um processamento ocorre
no maximo um relabel e no maximo um push nao-saturador.

Definimos também um conjunto de fases do algoritmo, como segue:

- A fase 1 corresponde ao processamento dos vértices que foram inseridos
na fila antes do inicio da primeira iteracao.

- A fase k, para todo k& > 1, corresponde ao processamento dos vértices
que foram inseridos na fila durante a execucao da fase k — 1.

Cada vértice deve passar por no maximo um processamento durante uma
fase. Sendo assim, se um vértice sofre um relabel durante o seu processa-
mento em determinada fase e é movido para o final da fila, entdo o seu
préximo processamento nao deve ser incluido nessa mesma fase.

Por defini¢ao, durante cada processamento de um vértice ocorre no ma-
ximo um push n&o-saturador. Logo, o algoritmo efetua no méximo n pushes
nao-saturadores durante uma fase.

Dessa forma, se estabelecermos um limitante para o nimero de fases
efetuadas pelo algoritmo, teremos estabelecido também um limitante para o
numero de pushes nao-saturadores efetuados.
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Lema 11.1. O algoritmo da fila de vértices ativos ezecuta O(n?) fases.

Prova: Vamos fazer uma anélise amortizada com o auxilio da fungdo poten-
cial ® := max{d(7) : 7 vértice ativo}. Para tanto, vamos verificar como varia
o valor de ® no decorrer de cada fase do algoritmo.

Suponha, inicialmente, que pelo menos um relabel ocorra durante de-
terminada fase. Pelo Lema 10.8, temos que o rétulo de qualquer vértice é
no maximo 2n e, portanto, ® pode sofrer um acréscimo de no maximo 2n
durante esta fase. Sendo assim, o valor de ® recebe um acréscimo total de
no maximo 2n? apés todas as fases em que ocorrem relabels.

Suponha agora que ndo ocorram relabels durante uma fase. Temos, en-
tdo, que o processamento de cada vértice termina com um push que o torna
inativo. Neste caso, o excesso de cada vértice processado é transferido com-
pletamente para vértices com rétulos menores, uma vez que os pushes ocor-
rem sempre em arcos admissiveis. Desse modo, ® decresce em pelo menos
uma unidade durante uma fase em que ndo ocorrem relabels.

Temos, portanto, que o valor inicial de ® é zero e que ® recebe um
acréscimo méaximo de 2n? ao longo de todo o algoritmo. Ademais, quando o
algoritmo termina devemos ter ® = 0, pois ndo existem vértices ativos.

Sabemos também que todas as fases sem relabels, e apenas elas, dimi-
nuem o valor de ®. Mais ainda, sabemos que essas fases diminuem o valor
de ® em pelo menos uma unidade. Disso concluimos que ocorrem no mé-
ximo 2n? fases sem relabels. Além disso, o nimero de fases em que ocorrem
relabels é limitado por 2n?, uma vez que, pela Proposicio 10.9, esse é o
limitante para o nimero de relabels durante o método do pré-fluxo.

Assim, o algoritmo executa no maximo 4n? = O(n?) fases. O

Proposicdo 11.2. O algoritmo da fila de vértices ativos executa O(n?)
pushes nao-saturadores.

Prova: Segue da definicao de fase que o algoritmo executa no méximo n
pushes nao-saturadores durante uma fase. Logo, como conseqiiéncia do
Lema 11.1, o algoritmo executa O(n?) pushes ndo-saturadores. O

Corolario 11.3. O algoritmo da fila de vértices ativos encontra um fluzo
mdzimo em O(n® 4+ nm) iteragdes.

Prova: Como o algoritmo é uma implementacao do método do pré-fluxo, en-
tdo exatamente uma dentre as operacoes push saturador, push nao-saturador
e relabel ocorre a cada iteracdo, com exce¢do da tdltima. Assim, o resultado
segue diretamente das Proposi¢oes 10.9, 10.11 e 11.2 e do Lema 10.5. O

Por fim, apresentamos um limitante para o consumo de tempo de uma
possivel implementacao do algoritmo.

Proposicao 11.4. O algoritmo da fila de vértices ativos pode ser implemen-
tado de modo a executar em tempo O(n® + nm).
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Prova: Pelas Proposicoes 10.16 e 10.15, o tempo total consumido para a esco-
lha de cada operacdo a ser realizada e para a execucao dos relabels é O(nm).

Além disso, como uma operacdo push pode ser realizada em tempo cons-
tante, entao, pelas Proposicoes 10.11 e 11.2, o tempo total consumido para
a execucdo de todos os pushes é O(n3 + nm).

Para concluir o resultado, basta observarmos que uma estrutura de dados
FIFO pode ser facilmente implementada (cf. Cormen, Leiserson, Rivest e
Stein [6]) de forma que a escolha de um vértice ativo no inicio de cada
iteracao possa sempre ser realizada em tempo constante. U
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Capitulo 12

Vértices ativos de maior rotulo

Uma idéia razoavelmente intuitiva para escolher os vértices ativos na
implementac¢do do método do pré-fluxo é escolher o vértice ativo com o maior
rotulo possivel, na tentativa de reduzir a probabilidade de que o fluxo enviado
na iteracao atual retorne ao vértice em iteragoes posteriores.

Na verdade, este critério de escolha foi sugerido pelos proprios Gold-
berg e Tarjan [14] quando eles idealizaram o método do pré-fluxo e resultou
no desenvolvimento do algoritmo dos vértices ativos de maior rétulo,
um algoritmo de excelente desempenho, tanto tedrico como pratico.

Este capitulo descreve o algoritmo e demonstra sua complexidade.

12.1 Descricao

A dnica diferenca entre o algoritmo dos vértices ativos de maior rétulo
e a versdo genérica do método do pré-fluxo é o fato de que o algoritmo dos
vértices de maior rétulo sempre escolhe o vértice ativo com o maior rétulo-
distancia possivel dentre todos os vértices ativos existentes.

O algoritmo iterativo abaixo recebe uma rede capacitada G e dois vér-
tices s e t dessa rede e devolve um st-fluxo de intensidade maxima e um
st-separador de capacidade minima em G. Cada iteragdo comega com um
fluxo z e uma funcdo-distancia d. No inicio da primeira iteracdo, temos que
ZTq = Ug para todo arco a em d7(s), £, = 0 para todo arco a em Ng\ 6~ (s),
d(s) =mn e d(i) = 0 para todo vértice i em Ng \ {s}.

Caso 1: Nao existe um vértice ativo em Ng.
Seja k um inteiro entre 1 e n — 1 tal que d(i) # k, para todo vértice i.
Seja S o conjunto de todos os vértices em G tais que d(z) > k.
Devolva z e S e pare.

Caso 2: Existe um vértice ativo em Ng.
Seja i um vértice ativo em Ng tal que d() ¢ méaximo.
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Caso 2A: Existe um arco admissfvel em 4, (7).
Seja a um arco admissivel em 55($) (7).

Seja z' o fluxo obtido ap6s um push em a.
Comece nova iteragao com z’ no papel de z.

Caso 2B: Nio existe um arco admissivel em 4, (7).

Seja d' a funcao-distancia obtida ap6s um relabel de 3.
Comece nova iteragio com d' no papel de d.

12.2 Desempenho

Apresentaremos agora alguns resultados que permitem obter um limi-
tante superior muito bom para o nimero de iteragoes do algoritmo dos vérti-
ces ativos de maior rotulo. A analise, entretanto, é razoavelmente sofisticada
e exige a definicdo prévia de algumas notacoes auxiliares.

Dada uma iteragdo qualquer do algoritmo dos vértices ativos de maior
rotulo, um arco corrente de um vértice 4 € um arco admissivel em ¢ (i) que
seria escolhido pelo algoritmo para sofrer um push se ¢ fosse o vértice ativo
escolhido pelo algoritmo nessa iteracdo. Como o critério para escolher qual
arco admissivel sofre um push nfo é relevante para a corre¢do do algoritmo e
nao sera relevante nesta analise, podemos assumir sem perda de generalidade
que tal critério ndo depende do excesso no vértice escolhido. Logo, um vértice
que possui um arco corrente nao € necessariamente ativo.

A rede formada por todos os vértices da rede original e por seus respecti-
vos arcos correntes em uma determinada iteracdo do algoritmo dos vértices
ativos de maior rétulo é chamada de rede corrente dessa iteragao.

Seja F' a rede corrente de uma iteracdo do algoritmo. Se existe um
caminho entre um vértice ¢ e um vértice j em F, com ¢ # j, entdo i é
descendente de j e j é ancestral de i. Denota-se por D(i) o conjunto
de todos os descendentes de ¢ em F. Finalmente, um vértice ativo i & um
vértice ativo maximal se D(%) ndo contém nenhum vértice ativo.

Lema 12.1. Seja i um vértice ativo de maior rétulo em uma dada iteragdo
do algoritmo. Entdo, © é um vértice ativo mazrimal nessa iteragdo.

Prova: Como uma rede corrente é formada somente por arcos admissiveis e
sabemos que um arco admissivel a = (4, k) é tal que d(j) = d(k) + 1, temos
que o rétulo-distancia de qualquer vértice em D(4) é maior que o rotulo de i.
Portanto, nenhum vértice ativo pode estar em D(z), pois ¢ é um vértice ativo
de maior rétulo. Isso implica que % é um vértice ativo maximal. O

Lema 12.2. Sejam i e j dois vértices ativos mazximais distintos em uma
dada iteragdo do algoritmo. Entao, os conjuntos D(i) e D(j) sao disjuntos.
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Prova: Suponha por contradicdo que existe um vértice k tal que k é des-
cendente tanto de ¢ como de j na rede corrente. Por defini¢cdo, existe um
caminho P; entre k e 2 e um caminho P, entre k e j na rede corrente.

Pela definicdo de arco corrente, temos que um vértice é ponta inicial de
no maximo um arco da rede corrente. Como a origem de P; e P, é a mesma,
isso implica que P; estd contido em P, ou P, esta contido em P;.

Portanto, temos que ¢ é descendente de j ou j é descendente de 7. Mas
isso ¢ uma contradicao, pois ambos os vértices sao ativos maximais. Logo,
podemos concluir que os conjuntos D(i) e D(j) sdo disjuntos. O

Vamos fazer novamente uma andlise amortizada baseada em funcao po-
tencial. Por conveniéncia de notagdo, vamos definir que F' denota a rede cor-
rente ao longo de toda a execucao do algoritmo. Denote por H o conjunto de
todos os vértices ativos maximais de F'. Considere a fungdo ® = 3., ®(i),
onde ®(:) = max{0, K — |D(i)|} e K é um valor positivo qualquer.

Lema 12.3. Seja i o vértice ativo escolhido pelo algoritmo em wma iteracdo
do algoritmo dos vértices ativos de maior rétulo. Entao, € vdlido que:

(i) Um relabel aumenta ® em no mdzimo K.

(ii) Um push saturador aumenta ® em no mdzimo K.

(iii) Um push nao-saturador nao aumenta ® se |D(i)| > K.

(iv) Um push nao-saturador diminui ® em pelo menos 1 se |D(3)| < K.

Prova: Para todo vértice j da rede, temos que |D(j)| > 0, ou seja, temos que
®(j) < K. Como também sabemos que ®(j) > 0, entdo podemos concluir
que K é um limitante superior para o quanto ®(j) pode aumentar.

Temos por defini¢ao que, dado um vértice 7, o valor de ®(j) pode aumen-
tar quando seu niimero de descendentes diminui. Logo, o valor da funcio
potencial ® pode aumentar somente quando o ntimero de descendentes de
um vértice diminui ou quando um vértice se torna ativo maximal.

Suponha que na dada iteracdo ocorre um relabel de 7. Apoés esse relabel,
alguns arcos de 6(i) podem ter sido adicionados a F' e alguns arcos de §(7)
podem ter sido removidos de F. Primeiramente, podemos observar que a
adicao de arcos a F' nao pode diminuir o niimero de descendentes de nenhum
vértice. Ademais, como o excesso dos vértices nao se altera apos um relabel, a
adi¢ao também nao pode fazer com que algum vértice se torne ativo maximal.
Portanto, a adi¢do de arcos ndo faz ® aumentar.

Podemos observar também que, pelas condi¢Oes necessérias para a exe-
cugdo de um relabel, ndo existem arcos de (i) em F antes do relabel.
Portanto, precisamos apenas analisar o caso em que arcos de d7 () sdo re-
movidos de F. Como verificamos que ndo existem arcos de 67 (i) em F
antes do relabel, temos que somente o nimero de descendentes de ¢ pode
ser alterado pelo relabel. Logo, como o valor de ®(i) pode aumentar em no
méaximo K, temos que um relabel aumenta ® em no méaximo K.
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Suponha agora que na dada iteracdo ocorre um push sobre um arco a.
Sabemos pela descri¢ao do algoritmo que a estd em F, a = (i,5) e i # j.

Se o push é saturador, o arco a deixa de ser um arco admissivel e, por-
tanto, a operagao remove o arco a de F'. Logo, algum vértice que era ancestral
de 7 antes do push pode se tornar um vértice ativo maximal apés o push.
Por definicao, sabemos que um vértice é ponta inicial de no maximo um arco
corrente. Portanto, qualquer vértice que era ancestral de ¢ antes do push é
ancestral de j ap6s o push. Isso implica, pelo Lema 12.2, que no maximo um
vértice pode se tornar ativo maximal. Como verificamos anteriormente que
®(k) < K para qualquer vértice k da rede, podemos concluir que um push
saturador é capaz de aumentar ® em no maximo K.

Se o push é ndo-saturador, sabemos que a rede F' nao se altera, pois o
arco a permanece na rede residual e, portanto, em F. Ademais, o excesso
de 4 torna-se nulo, o que implica que 7 deixa de ser um vértice ativo. Como 4
é um vértice ativo de maior rétulo antes do push, temos pelo Lema 12.1
que ¢ deixa de ser um vértice ativo maximal. Logo, algum ancestral de %
pode se tornar ativo maximal apds o push. Mas, novamente pelo Lema 12.2,
isso pode acontecer com no méximo um vértice, que denotaremos por k.
Ademais, como 7 é descendente de k, temos que |D(i)| < |D(k)|.

Portanto, se ®(i) > 0 entdo ®(i) > ®(k). Por defini¢do, temos que
®(i) > 0 se |D(i)| < K. Logo, podemos concluir que um push saturador
diminui ® em pelo menos 1 se |D(i)|] < K. Por outro lado, se ®(:) = 0
entdo ®(7) = ®(k). Por defini¢do, temos que ®(i) = 0 se |D(z)| > K. Logo,
podemos concluir que um push saturador ndo aumenta ® se |[D(z)| > K. O

Para apresentar o resultado a seguir, mais algumas notagoes serdo ne-
cessarias. Considere uma fase do algoritmo como sendo uma seqiiéncia de
iteracoes durante a qual ndao ocorrem relabels. Diz-se que uma fase é ba-
rata se durante suas iteracoes sdo executados no méaximo 2n/K pushes nio-
saturadores e diz-se que uma fase é cara caso contrario, ou seja, se durante
suas iteracoes sdo executados pelo menos 2n/K pushes ndo-saturadores.

Proposicao 12.4. Sdo ezecutados O(n?y/m + n3/\/m) pushes ndo-satura-
dores durante todo o algoritmo dos vértices de maior rotulo.

Prova: Por definicdo, o numero de fases é limitado pelo ntimero total de
relabels. Pela Proposicio 10.9, o algoritmo executa no maximo 2n? relabels,
ou seja, o numero de fases ¢ O(n?). Logo, podemos concluir por defini¢io
que O(n3/K) pushes nio-saturadores sio executados em fases baratas.

Como o algoritmo sempre escolhe os vértices ativos de maior rétulo, te-
mos que se um vértice escolhido ¢ torna-se inativo durante uma fase, entao %
permanece inativo até o final dessa fase, pois a maximalidade do rétulo de %
dentre os vértices ativos e a auséncia de relabels garantem que até o final da
fase nao existe nenhum arco admissivel (j,7) tal que j é vértice ativo.
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Por definigdo, temos que em uma fase cara sdo executados pelo me-
nos 2n/K pushes ndo-saturadores. Pelo Lema 12.1, temos que todos esses
pushes sao executados sobre arcos cuja ponta inicial é um vértice ativo ma-
ximal. Finalmente, pelo Lema 12.2, temos que o nimero de vértices ativos
maximais da rede com pelo menos K descendentes é no méximo n/K.

Como um push nao-saturador torna um vértice inativo e vimos que esse
vértice permanece inativo até o final da fase, podemos concluir que, durante
uma fase, O(n/K) pushes nao-saturadores sdo executados sobre arcos cuja
ponta inicial é um vértice ativo maximal ¢ tal que |D(i)| > K. Resta encon-
trar um limitante para o caso em que 4 é tal que |D(3)| < K.

Pelo Lema 12.3, sabemos que se um push nao-saturador é executado sobre
um arco cuja ponta inicial é um vértice 4, entdo esse push reduz ® em pelo
menos 1 se |D(i)| < K e ndo aumenta ® se |D(i)| > K. Pelo mesmo lema,
temos que um push saturador aumenta ® em no maximo K e um relabel
aumenta ® em no maximo K. Finalmente, pela Proposicao 10.11, temos que
o algoritmo executa O(nm) pushes saturadores e verificamos anteriormente
que o algoritmo executa O(n?) relabels. Logo, temos que as fases caras
executam O(n/K + nmK + n?K) pushes nio-saturadores.

Para concluir a demonstracao, devemos atribuir um valor positivo ade-
quado & constante K. Note que o valor n3/K diminui conforme K aumenta
e o valor n/K + nmK + n?K aumenta conforme K aumenta. K deve ser
escolhido de forma a balancear satisfatoriamente as duas funcgoes.

Uma escolha adequada para uma boa analise ¢ K = n/y/m. Temos
nesse caso que O(n®/K) = O(n?y/m) pushes ndo-saturadores sio executados
em fases baratas e O(n/K +nmK + n?K) = O(y/m + n?y/m + n®//m)
pushes nao-saturadores sdo executados em fases caras. Portanto, temos que
o algoritmo executa O(n?y/m+n3//m) pushes ndo-saturadores no total. [

Proposicao 12.5. O algoritmo dos vértices ativos de maior rétulo encontra
um fluzo mdzimo em O(nm + n?/m + n/\/m) iteracées.

Prova: Pelas Proposicoes 10.9, 10.11 e 12.4, temos que o algoritmo para apés
O(n? + nm + n?y/m + n®/y/m) = O(nm + n?\/m + n3//m) iteragdes. [

Pela Proposicao 10.14, sabemos que o tempo total gasto por relabels
é O(nm) e pela Proposi¢do 10.16 sabemos que o tempo total gasto na es-
colha das operagbes durante as iteragoes do algoritmo é O(nm). Ademais,
Ahuja, Magnanti e Orlin [1] mostraram que é possivel utilizar uma estrutura
de dados especial para que as buscas pelos vértices ativos de maior rétulo
consumam tempo O(nm) no total. Disso segue o resultado abaixo.

Proposicao 12.6. O algoritmo dos vértices ativos de maior rétulo pode ser
implementado de modo a erecutar em tempo O(nm + n?y/m + n3/\/m).
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Capitulo 13

Excess scaling

Scaling é uma idéia simples e poderosa que pode ser aplicada a diferentes
algoritmos. Em capitulos anteriores vimos como essa idéia pode ser utilizada
para obter uma implementacdo polinomial para o método dos caminhos de
aumento. Vamos estudar agora um outro algoritmo obtido através da apli-
cacao da mesma técnica, desta vez ao método do pré-fluxo.

O algoritmo excess scaling, idealizado por Ahuja e Orlin [2], baseia-
se na idéia de priorizar vértices ativos com excesso alto. Neste capitulo
apresentamos alguns conceitos necessarios para a compreensao, descrevemos
o algoritmo e provamos que seu consumo de tempo é polinomial.

13.1 Pushes restritos

Seja z um fluxo em uma rede G, seja i um vértice ativo e seja a = (i, 7)
um arco admissivel em G(z) com rela¢ao a uma funcdo-distancia.

Dado um valor qualquer A, um push restrito por A, ou simplesmente
A-push, em a é o processo de obtencido de um fluxo z' em G, a partir
de z e a, da seguinte maneira: para cada arco b em Ag,

zp + min{r,, e, (i), A —ez(j)} seb=a,
zp =< xp —min{re, ex(i), A —ey(j)} seb=a,
Tp caso contrario.

Um A-push é saturador se r, = min{r,, e;(7), A —e;(j)} e € dito nao-
saturador caso contrario. Um arco a é dito saturado se ocorre um A-push
saturador em a. Podemos observar que se a é saturado, entdo sua capacidade
residual em relagdo a z’ é nula, ou seja, a ndo esta na rede residual G(z').

A {nica diferenca entre um push normal e um A-push é o fato de que um
push restrito ndo permite que o excesso de um vértice ultrapasse o valor de A.
Esta restricao visa evitar que vértices recebam fluxo excessivo e obriguem o
algoritmo a desperdicar iteragoes posteriores s6 para envii-lo de volta.
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13.2 Descricao

A idéia do algoritmo excess scaling é modificar a versao genérica do mé-
todo do pré-fluxo de tal forma que, em cada iteragdo, exista um limitante
inferior para o excesso do vértice ativo escolhido pelo algoritmo. Esse limi-
tante é gradualmente reduzido durante a execucao do algoritmo, de forma
que a correcao é garantida pelo caso em que ele é minimo.

Para garantir que o ntmero de iteracoes do algoritmo é limitado polino-
mialmente, ainda sao necessirias duas modificacoes. Primeiramente, pelos
motivos ja citados, o algoritmo excess scaling utiliza A-pushes ao invés de
pushes normais. Além disso, se existem varios vértices com excesso suficien-
temente grande, o vértice escolhido é aquele com menor rétulo.

O algoritmo iterativo abaixo recebe uma rede capacitada G e dois vérti-
ces s e t dessa rede e devolve um st-fluxo de intensidade maxima e um st-
separador de capacidade minima em G. Cada iteragdo mantém um fluxo z,
uma funcdo-distancia d e um limitante A. No inicio da primeira iteracao,
To = Ug para todo arco a em ¢ (s), ¢, = 0 para todo arco a em Ng\ d™ (s),
d(s) = n, d(i) = 0 para todo vértice i em Ng \ {s} e A = 2llogmU],

Caso 1: A< 1.
Seja k um inteiro entre 1 e n — 1 tal que d(z) # k, para todo vértice 1.
Seja S o conjunto de todos os vértices em G tais que d(i) > k.
Devolva = e S e pare.

Caso 2: A > 1 e nfdo existe um vértice em N¢ tal que e(i) > A/2.
Comece nova iteragdo com A/2 no papel de A.

Caso 3: A > 1 e existe um vértice em Ng tal que e(i) > A/2.
Seja ¢ um vértice em Ng tal que e(i) > A/2 e tal que d(i) é minimo.

Caso 3A Existe um arco admissfvel em ég,, (7).
Seja a um arco admissivel em (5&(30) (7).
Seja z' o fluxo obtido ap6s um A-push em a.
Comece nova iteragido com z' no papel de z.
Caso 3B: Nao existe um arco admissfvel em d¢ ) (7).

Seja d' a fungéao-distancia obtida ap6s um relabel de 1.
Comece nova iteragao com d' no papel de d.

De maneira anéloga ao algoritmo capacity scaling, o algoritmo excess
scaling executa O(logmU) fases de scaling e sua corre¢do s6 é garantida se
executarmos um pré-processamento e um pds-processamento que nos permi-
tam assumir sem perda de generalidade que as capacidades sdo inteiras.
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13.3 Desempenho

Os resultados abaixo baseiam-se em invariantes para provar que o nimero
de iteracoes do algoritmo excess scaling é limitado polinomialmente.

Lema 13.1. Seja i o vértice ativo escolhido em uma iteragdo do algoritmo
excess scaling e seja a = (i,7) um arco admissivel nessa mesma iteragao.
Entao, um A-push ndo-saturador em a diminui o excesso de i em € e aumenta
o0 excesso de j em €, onde € é um valor tal que € > A/2.

Prova: Pela descricdo do algoritmo, sabemos que 7 é um vértice tal que
e(i7) > A/2 e tal que d(i) € minimo. Como a é um arco admissivel, temos
que d(i) = d(j)+1, ou seja, d(i) > d(j). Portanto, pela minimalidade de d(3),
podemos concluir que e(j) < A/2 e isso implica que A —e(j) > A/2.
Como o A-push em a é ndo-saturador, temos min{r,,e(i), A —e(j)} =
min{e(z), A —e(j)} > A/2 e, portanto, o resultado segue diretamente. I

Proposicio 13.2. Sao ezecutados O(n?logmU) pushes ndo-saturadores du-
rante todo o algoritmo excess scaling.

Prova: Primeiramente, podemos observar que, durante uma fase de scaling,
temos que o excesso de qualquer vértice é limitado superiormente por A. De
fato, isso é verdade na primeira fase, pois o valor inicial de A & 2lloemU] ¢
as condigoes de ocorréncia do Caso 2 e a definicdo de A-push garantem que
a propriedade também continua satisfeita para as fases seguintes.

Novamente, vamos utilizar uma funcao potencial para obter uma analise
amortizada. Considere a fungao ® = ),y e(i)d(i)/A. Como vimos que A
limita superiormente o excesso de qualquer vértice em uma fase de scaling e
sabemos pelo Lema 10.8 que d(i) é no maximo 2n para qualquer vértice i da
rede, temos que ® = O(n?) no inicio de qualquer fase de scaling.

Se durante uma fase executa-se um relabel de um vértice %, o rétulo de ¢
aumenta em e. Como sabemos que e(i) < A, isso implica que ® aumenta
em no maximo e. Logo, novamente pelo Lema 10.8, temos que a execugao
de relabels durante uma fase de scaling pode aumentar ® em O(n?).

Se durante uma fase executa-se um push em um arco a = (4,75), temos
pelo Lema 13.1 que o excesso de ¢ diminui em € e o excesso de j aumenta
em €, onde € > A/2. Ademais, como a é um arco admissivel, temos que
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d(i) = d(j) + 1, ou seja, d(i) — d(j) = 1. Logo, podemos observar que:

(e(i) — €)d(i) + (e(4) + €)d(4) e(1)d(i) — ed(i) + e(§)d(j) + ed(j)

A A
_e())d(i) + e(j)d(y) — ed(i) + ed(§)
A
_ e(0)d(@) + e(§)d(j) — e(d() — d(5))
A
_ e@)d(@) +e(h)d(y) _ e(d(i) — d())
A A
_e®di) +e(i)dly) €
A A
o e)d(@) +e()d(G) A/2
= A A
_e()d(i) +e(i)d(y) 1
A 2

Portanto, a execu¢do de um push diminui ¢ em pelo menos 1/2. Como
verificamos anteriormente que o valor de ® no inicio de uma fase & O(n?)
e esse valor aumenta em O(n?) devido a relabels, podemos concluir que o
ntimero de pushes nao-saturadores durante uma fase de scaling ¢ O(n?).
Como o namero total de fases ¢ O(logmU), podemos finalmente concluir
que o algoritmo executa O(n?logmU) pushes ndo-saturadores. O

Proposicao 13.3. O algoritmo excess scaling encontra um fluro mdzimo
em O(nm + n?logmU) iteragdes.

Prova: Pelas Proposicoes 10.9, 10.11 e 13.2, temos que o algoritmo péra apés
O(n? + nm + n?logmU) = O(nm + n?log mU) iteracdes. O

Pela Proposicao 10.14, sabemos que o tempo total gasto por relabels
é O(nm) e pela Proposi¢do 10.16 sabemos que o tempo total gasto na escolha
das operagoes durante as iteracoes do algoritmo é O(nm). Ahuja, Magnanti
e Orlin [1] mostraram que as buscas por vértices de menor rétulo podem
consumir tempo O(nm) através do uso de uma estrutura de dados especial
completamente analoga aquela utilizada no algoritmo dos vértices ativos de
maior rétulo. Disse fato podemos inferir o resultado abaixo.

Proposicao 13.4. O algoritmo excess scaling pode ser implementado de
modo a executar em tempo O(nm + n?logmU).
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Capitulo 14

Fluxos de custo minimo

Suponha que uma empresa administra um conjunto de estabelecimentos
formado por fabricas e dep6sitos de um determinado produto. Cada fabrica
produz uma certa quantidade do produto e cada depésito deve armazenar
uma certa quantidade. Os estabelecimentos sdo interconectados por uma
rede de vias de transporte, como por exemplo estradas, sobre a qual sao
definidos custos de transporte e limites para a quantidade transportada. O
desejo da empresa é estabelecer uma distribuicdo do produto sobre essa rede
de forma a satisfazer as ofertas e demandas dos estabelecimentos, respeitar
os limites das estradas e minimizar o custo total de transporte.

Considerando os estabelecimentos como sendo vértices com demanda e as
estradas como sendo arcos com custo e capacidade, este problema resume-se
a encontrar um fluxo viavel de custo minimo na rede definida pelos estabe-
lecimentos e estradas. Este é o problema do fluzo de custo minimo.

Este capitulo apresenta a defini¢ao formal desse problema e de conceitos
relacionados, bem como a demonstracdo de propriedades envolvidas.

14.1 Problema

Um fluxo vidvel £ em uma rede tem custo minimo se nao existe nenhum
fluxo viavel na mesma rede com custo menor que o de z.
O problema do fluxo de custo minimo pode ser assim definido:

Problema MINCOSTFLOW(G, u, ¢,b): Dada uma rede G com capacidade u,
custo ¢ e demanda b, encontrar um fluzo vidvel de custo minimo nessa rede.

O problema MINCOSTFLOW(G, u, ¢, b) pode ser expresso como o seguinte
programa linear: encontrar um vetor z indexado por Ag tal que:
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minimize ZaeAG CaTq

sujeito a e(i) = b(i) para cadaiem Ng;
To < Ug para cada a em Ag;
ze > 0 para cada a em Ag.

Como no problema do fluxo méximo, varios dos resultados que apresen-
tamos posteriormente sao baseados em resultados de programacao linear.

14.2 Viabilidade

O problema do fluxo de custo minimo apresenta uma diferenca funda-
mental em relagdo ao problema do fluxo maximo: existem instincias para
as quais o problema ndo é vidvel, ou seja, existem redes sobre as quais nao
é possivel atribuir um fluxo viavel e, portanto, nao héa solucao.

Entretanto, alguns dos métodos e algoritmos que serdao apresentados para
a resolucao do problema muitas vezes admitem a existéncia de um fluxo vidvel
qualquer e iniciam seu processamento a partir dele, buscando transformé-lo
de forma a minimizar seu custo até atingir o valor 6timo.

Felizmente, é possivel demonstrar que o problema de encontrar um fluxo
vidvel qualquer para o problema do fluxo de custo minimo, ou verificar que o
mesmo nao existe, equivale a resolver um problema de fluxo maximo, o que
pode ser feito em tempo polinomial, conforme vimos anteriormente.

Seja G uma rede com custo, capacidade u e demanda b. Vamos consi-
derar uma rede G’ obtida da seguinte maneira: a partir da rede original G,
adicionam-se dois novos vértices s e ¢, um arco (s,) para cada vértice i que
é produtor em G e um arco (i,t) para cada vértice 7 que é consumidor em G.
Os novos arcos sao chamados de arcos artificiais e os vértices s e t sdo
respectivamente a fonte e o sorvedouro do problema de fluxo méximo.

A capacidade u' de G’ é definida da seguinte forma: se a é um arco da
rede original G, entdo u!, = u,. Se a é um arco artificial tal que a = (s,1),
para algum vértice ¢ de G, entdo ul, = —b(7). Se a é um arco artificial tal que
a = (i,t), para algum vértice 7 de G, entdo u}, = b(i). Como s6 existem esses
dois tipos de arcos artificiais, temos que a capacidade u' est4 bem definida
para G'. Ademais, a construgdo também garante sua nao-negatividade.

A rede G' com capacidade v’ é chamada de rede auxiliar de G.

Proposicao 14.1. Seja G uma rede com custo, demanda e capacidade wu.
Entao G admite um fluzo vidvel se, e somente se, todo fluro mdzimo z* sobre
a rede auziliar G' de G ¢é tal que x}; = u!, para todo arco artificial a.

Prova: Primeiramente, vamos mostrar que se um st-fluxo maximo z* sobre a
rede auxiliar G’ é tal que z = u), para todo arco artificial a, entdo G admite
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um fluxo vidvel. Seja x o fluxo em G definido da seguinte forma: para
cada arco a de G, z, = z. Como o conjunto de arcos de G esta contido no
conjunto de arcos de G’, a func¢ao definida por z est4 bem definida. Ademais,
como ul, = u, para todo arco a de G e z* respeita u’, temos que z é de fato
um fluxo. Resta mostrar agora que x é um fluxo vidvel em G.

Seja ¢ um vértice produtor de G. Pela construcdao dos arcos artificiais,
sabemos que existe exatamente um arco artificial a em 5G,( i) e nenhum arco
artificial em d, (7). Portanto, podemos concluir, pela definicdo de z*, que
vale a igualdade e, (i) = ey« (i) — 2} = 0 — ul, = —(—b(i)) = b(4).

Seja ¢ um vértice consumidor de G. Pela construcao dos arcos artificiais,
sabemos que existe exatamente um arco artificial @ em §, (i) e nenhum arco
artificial em 53,( ). Portanto, podemos concluir, analogamente pela definigdo
de z*, que vale a igualdade ew( ) = ez (1) + a:()-l-ua—b( ).

Seja i um vértice de G tal que b(i) = 0. Pela construcdo dos arcos artifi-
ciais, sabemos que nao existe nenhum arco artificial que incide em %. Logo,
ez (1) = ey~ (i) = 0 e concluimos que todas as demandas estdo satisfeitas.

Vamos mostrar agora que se um st-fluxo maximo z* em G’ é tal que
existe um arco artificial @ para o qual z} < u!, entdo G nao admite um
fluxo vidvel. Suponha por contradi¢do que existe um fluxo vidvel x em G.
Considere entdao o st-fluxo ' em G’ definido da seguinte forma: para cada
arco a de G', z!, = z, se a é um arco de G, =, = —b(i) se a = (s,i) e
zl, = b(i) se a = (i,t). Como todo arco artificial é obrigatoriamente da
forma (s,4) ou (4,t) por defini¢do, temos que a fungdo definida por z’ esta
bem definida.

Seja 7 um vértice produtor de G. Pela construcao dos arcos artificiais,
sabemos que existe exatamente um arco artificial @ em 4/, (i) e nenhum arco
artificial em d, (i). Portanto, podemos concluir pela defini¢do de z' que vale
a igualdade ey (i) = e, (7) + zf, = b(7) + (=b(7)) = b(z) — b(i) =

Seja 4 um vértice consumidor de G. Pela construcao dos arcos artificiais,
sabemos que existe exatamente um arco artificial a em J, (7) e nenhum arco
artificial em 55, (7). Portanto, podemos concluir analogamente pela defini¢ao
de z' que vale a igualdade e, (i) = e5(i) — 2!, = b(i) — b(i) = 0.

Seja i um vértice de G tal que b(i) = 0. Pela construcdo dos arcos
artificiais, sabemos que nao existe nenhum arco artificial que incide em 1.
Logo, e, (i) = ez(7) = 0 e concluimos que e (1) = 0 para todo vértice de G’
diferente de s e t. Portanto, temos que z’ é de fato um st-fluxo em G'.

Finalmente, pela definicdo de G', temos que val(z') = ey (t) = z'(62, (¢)).
Ademais, pelo Lema 3.2, temos também que val(z') = —ey(s) = (5 (s ))
Mas como pela hlpotese existe um arco artificial a para o qual z} < u/, e
temos que z!, = u/, para todo arco a de G, entdo z'(8},(t)) > = ((Sg,( )) ou
z'(0gi(s)) > z*(6(s)). Em ambos os casos, temos que val(z') > val(z*), o
que é uma contradicdo com a maximalidade da intensidade de z*. O

Podemos observar que a construcao utilizada na demonstracdo anterior
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ndo sé permite determinar se existe um fluxo vidvel sobre a rede do problema
original, como também permite encontrar algoritmicamente tal fluxo.

14.3 Conexidade

Como mencionamos anteriormente, alguns algoritmos e resultados rela-
cionados ao problema do fluxo de custo minimo sao validos apenas diante da
suposicao de que a rede considerada admite um fluxo vidvel.

Paralelamente, existem também algoritmos e resultados que exigem uma
suposicao mais forte: a conexidade da rede residual. Dizemos que uma
rede é conexa se existe nela um caminho entre qualquer par de vértices.

A proposicdo abaixo demonstra que quando queremos resolver um pro-
blema de fluxo de custo minimo, assumir que a rede residual resultante de
qualquer fluxo é sempre conexa nao altera a solucao do problema.

Proposicao 14.2. Seja G uma rede com custo ¢, capacidade u e demanda b
sobre a qual queremos encontrar um fluxo vidvel de custo minimo. Entdo
podemos assumir sem perda de generalidade que, para qualquer fluxo x em G
e qualquer par de vértices © e j, existe um caminho P entre i e j na rede
residual G(z) tal que todos os arcos de P tém capacidade residual infinita.

Prova: Pela Proposicao 14.1, podemos assumir sem perda de generalidade
que existe um fluxo vidvel em G, pois caso isso nao seja verdade é possivel
executar um pré-processamento de tempo polinomial que detecta esse fato
independente de G satisfazer ou ndo a propriedade da conexidade.

Suponha entdo que G admite um fluxo vidvel mas ndo satisfaz a proprie-
dade descrita. Vamos utilizar novamente o conceito de arcos artificiais para
construir uma nova rede G’ com capacidade u’, custo ¢’ e com a mesma de-
manda da rede original G, de forma que G’ satisfaga a propriedade e seja tal
que um fluxo z é viavel e de custo minimo em G’ se, e somente se, o fluxo z
restrito aos arcos de GG corresponde a um fluxo viavel de custo minimo em G.

A rede G’ é obtida através de um procedimento simples de adigdo de
arcos artificiais a G: dado um vértice qualquer ¢ de G, adiciona-se a G o0s
arcos (i,7) e (4,4), para todo vértice j diferente de i. Por essa construcio,
temos que, para qualquer par j e k de vértices, existe sempre um caminho P
entre j e k em G': basta tomar o caminho P = (j, (4,1),14, (4, k), k).

Para garantir que tais caminhos também existem na rede residual G(z)
para qualquer fluxo z, basta definir u’ de forma que os arcos artificiais tenham
capacidade alta o suficiente para que z, < ug,, para todo arco artificial a.
Logo, é suficiente definir que a capacidade u’ é tal que u], = u,, para todo
arco a da rede G, e ul, = oo, para todo arco artificial a.

Considere agora o custo ¢’ definido da seguinte forma: ¢}, = ¢,, para todo
arco a da rede original G, e ¢}, = oo, para todo arco artificial a.

Como todos os arcos de G estdao em G’ com a mesma capacidade e como
os vértices de ambas as redes tém a mesma demanda, entdo qualquer fluxo
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vidvel em G corresponde a um fluxo viavel em G’, bastando definir que os
arcos artificiais tém fluxo nulo. Além disso, qualquer fluxo viavel em G tem
custo menor do que qualquer fluxo viavel em G’ que ndo seja nulo em algum
dos arcos artificiais, uma vez que tais arcos possuem custo muito grande.
Assim, como existe um fluxo viadvel em G, entdo qualquer fluxo viavel de custo
minimo em G’ é nulo em todos os arcos artificiais e, portanto, o problema de
obter um fluxo de custo minimo é equivalente em ambas as redes, de onde
obtemos o resultado. O

14.4 Custos inteiros

Além das hipéteses de viabilidade e conexidade, existem também resul-
tado e algoritmos para a resolu¢ao do problema do fluxo de custo minimo
que se baseiam no fato de que o custo de todos os arcos da rede sobre a qual
o problema esta definido é inteiro.

Seja G uma rede capacitada com custo e demanda. Vamos mostrar que
o problema de encontrar um fluxo vidvel de custo minimo em G pode ser
reduzido ao problema de encontrar um fluxo viavel de custo minimo em uma
rede cujos arcos possuem todos custo inteiro.

Para tanto, vamos fazer algumas defini¢ées. Seja ¢ o custo da rede G.
Como os custos sao todos racionais, existe um inteiro positivo K tal que Kc,
é um valor inteiro para todo arco a da rede G. Consideremos, entao, uma
rede G(K), com mesmo conjunto de vértices e arcos de G, mesma capacidade
e mesma demanda. O custo ¢’ de G(K), entretanto, é definido da seguinte
maneira: para cada arco a de G(K), ¢, = K¢,. Conforme podemos observar,
G(K) possui custo inteiro. A rede G(K) é dita a rede inteira de G.

Estabelecemos a seguir um resultado que mostra que os problema de
encontrar um fluxo de custo minimo em G ou G(K) sdo equivalentes.

Proposicao 14.3. Seja G uma rede capacitada, com custo e demanda e seja
G(K) sua rede inteira. Entao x é um fluzo vidvel de custo minimo em G se,
e somente se, x € um fluxo vidvel de custo minimo em G(K).

Prova: Primeiramente, notemos que um fluxo é vidvel em G se, e somente
se, tal fluxo é viavel em G(K), uma vez que as capacidades e demandas
de ambas as redes sdo as mesmas. Podemos, portanto, adotar a seguinte
notacdo: se z é um fluxo vidvel em G, entdo custog(z) denota o seu custo
na rede G e custog(g)(z) denota o seu custo na rede G(K). Além disso,
denotemos por ¢ o custo da rede G e por ¢’ o custo da rede G(K).
Suponha, entdo, que z seja um fluxo vidvel de custo minimo em G e nao
o seja em G(K). Seja x* um fluxo vidvel de custo minimo em G(K). Temos,
entdo, que custog(x)(z*) < custog(x)(z). Agora, por definicdo, vale que:

custog k) (z) = Z ATy = Z Kceyz, = K Z ¢y = Kcustog(z).

aEAG(K) aeAg(K) a€Ag
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De forma analoga, podemos concluir que custog(x)(z*) = Kcustog(z*).
Mas, entdo, concluimos que:

custog(z*) = EcustoG(K) (z¥) < ECUStOG(K) () = custog(z),

0 que é uma contradicdo com a minimalidade do custo de =z em G.
Assim, a primeira implicagdo estd provada. A prova da segunda implica-
¢ao é completamente analoga. O

Sendo assim, o problema de encontrar um fluxo de custo minimo em
uma rede qualquer pode ser resolvido por um algoritmo que tenha seu fun-
cionamento baseado na hipétese de custos inteiros. Para tanto, basta que a
rede sobre a qual o problema esteja definido passe pelo pré-processamento
polinomial que transforma seu custo no custo de sua rede inteira.

14.5 Circuitos negativos

Vamos apresentar alguns resultados fundamentais que nos permitem con-
cluir que a auséncia de circuitos negativos na rede residual é uma condigao
necesséria e suficiente para que um fluxo vidvel tenha custo minimo.

Seja z um fluxo em uma rede G e seja W um circuito na rede resi-
dual G(z). O fluxo-circuito " em G(z) é definido da seguinte maneira:

w { min{ry : b é arco de W} sea é arco de W;

z’ = L.
0 caso contrario.

O fluxo = + z" ¢ o fluxo obtido a partir de z e W.

Lema 14.4. Seja © um fluro vidvel em uma rede G com custo, seja W
um circuito na rede residual G(z) e seja w := min{r, : a é arco de W}.
Entdo o fluro z', obtido a partir de x e W, é um fluzo vidvel em G tal que
custo(z') = custo(z) + w - custo(W).

Prova: Considere o fluxo-circuito ", conforme definido anteriormente, e

seja w = min{r, : a é arco de W} o seu valor. Seja i um vértice de G(z).
Se 7 nao estd em W, entao ndo ha fluxo entrando nem saindo de ¢ em relacdo
W o que implica que e,w (i) = 0. Por outro lado, se i esta em W, temos
que exatamente um arco de W entra em ¢ e exatamente um arco sai. Logo,
também vale que e,w (i) = 0. Portanto, pelo Corolario 3.19, temos que o
fluxo z, obtido a partir de z e ", é viavel em G.

Seja ¢ o custo da rede residual G(z). Temos, entdo, que custo(z
Y acAy CaW = WD 4ea,, ¢ = w-custo(W) . Logo, pelo Lema 3.20, vale que
custo(z + ") = custo(z) + custo(z") = custo(z) + w - custo(W). O

ax

Wy =

Teorema 14.5. Seja x um fluro vidvel em uma rede G com custo. Entdo x
tem custo minimo se, e somente se, nao existem circuitos negativos em G(z).
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Prova: Primeiramente, suponha que exista um circuito negativo W em G(z).
Vamos mostrar que o fluxo z ndo pode ter custo minimo em G.

Considere o fluxo-circuito 2" e seja w o seu valor. Pelo Lema 14.4,
sabemos o fluxo z’, obtido a partir de z e W, é¢ um fluxo viavel em G tal que
custo(z') = custo(z) + w - custo(W).

Sabemos também que w é um valor positivo por definicdo. Ademais,
como W é um circuito negativo, entdao custo(W) < 0, de onde concluimos
que custo(z') < custo(z). Ou seja, o custo de z ndo pode ser minimo.

Suponha agora que ndo existam circuitos negativos em G(z). Vamos
provar que x tem custo minimo. Seja y um fluxo vidvel qualquer em G.

Considere o fluxo-diferenga y — z em G(z). Sabemos pelo Lema 3.12 que
vale a igualdade z + (y — z) = y. Logo, podemos utilizar o Lema 3.20 e con-
cluir que custo(y) = custo(z)+custo(y—z). Além disso, pelo Corolario 3.15,
temos que ey, (i) = 0, para todo vértice i. Assim, pelo Corolario 3.10, sabe-
mos que existe uma decomposicao X de y — x que s6 contém fluxos-circuito.
Ademais, pelo Lema 3.11 temos que custo(y — =) = >/ x custo(z’).

Por hipétese, todos os fluxos-circuitos em X correspondem a circuitos
ndo-negativos. Ademais, se ' ¢ um fluxo-circuito associado ao circuito W
e de valor w, entdo custo(z’) = w - custo(W), conforme j& argumentamos
na prova do Lema 14.4. Logo, temos que custo(z') > 0, para qualquer
fluxo z’ de X. Portanto, custo(y) = custo(z) + custo(y — z) = custo(z) +
Y wex custo(z’) e podemos concluir que custo(y) > custo(z).

Assim, pela escolha arbitraria do fluxo ¥, concluimos que x é um fluxo
viavel de custo minimo, o que conclui a prova. O

14.6 Custos reduzidos

Seja G uma rede com custo c e considere uma funcao m de Ng em Z>
qualquer. A funcao 7 é chamada de funcgao-potencial sobre G.

O custo reduzido de um arco a = (4,j) da rede G em relacdo a uma
fun¢ao-potencial 7 qualquer é definido como ¢ = ¢, — 7(7) + 7(j).

Os resultados que sao apresentados a seguir utilizam custos reduzidos
como uma ferramenta auxiliar fundamental para se obter outras condi¢oes
necessarias e suficientes para que um fluxo viavel tenha custo minimo.

Lema 14.6. Seja m uma funcgao-potencial definida sobre uma rede G com
custo c. Entao todo circuito W em G € tal que ZaEA Ca = DacAy Ca € todo
caminho P em G entre i e j € tal que ) ,c 4, Cq = ZGEAP cq — (1) + 7(4).

Prova: Seja W um circuito (ig, a1,%1,02,92,. -« ,An—1,4n—1,0n,40) €em G. Te-
mos por definicdo que vale a igualdade Y oy ¢h = Y e Ca + (—7(i0) +
77'(2.1) - ﬂ'(il) + 77(7;2) -t 7'('(2'“,1) + 77(7;0)) = EaEW co +0= EaEW Cq-
Analogamente, seja P um caminho (i,a1,%1,a2,92,...,0n—1,%n—1, Gn, J)
em G. Podemos observar que, por definicdo, D ,cpch = D ocp Ca+ (—7 (i) +
m(i1) —w(in) + 7(ia) — -+ = w(in—1) + 7(j)) = Xpew Ca +7(6) —7(j). O
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Teorema 14.7. Seja x um fluzo vidvel em uma rede G com custo c. Entao x
tem custo minimo se, e somente se, existe uma fungdao-potencial w sobre G
tal que & >0, para todo arco a da rede residual G(x).

Prova: Suponha que exista uma funcao-potencial 7 tal que ¢I > 0, para todo
arco a de G(z). Entdo, pelo Lema 14.6, temos },c 4, €a = D geay, Cq > 0
para todo circuito W da rede residual. Portanto, temos que G(z) ndo contém
circuito negativo e, pelo Teorema 14.5, temos que z tem custo minimo.

Suponha agora que = tenha custo minimo. Seja s um vértice qualquer
da rede e denote por c(s,j) o custo de um caminho de custo minimo entre s
e j em G(z), para cada vértice j da rede. Se ndo existe caminho entre s e j
em G(z), definimos que ¢(s, j) = oo.

Como z é um fluxo de custo minimo, entdo pelo Teorema 14.5 temos
que G(z) ndo possui circuitos negativos. Logo, podemos utilizar o Lema 2.5
e concluir que ¢(s,7) + ¢, > ¢(s,7j), para todo arco a = (4,5) de G(z). Isso
implica que ¢, > (s, j) — ¢(s,1), para todo arco a = (i, 7) da rede G(z).

Considere agora uma fungdo-potencial 7 tal que w(i) = —c(s,i) para
todo vértice 7 da rede G. Como para todo arco a = (4, ) da rede G(z) temos
que ¢q > c(s,7) — ¢(s,1), temos que ¢, > 7(i) — 7(j). Portanto, vale que
¢y =cqg —m(i) + w(j) > 0, para todo arco a da rede residual G(z). O

Lema 14.8. Seja m uma funcgao-potencial definida sobre uma rede G com
custo c¢. Entdo temos que ¢ = —cZ, para todo arco a de G(z).

Prova: Seja a = (4,j) um arco de G. Entdo vale que ¢7 = ¢, —m(i) +7(j) =
—(=Ca +7(i) — 7(j)) = —(cg — 7(j) + 7(2)) = —7. O

Teorema 14.9 (folgas complementares). Seja z um fluzo vidvel em uma
rede G com custo c. Entdo x tem custo minimo se, e somente se, existe uma
funcao-potencial ™ tal que, para todo arco a de G, vale que:

(i) Se c& > 0, entio z, = 0.

(11) Se 0 < x4 < uq, entdo ¢ = 0.

(iii) Se ¢ < 0, entdo z, = ug.

Prova: Vamos provar que uma funcao-potencial 7 satisfaz as trés proprieda-
des acima se, e somente se, ¢; > 0, para todo arco a da rede residual G(z),
0 que permite inferir o resultado diretamente a partir do Teorema 14.7.

Seja m uma fungao-potencial em G e suponha que ¢ > 0 para todo
arco a de G(z). Vamos provar que as trés propriedades sdo validas.

Seja a um arco de G. Se ¢, > 0, entao pelo Lema 14.8, temos que cZ < 0.
Logo, o arco @ ndo estd em G(z) e podemos concluir que z, = 0.

Se 0 < x4 < ug, entdo ambos 0s arcos a e @ estdo na rede residual G(x).
Isso implica que ¢j > 0 e ¢ > 0. Como o Lema 14.8 diz que ¢I = —cf,
temos portanto que c¢] > 0 e ¢} < 0 e podemos concluir que ¢} = 0.

Se €] < 0, entdo a ndo estd em G(z) e, portanto, temos z, = uq.
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Suponha agora que 7 satisfaz as trés propriedades descritas no enunciado
e seja a um arco da rede G(z). Suponha por contradigdo que ¢} < 0.

Se a ¢ um arco de GG, temos que z, < uq, POIS caso contrario a nao
poderia ser um arco de G(z) por defini¢do. Mas como temos que ¢} < 0,
entdo a validade da propriedade (iii) implica que deveria valer z, = u,.

Se @ é um arco de G, temos que zgz > 0. Mas como temos que ¢} < 0,
entdo ¢f > 0 pelo Lema 14.8 e, pela propriedade (i), deveria valer zg = 0.

Portanto, provamos por contradicdo que se as trés propriedades sao va-
lidas, entdo ¢ > 0, para todo arco a da rede residual G(z). O

As trés condigoes apresentadas no enunciado do Teorema 14.9 sdo ditas
condigoes de otimalidade para o fluxo z e a funcdo-potencial .

87



Capitulo 15

Método do cancelamento de
circultos

No capitulo anterior, vimos que se nao existem circuitos negativos na
rede residual relativa a um fluxo viavel, entao tal fluxo possui custo minimo.

Partindo dessa observagéo, Goldberg e Tarjan [15] desenvolveram o mé-
todo do cancelamento de circuitos, para a resolucao do problema do
fluxo de custo minimo. O método é também uma prova algoritmica para o
teorema da integralidade, em sua versao para o problema em questao.

Este capitulo apresenta o método de forma genérica e sugere uma imple-
mentacao baseada em uma idéia de Bellman [4]| e Ford [13].

15.1 Descricao

O método do cancelamento de circuitos, descrito abaixo, é um algoritmo
iterativo que recebe uma rede capacitada G, com custo e demanda, e devolve
um fluxo vidvel de custo minimo nessa rede. Cada iteracdo comeca com um
fluxo vidvel z. Sendo assim, um fluxo vidvel deve ser estabelecido na rede
antes do inicio da primeira iteragao.

A idéia do método é reduzir o custo do fluxo viavel inicial através de
circuitos negativos na rede residual, de forma a ndo comprometer sua viabi-
lidade. A obtencao de um novo fluxo a partir do circuito negativo encontrado
deve ocorrer conforme descrito na Segao 14.5.

Caso 1: N&o existem circuitos negativos em G(z).
Devolva z e pare.

Caso 2: Existe um circuito negativo em G(z).
Seja W um circuito negativo em G(z).
Seja z' o fluxo obtido a partir de z e W.
Comece nova iteragao com z’ no papel de z.
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A figura 15.1 mostra uma simulacao completa do método do cancela-
mento de circuitos, a partir de um fluxo vidvel pré-estabelecido.

Figura 15.1: Simulacdo do método do cancelamento de circuitos. Em cada
diagrama, os nlimeros entre parénteses proximos aos arcos representam, res-
pectivamente, seu custo e sua capacidade residual. O primeiro diagrama
representa o fluxo viavel inicial e o dltimo, o fluxo de custo minimo encon-
trado. Os demais diagramas indicam os circuitos negativos na rede residual,
através dos quais o custo do fluxo foi reduzido.

Conforme mencionado, para que o método do cancelamento de circuitos
possa ser aplicado sobre determinada rede, é preciso que um fluxo viavel
exista e seja determinado através de um pré-processamento. Sabemos, pela
Secao 14.2, que é possivel encontrar um fluxo vidvel em uma rede ou ainda
detectar que o mesmo nao existe em tempo polinomial. Portanto, assumi-
remos que o método s6 é executado sobre redes para as quais ja existe um
fluxo vidvel pré-estabelecido.
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15.2 Correcao e desempenho

Se 0 método do cancelamento de circuitos termina, entdo ele devolve um
fluxo vidvel. De fato, o método sempre comeca com um fluxo vidvel. Além
disso, pelo Lema 14.4, se £ é um fluxo vidvel em uma rede G, entdo o fluxo
obtido a partir de z e W, para qualquer circuito W em G(z), também o é.
Assim, o resultado segue por indugdo no nimero de iteragoes.

Notemos também que, se o Caso 1 ocorre, entdo, pelo Teorema 14.5, o
fluxo vidvel devolvido pelo método do cancelamento de circuitos tem custo
minimo, uma vez que sua rede residual ndo contém circuitos negativos.

Resta, portanto, verificarmos que o método péara. Para tanto, vamos
estabelecer um limitante para o seu nimero de iteracoes.

Proposicao 15.1. O método do cancelamento de circuitos encontra um fluzo
vidvel de custo minimo em O(mUQC) iteragdes.

Prova: Seja u a capacidade e seja ¢ o custo da rede G recebida como paré-
metro pelo método do cancelamento de circuitos. Como as capacidades e os
custos dos arcos s20 ndmeros racionais, entdo existem inteiros positivos K3
e Ky tais que Kiu, e Koc, sdo inteiros para todo arco a da rede G.

Além disso, pelo Lema 14.4, se £ € um fluxo vidvel e W & um circuito
em G(z), entdo o custo do fluxo obtido a partir de z e W é custo(z) +
w.custo(W), em que w é a menor capacidade residual de um arco de W.

Sendo assim, e como os circuitos selecionados durante as ocorréncias do
Caso 2 sao todos negativos, concluimos que o custo do fluxo mantido pelo
método diminui em pelo menos 1/(K; K»3) em cada iteracdo.

Notemos, entdo, que o custo de qualquer fluxo vidvel na rede é sempre
limitado superiormente por mUC e inferiormente por —mUC, uma vez que
—(C<cg<£Ce0<z, <U, para todo arco a. Concluimos, portanto, que o
método devolve um fluxo de custo minimo apés O(mUC) iteragoes. O

Um fluxo £ em uma rede é dito inteiro se o valor z, é inteiro para todo
arco a dessa rede. O seguinte teorema é uma conseqiiéncia do método do
cancelamento de circuitos.

Teorema 15.2 (integralidade). Seja G uma rede cujas capacidades dos
arcos e demandas dos vértices sao todas inteiras. Se G admite um fluzo
vidvel, entdo existe um fluzo vidvel de custo minimo inteiro em G.

Prova: Como as capacidades e demandas sdo todas inteiras, entdo todas as
capacidades da rede auxiliar de G, obtida como na Secdo 14.2, sdo inteiras.
Assim, pelo Teorema 5.7, existe um fluxo méximo z inteiro na rede auxiliar
de G. Como G admite um fluxo vidvel, entao a prova da Proposicao 14.1
nos diz que o fluxo x restrito aos arcos de G é um fluxo vidvel nessa rede.
Concluimos, portanto, que G admite um fluxo vidvel inteiro.
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Podemos assumir, portanto, que o método do cancelamento de circuitos
pode ser aplicado sobre a rede GG, partindo de um fluxo viavel inteiro.

Notemos, entdao, que se no inicio de determinada iteracdo do método
o fluxo z é inteiro e se todas as capacidades sdo inteiras, entdo todas as
capacidades residuais também séo inteiras nessa iteracdo. Logo, o fluxo ',
obtido a partir de x e W, também é um fluxo inteiro ao final da iteracgao.

Assim, por inducdo no nimero de iteragoes, temos que o fluxo devolvido
pelo método do cancelamento de circuitos, quando aplicado sobre a rede G,
é inteiro. O resultado segue da Proposicao 15.1. O

O conhecido algoritmo de Bellman, Ford e Moore [4, 13| para o problema
dos caminhos minimos pode ser utilizado para encontrar um circuito negativo
na rede residual ou mesmo detectar sua auséncia. Uma implementacao deste
algoritmo com consumo de tempo O(nm) pode ser encontrada em Cormen,
Leiserson, Rivest e Stein [6]. Ademais, a reducdo do custo do fluxo através
de um circuito negativo pode ser realizada em tempo O(n), pois exige apenas
a visita de cada um dos arcos do circuito ou de seus irmaos no maximo uma
vez. Com isso, concluimos que cada iteracao do método do cancelamento de
circuitos pode ser implementada de forma a consumir tempo O(nm).

Feitas essas observacoes e utilizando também a Proposicao 15.1, podemos
estabelecer o seguinte resultado.

Proposicao 15.3. O método do cancelamento de circuitos pode ser imple-
mentado de modo a evecutar em tempo O(nm2UC).

Por fim, observamos que o limitante estabelecido para a complexidade
do método nao é polinomial. Essa caracteristica pode tornéa-lo invidvel na
pratica quando aplicado sobre determinados tipos de insténcias.

Entretanto, notamos que melhores resultados tedricos e praticos podem
ser obtidos de acordo com a maneira através da qual os circuitos negativos
sdo detectados ou a partir do estabelecimento de regras para a ordem em
que tais circuitos sao processados pelo algoritmo.

O algoritmo simplex para redes, proposto por Dantzig [7], por exemplo,
é uma implementacao do método do cancelamento de circuitos que mantém
estruturas de dados que tornam possivel a identificagao de circuitos negati-
vos em tempo O(m). Apesar de também ndo possuir complexidade teorica
polinomial, tal algoritmo apresenta um excelente desempenho na pratica.
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Capitulo 16

Método dos caminhos de
viabilidade

Edmonds e Karp [10] propuseram um método para resolver o problema
do fluxo viadvel de custo minimo que, de maneira andloga ao método dos
caminhos de aumento para o problema do fluxo méaximo, consiste na idéia
simples de aumentar o fluxo ao longo de um caminho na rede residual. Essa
idéia é o principio basico do método dos caminhos de viabilidade.

Neste capitulo sao apresentados conceitos e resultados preliminares, se-
guidos da descricao do método e da demonstracao de sua complexidade.

16.1 Caminhos de viabilidade

Seja G uma rede com demanda b e seja £ um fluxo sobre G. Como
definimos anteriormente, um caminho alternante é um caminho na rede re-
sidual G(z). Um caminho de viabilidade é um caminho alternante cuja
origem i é tal que e(i) > b(i) e cujo destino j é tal que e(j) < b(j).

Considere agora a seguinte notagdo: se P é um caminho de viabilidade
em G(z), entdo o fluxo ¥ & um fluxo-caminho na rede G(z) tal que z’ =
min{e(i) — b(i),b(j) — e(j), min{r, : a € P}} se a ¢ um arco de P e !’ =0
se @ nao é um arco de P. As defini¢oes de capacidade residual e de caminho
de viabilidade garantem que z%’ & de fato um fluxo-caminho em G(z).

O fluxo z + zF é o fluxo obtido a partir de = e P.

Vamos mostrar a seguir alguns resultados que demonstram que a auséncia
de caminhos de viabilidade é uma condicdo necessaria e suficiente para a
viabilidade de um fluxo, supondo que a rede residual é sempre conexa.

Lema 16.1. Considere um fluzo em uma rede G com demanda b que admite
um fluzo vidvel. Entdo existe um vértice i tal que e(i) > b(i) se, e somente
se, existe um vértice j tal que e(j) < b(j).

Prova: Como a rede G' admite um fluxo vidvel, temos que > ;.. b(3) = 0.
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Seja ¢ um vértice de G tal que e(i) > b(i). Suponha por contradicdo que
todo vértice j é tal que e(j) > b(j). Entdo, > ey, e(d) > D ien, b(8) = 0.
Mas isso ¢ um absurdo, pois pelo Lema 3.1 temos que ),y . e(i) = 0.

Analogamente, seja 7 um vértice de G tal que e(i) < b(i). Suponha por
contradigao que todo vértice j & tal que e(j) < b(j). Entdo, Y ;. e(i) <
> ieng b(1) = 0. Mas isso é um absurdo, pois temos que ) ;. (i) =0. O

Corolario 16.2. Seja x um fluro em uma rede G com demanda b tal que G
admite um fluzo vidvel e a rede residual G(y) € conexa para qualquer fluzo y.
Entdo x € vidvel se, e somente se, G(x) nao tem caminhos de viabilidade.

Prova: Primeiramente, suponha que G(z) ndo tem caminhos de viabilidade.
Como por hipotese a rede G(z) é conexa, isso implica pela definigdo de
caminho de viabilidade que ndo existe um vértice 4 tal que e(i) < b(i) ou
nao existe um vértice i tal que e(i) > b(¢). Logo, pelo Lema 16.1, temos que
e(i) = b(7) para todo vértice 7 da rede G, ou seja, z € um fluxo viavel.
Suponha agora que x seja um fluxo vidvel. Isso implica por definicao
que e(i) = b(i) para todo veértice 7 da rede G. Logo, podemos concluir por
definicdo que ndo podem existir caminhos de viabilidade em G(z). O

16.2 Atualizacoes de potencial

Seja x um fluxo em uma rede G com custo c e seja ™ uma fun¢do-potencial
sobre GG. Considere a seguinte notagdo: dados dois vértices 7 e j de G, o
valor ¢} (%,j) € o custo de um caminho de custo minimo entre i e j na rede
residual G(z), onde o custo dos arcos de G(z) é o custo reduzido c”.

Dado um vértice 7 de GG, uma atualizagao de m em relagao a i e x é
uma fungdo-potencial ' tal que 7'(j) = w(j) — 7 (4, j) para todo vértice j.

Os resultados a seguir demonstram alguns invariantes fundamentais em
atualizacoes de potencial que sao explorados posteriormente pelo método.

Lema 16.3. Seja x um fluxo em uma rede G com custo c, seja © um vér-
tice de G e seja ™ uma fungdo-potencial tal que ci > 0 para todo arco a
de G(z). Seja ' a atualizagdo de m em relagdo a i e z e seja P um caminho
em G(z) entre i e um vértice j de tal que P é um caminho correspondente
ao custo ci(i,7). Entao temos que sao vdlidas as sequintes afirmagoes:

(i) &' >0 para todo arco a de G(z).

(i) ¢§ = 0 para todo arco a de P.

Prova: Como ¢} > 0 para todo arco a de G(z), ndo ha circuitos negativos
em G(z) com relagdo a ¢". Portanto, pelo Lema 2.5 podemos garantir que
T (i, k) — c(i,7) < & para todo arco a = (j, k) de G(z). Logo, temos que
cr(i, k) — ci(i,7) < cg — w(j) + w(k) por definigdo e podemos concluir que
ca — (7(4) = €(3,4)) + (w(k) — c(i,k)) > 0, ou seja, que ¢ > 0.
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Ademais, também pela auséncia de circuitos negativos, o Lema 2.8 ga-
rante que cg (i, k) — i (4,7) = ¢} para todo arco a = (j,k) de P. Logo, temos
que cZ(i, k) — ci(i,j) = ca — w(j) + w(k) por definicdo e podemos concluir
que ¢ — (7(j) = ¢ (4,5)) + (w(k) — ¢&(i, k) = 0, ou seja, que ¢ = 0. O

Corolario 16.4. Seja x um fluro em uma rede G com custo ¢ e seja «
uma fungao-potencial tal que ¢} > 0 para todo arco a de G(z). Seja P um
caminho de viabilidade em G(z) e seja ' o fluzo obtido através de x e P.
Seja i um vértice de G e seja 7' a atualizagdo de ™ em relagdo a i e z. Entdo,
temos que ¢ > 0 para todo arco a de G(z').

Prova: Como a propriedade (i) do Lema 16.3 garante que cg’ > 0 para todo
arco a de G(z), temos apenas que provar que ¢* > 0 para qualquer arco a
que estd em G(z') e ndo estd em G(z). Mas temos por defini¢do que se a esta
em G(z') e ndo estd em G(z), entdo @ estd em P. Logo, pela propriedade (ii)
do Lema 16.3, temos que c;—r' = 0. Portanto, o Lema 14.8 nos permite concluir
que ¢& = 0 e obtemos o resultado. O

16.3 Descricao

Como vimos anteriormente, o método do cancelamento de circuitos man-
tém um fluxo viavel e busca, em cada iteracao, minimizar o custo desse fluxo.
Quando o algoritmo para, certas propriedades garantem que o custo do fluxo
vidvel mantido nao pode mais ser reduzido, ou seja, o custo é minimo.

O método dos caminhos de viabilidade, em contrapartida, mantém um
fluxo ndo necessariamente vidvel e satisfaz desde o inicio certas propriedades
que garantem que, se o fluxo mantido for vidvel, ele tem custo minimo. Em
cada iteragdo, o método busca viabilizar o fluxo mantido, através do aumento
de fluxo em caminhos de viabilidade, sempre fazendo todas as atualizacoes
necessarias para garantir as propriedades que minimizam o custo.

Sob o ponto de vista de programacao linear, pode-se dizer que o método
do cancelamento de circuitos mantém viabilidade primal e busca viabilidade
dual, enquanto o método dos caminhos de viabilidade faz o contrério.

O algoritmo iterativo abaixo recebe uma rede G com capacidade u,
custo ¢ e demanda b e devolve um fluxo vidvel de custo minimo e uma
funcao-potencial que certifica a minimalidade do custo desse fluxo. Cada
iteracdo comega com um fluxo z e uma fungido-potencial w. No inicio da pri-
meira iteracao, temos que z, = 0 para todo arco a tal que ¢, > 0, T, = u,
para todo arco a tal que ¢4 < 0 e 7(i) = 0 para todo vértice 3.

Caso 1: Nao existe vértice ¢ tal que e(z) > b(37).
Devolva z e 7 e pare.

Caso 2: Existe vértice 4 tal que e(7) > b(4).
Seja j um vértice tal que e(j) < b(3).
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Seja P um caminho de viabilidade entre o vértice i e o vértice j tal
que P é um caminho na rede G(z) correspondente ao custo cZ (%, 7).
Seja z' o fluxo obtido a partir de z e P.

Seja 7' a atualizacdo de 7 em relagdo a i e x.

Comece nova itera¢io com z’ no papel de z e 7’ no papel de 7.

Intuitivamente, o método dos caminhos de viabilidade consiste simples-
mente em enviar fluxo de vértices com excesso maior do que a demanda para,
vértices com excesso menor do que a demanda, de forma a eliminar sucessi-
vamente o desequilibrio de todos os vértices da rede. A figura 16.1 mostra
uma simulacao completa do método dos caminhos de viabilidade.

Cabe observar que a corre¢do do método s6 é garantida se a rede G admite
um fluxo viavel e a rede residual G(z) é conexa para qualquer fluxo z. As
Proposigoes 14.1 e 14.2 garantem que essas duas propriedades podem ser
obtidas com pré-processamentos polinomiais. Portanto, para os resultados a
seguir, vamos assumir sem perda de generalidade que elas sao validas.

16.4 Correcao e desempenho

Vamos demonstrar a seguir resultados que provam que o fluxo z devolvido
pelo algoritmo é um fluxo vidvel de custo minimo.

Lema 16.5. No inicio de qualquer iteracao do método dos caminhos de
viabilidade, temos que ¢ > 0 para todo arco a de G(z).

Prova: Primeiramente, considere a primeira iteracdo do algoritmo. Temos
que m(i) = 0 para todo vértice i. Seja a = (4, k) um arco de G(z). Se a esta
em @, entdo temos que ¢ > 0, 0 que implica que ¢} = ¢, — 7(j) + w(k) =
o — 040 = ¢4 > 0. Analogamente, se a nao estd em G, entdo temos ¢z < 0,
o que implica que ¢} = —cg — w(k) + 7(j) = —ca — 0+ 0= —cz > 0.
Portanto, temos que a propriedade desejada é valida na primeira iteracao.
A validade nas iteracoes seguintes segue diretamente do Corolario 16.4. O

Lema 16.6. Seja = o fluzo devolvido pelo método dos caminhos de viabili-
dade. Entdo x é um fluxo vidvel.

Prova: Como a condigdo do Caso 1 garante que ndo existe um vértice ¢
na rede tal que e(i) > b(i), entdo por definigdo ndo existem caminhos de
viabilidade na rede G(z). Logo, o resultado segue do Corolario 16.2. O

Corolario 16.7. Seja x o fluxo devolvido pelo método dos caminhos de vi-
abilidade. Entao x é um fluxo vidvel de custo minimo.

Prova: O resultado segue dos Lemas 16.5 e 16.6 e do Teorema 14.7. O
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Figura 16.1: Simulacdo do método dos caminhos de viabilidade. Em cada
diagrama, os nimeros entre parénteses proéximos aos arcos representam, res-
pectivamente, seu custo reduzido e sua capacidade residual
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Os resultados obtidos acima demonstram que se o0 método péra, entdo o
fluxo devolvido com certeza é um fluxo vidvel de custo minimo. Para concluir
a prova da correcao, resta mostrar que o método para ap6s um ntmero finito
de iteracoes, o que é feito através do resultado abaixo.

Proposicao 16.8. O método dos caminhos de viabilidade encontra um fluzo
vidvel de custo minimo em O(nmU) iteragoes.

Prova: Seja z o fluxo mantido pelo método dos caminhos de viabilidade e
considere a fungdo ®(y) = 37, . [b(i) — €y(4)| para um dado fluxo y. Pelas
condicoes do Caso 1 e pelo Lema 16.1, temos que o método dos caminhos de
viabilidade para quando ®(z) = 0. Ademais, o excesso de um vértice é no
méaximo mU, portanto o valor inicial de ®(z) é no méaximo nmU.

Seja z' um fluxo obtido a partir de z e um caminho de viabilidade P
em G(z). Sabemos por definicdo que a origem i de P é tal que ey (i) > b(%)
e ey (i) < ez(i) e o destino 7 de P é tal que ez(j) < b(j) e ex(j) > ex(j)-
Portanto, podemos concluir que ®(z') < ®(z). Ademais, também podemos
observar que o valor de ®(z) nunca aumenta ao longo do método.

Como as capacidades dos arcos sdo niimeros racionais, entao existe um
inteiro positivo K tal que Ku, é um inteiro para todo arco a da rede. Logo,
temos que em cada iteracdo do método, a capacidade residual do caminho
de viabilidade escolhido é pelo menos 1/K. Isso implica que o valor de ®(x)
diminui em pelo menos 1/K a cada iteragdo do método, o que nos permite
finalmente concluir que o namero de iteragdes do método é O(nmU). O

Em cada iteracao do método dos caminhos de viabilidade, é preciso cal-
cular os custos de caminhos de custo minimo entre um determinado vértice e
todos os outros da rede. O conhecido algoritmo de Dijkstra [8] executa essa
operacao em tempo O(n + mlogn) segundo a implementacdo de Cormen,
Leiserson, Rivest e Stein [6]. Todas as outras operagdes necessarias, como o
aumento do fluxo através do caminho de viabilidade e as atualizagbes, podem
ser feitas em tempo O(n + m). Disso inferimos o resultado abaixo.

Proposicao 16.9. O método dos caminhos de viabilidade pode ser imple-
mentado de modo a executar em tempo O(nmU (n + mlogn)).

Cabe observar que demonstramos uma complexidade pseudo-polinomial
para o método dos caminhos de viabilidade. No préximo capitulo apresen-
taremos uma implementacdo especifica do método que permite resolver o
problema do fluxo de custo minimo com consumo de tempo polinomial.
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Capitulo 17

Path scaling

Como o método dos caminhos de viabilidade para resolver o problema
do fluxo de custo minimo possui muitas similaridades com o método dos
caminhos de aumento para resolver o problema do fluxo méaximo, é natural
esperar que certas estratégias e técnicas que permitem uma melhoria de
desempenho em um deles também tenham o mesmo efeito no outro.

De fato, o método dos caminhos de viabilidade também pode ser imple-
mentado utilizando-se a mesma estratégia de scaling utilizada no algoritmo
capacity scaling, ou seja, a escolha de caminhos de viabilidade com capaci-
dade residual suficientemente grande. E nessa idéia recorrente que reside o
algoritmo path scaling, idealizado originalmente por Orlin [18].

Este capitulo introduz conceitos necessarios para desenvolver o algoritmo,
descreve seu funcionamento e demonstra sua complexidade.

17.1 Correcoes de fluxo

Assim o algoritmo capacity scaling, o algoritmo path scaling utiliza o
conceito de redes residuais restritas por uma constante A. Entretanto, re-
sultados essenciais para a correcdo do método dos caminhos de viabilidade
nao sdo validos para redes restritas. Particularmente, nao é possivel utilizar
o Teorema 14.7, pois como a rede restrita pode nao conter todos os arcos da
rede residual original, as condicoes do teorema podem nao estar satisfeitas.

Para manter a correcao do algoritmo mesmo diante dessas circunstancias,
é necessaria uma operacao especial que altera o valor do fluxo mantido pelo
algoritmo. Seja x um fluxo sobre uma rede G com custo ¢ e seja ™ uma
funcao-potencial sobre G. O fluxo obtido apos a correcao de z em 7 é
um fluxo z', também sobre a rede G, que ¢ definido da seguinte maneira:

Y3
' ug sery>A/2ecl <0,
T, caso contrario.

A corre¢do de um fluxo visa eliminar da rede residual todos os arcos com
custo reduzido negativo, de forma a satisfazer as condi¢oes do Teorema 14.7.
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17.2 Descricao

A idéia do algoritmo path scaling é modificar a versao genérica do método
dos caminhos de viabilidade de tal forma que, em cada iteracdo, exista um
limitante inferior para a capacidade residual de um caminho de viabilidade.
Esse limitante é gradualmente reduzido durante a execugao do algoritmo, de
forma que a correcdo é garantida pelo caso em que ele é minimo.

Para que esse limitante de fato viabilize uma melhoria de complexidade,
ele também ¢é utilizado para limitar inferiormente o desequilibrio dos vértices
escolhidos como extremos, pois pela definicdo de fluxo obtido a partir de um
caminho de viabilidade, uma capacidade residual alta s6 é relevante se os
desequilibrios dos extremos do caminho considerado também forem altos.

O algoritmo iterativo abaixo recebe uma rede G com capacidade u,
custo ¢ e demanda b e devolve um fluxo viavel de custo minimo e uma
funcdo-potencial que certifica a minimalidade. Cada iteragdo comeca com
um fluxo z, uma func¢do-potencial 7 e um limitante A. No inicio da primeira
iteracao, temos que z, = 0 para todo arco a tal que ¢, > 0, x, = u, para
todo arco a tal que ¢, < 0, 7(i) = 0 para todo vértice i e A = 2108V Parg
este algoritmo, o valor c%(i,j) refere-se ao custo de um caminho de custo
minimo entre 4 e j na rede restrita G(z, A), ndo na rede residual G(z).

Caso 1: A<1
Devolva z e 7 e pare.

Caso 2: A>1

Caso 2A: Nio existe um vértice ¢ tal que e(i) — b(7) > A ou
nao existe um vértice j tal que e(j) — b(j) < —A.
Seja z' o fluxo obtido ap6s a corre¢ao de x em .
Comece nova iteragdo com z’ no papel de z e A/2 no papel de A.

Caso 2B: Existe um vértice ¢ tal que e(7) —b(i) > A e
existe um veértice j tal que e(j) — b(j) < —A.
Seja P um caminho de viabilidade entre o vértice 7 e o vértice j
que é um caminho em G(z,A) correspondente ao custo ¢ (2, ).
Seja z' o fluxo obtido a partir de = e P.
Seja 7' a atualizacao de 7 em relacdo a i e .
Comece nova iteragdo com z' no papel de z e 7’ no papel de 7.

De maneira analoga aos algoritmos de scaling anteriores, o algoritmo path
scaling executa O(log U) fases de scaling e sua correcao s6 é garantida se exe-
cutarmos um pré-processamento e um poés-processamento que nos permitam
assumir sem perda de generalidade que as capacidades sdo inteiras.
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17.3 Desempenho

O resultado abaixo fornece um limitante polinomial para o nimero total
de iteracoes do algoritmo, uma melhoria em relacdo a versao genérica.

Proposicao 17.1. O algoritmo path scaling encontra um fluro vidvel de
custo minimo em O(nm + (n 4+ m)logU) iteragdes.

Prova: Vamos considerar novamente a fungdo ®(y) = > ;- n,, [b(1) — ey(4)|
para um dado fluxo y. No inicio da primeira fase de scaling do algoritmo,
temos que ®(z) é no méaximo nmA. Pela descrigdo do algoritmo, temos
que o aumento de fluxo em um caminho de viabilidade reduz ®(z) em pelo
menos A. Logo, a primeira fase de scaling executa no méximo nm iteragoes.

Considere agora uma fase de scaling qualquer do algoritmo. Pelas condi-
¢oes do Caso 2A, temos que no final dessa fase é vélido que e(i) — b(i) < A
para todo vértice 7 tal que e(i) — b(¢) > 0 ou e(z) — b(¢) > —A para todo
vértice 7 tal que e(i) — b(i) < 0. Logo, pelo Lema 3.1 podemos concluir que
®(z) < nA no final de uma fase de scaling qualquer do algoritmo.

Como temos que ¢ > 0 para qualquer arco a da rede G(z,A), temos que
se cI < 0, entdo r, < A. Logo, podemos concluir que ®(z) aumenta em no
méximo mA durante uma correcdo de fluxo. Isso implica que, no inicio de
qualquer fase de scaling do algoritmo temos que ®(z) ¢ no méximo (n+m)A.

Portanto, podemos concluir que a primeira fase de scaling executa no ma-
ximo nim iteragoes e as fases seguintes executam no maximo n + m iteracoes
cada. Logo, o nimero de iteracoes ¢ O(nm + (n + m)logU). O

Como vimos anteriormente que uma iteracdo do método dos caminhos
de viabilidade pode ser implementada em tempo O(n + mlogn), podemos
concluir com o seguinte resultado.

Proposicao 17.2. O algoritmo path scaling pode ser implementado de modo
a ezecutar em tempo O((nm + (n + m)logU)(n +mlogn)).
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Capitulo 18

Cost scaling

Existe um algoritmo polinomial para resolver o problema do fluxo viadvel
de custo minimo que nao se baseia em nenhum dos dois métodos pseudopoli-
nomiais apresentados anteriormente, e sim generaliza o método de pré-fluxo
utilizado para resolver o problema do fluxo méaximo.

O algoritmo cost scaling, proposto por Goldberg e Tarjan [16], baseia-
se na idéia de manter uma solucao aprozximada para o problema do fluxo de
custo minimo e melhorar sucessivamente a aproximacao através de pushes e
relabels.

18.1 Otimalidade aproximada

Um fluxo £ em uma rede com custo c¢ é dito e-6timo, para algum € > 0,
se existe uma funcdo-potencial 7 tal que, para todo arco a da rede, vale que:
(i) Se ¢ > €, entao x4, = 0.

(ii) Se —e < ¢ <€, entdo 0 < x4 < Ug.
(ili) Se ¢! < —e€, entdo T, = uq.

As condigoes (i),(ii) e (iii) sao ditas condi¢Ges de e-otimalidade.

Apresentamos a seguir alguns resultados relacionados & e-otimalidade de
fluxos, utilizados para a descri¢ao e anélise do algoritmo cost scaling.

Lema 18.1. Seja x um fluzo em uma rede G com custo c. Entdo x é e-6timo
em relag@o a uma fungdo-potencial ™ se, e somente se, c¢p > —e, para todo
arco a da rede residual G(x).

Prova: Seja z um fluxo e-6timo em relagdo & funcdo-potencial w. Suponha
por contradicdo que ¢} < —¢, para algum arco a da rede residual G(z).

Se a ¢ um arco de G, entdo, pela condigéo (iii) de e-otimalidade, temos que
Zq = Ug. Mas isso € uma contradigdo, pois a € um arco da rede residual G(z)
nao podendo, portanto, possuir capacidade residual nula. Por outro lado,
se a ndo € um arco de GG, entdo, como a estd na rede residual, devemos ter

zg > 0. Agora, pelo Lema 14.8, temos que ¢ = —c] > e. Mas, entdo,

101



FLUXOS EM REDES Cost scaling

pela condigdo (i) de e-otimalidade, vale que zz = 0, 0 que também é uma
contradi¢do. Assim, ¢ > —¢, para todo arco a em G(z).

Considere agora um fluxo £ e uma fungdo-potencial 7 em G tais que
que ¢ > —¢, para todo arco a de G(z). Vamos mostrar que z é um fluxo
e-6timo com relacdo & w. Para tanto, vamos verificar que as condicoes de
e-otimalidade sao satisfeitas por qualquer arco de G.

Seja a um arco da rede G. Se ¢} > € entdao, novamente pelo Lema 14.8,
temos que ¢k < —e¢, 0 que nos permite concluir que @ nao estd em G(z), ou
seja, que z, = 0. Assim, a condigdo (i) de e-otimalidade é valida.

Como z é um fluxo, entdo a condigdo (ii) é trivialmente valida.

Por fim, se ¢] < —e¢, entao a nao esta na rede residual, o que implica que
Tq = ug. Ou seja, a condicdo (iil) também é valida.

Portanto, z é um fluxo e-6timo. O

Lema 18.2. Seja G uma rede com demanda e custo c. Entdo qualquer fluzo
em G € e-6timo se € > C.

Prova: Seja £ um fluxo qualquer em G e seja m uma funcgdo-potencial tal
que 7(i) = 0, para todo vértice i. Temos, entdo, que i = ¢, > —C, para
qualquer arco a na rede residual G(x). Portanto, pelo Lema 18.1, concluimos
que se € > C, entdo z é um fluxo e-6timo. O

Lema 18.3. Seja G uma rede com demanda e custo inteiro c. Se e < 1/n,
entao qualquer fluxo vidvel e-6timo em G € um fluxo vidvel de custo minimo
nessa rede.

Prova: Seja z um fluxo viavel e-6timo, com € < 1/n. Seja W um circuito
em G(z). Pelo Lema 18.1, temos que ),y ci > —en > —1. Como os cus-
tos sdo todos inteiros, isso implica que ),y i € ndo-negativo, para qual-
quer circuito W em G(z). Agora, sabemos pelo Lema 14.6 que ) .y ci =
Y acw €a = custo(W). Concluimos, assim, que G(z) ndo contém circuitos

negativos e, pelo Teorema 14.5, que = é um fluxo viadvel de custo minimo. [J

18.2 Pushes e relabels aproximados

O algoritmo cost scaling mantém um fluxo e-6timo e busca transforma-lo
num fluxo viavel de custo minimo através de variagbes dos procedimentos
push e relabel, primeiramente apresentados durante a descricao do método
do pré-fluxo para a resolucao do problema do fluxo méaximo.

Apesar de baseados em idéias semelhantes as dos procedimentos push e
relabel j& descritos, os procedimentos utilizados pelo cost scaling apresentam
diferencas fundamentais em relacdo aqueles. Vamos, portanto, redefinir tais
procedimentos, bem como os conceitos relacionados, no contexto do algo-
ritmo que estamos descrevendo.
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Seja G uma rede capacitada, com custo ¢ e demanda b e seja z um fluxo
qualquer em G. Considere também uma funcdo-potencial 7 sobre essa rede
e um valor positivo € qualquer.

Um vértice ¢ de G é dito ativo se ey(i) > b(i) e um arco a da rede
residual G(z) é dito admissivel se —¢/2 < ¢7 < 0.

Seja ¢ um vértice ativo em G e seja a um arco admissivel em 65(@ (7).

Um relabel de i é o processo de obten¢ao de uma funcao-potencial 7', a
partir de 7 e 7, da seguinte maneira: para cada vértice j em Ng,

2 = { () se j # i,

7(j) + €/2 caso contrario.

A funcdo 7' é a funcao-potencial obtida apés um relabel de .
Um push em a é o processo de obtencao de um fluxo ' em G, a partir
de z e a, da seguinte maneira: para cada arco b em Ag,

zp + min{ry, e, (i) — b(i)} se b=aq,
Ty =< xp — min{re, ey(i) — b(1)} se b=a,
Tp caso contrario.

Podemos observar que a definicio do push garante que z’ é de fato um
fluxo. O fluxo z' é dito o fluxo obtido ap6s um push em a.

Também de forma anéloga ao ja definido, um push é saturador se r, =
min{r,, e; (i) — b(i)} e é dito ndo-saturador caso contrario.

18.3 Melhoria de Aproximacgao

Apresentamos aqui um algoritmo de melhoria de aproximacgao que
recebe uma rede G, um fluxo viavel 2’ e uma fungdo potencial 7’ em G, tais
que z' é e-6timo com relacao & 7', e devolve um fluxo vidvel z e uma fungao-
potencial m em G, de forma que z é §-6timo com relacdo a . Para realizar
a melhoria de aproximagdo, o algoritmo utiliza os procedimentos push e
relabel, bem como os conceitos relacionados, definidos na secao anterior.

O algoritmo, descrito abaixo, é iterativo e mantém em cada iteragdo um
fluxo z e uma funcdo-potencial 7. Na primeira iteracdo, m = 7’ e z é definido
da seguinte forma: z, = 0, para todo arco a tal que ¢ > 0, z, = u,, para
todo arco a tal que ¢ < 0, e z, = !, para todo arco a tal que ¢¥ = 0.

Caso 1: Nao existe um vértice ativo em Ng.
Devolva z e 7 e pare.

Caso 2: Existe um vértice ativo em Ng.
Seja i um vértice ativo em Ng.
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Caso 2A: Existe um arco admissfvel em 4, (7).
Seja a um arco admissivel em 55($) (7).

Seja z" o fluxo obtido ap6s um push em a.
Comece nova iteragao com z” no papel de z.

Caso 2B: Nao existe um arco admissfvel em d (7).

Seja 7" a funcgdo-potencial obtida ap6s um relabel de 3.
Comece nova itera¢do com 7" no papel de 7.

O fluxo z e a fungdo-potencial 7w devolvidos pelo algoritmo de melhoria
de aproximacdo sdo ditos fluxo e fungao-potencial obtidos ap6s uma
melhoria de aproximacao sobre z e 7.

O algoritmo cost scaling utiliza o algoritmo de melhoria de aproximacgao
como subrotina. Mais adiante, apés a descricdo completa do cost scaling,
demonstramos que o algoritmo de melhoria de aproximagao sempre termina,
devolvendo um fluxo viével $-6timo e limitamos seu ntimero de iteragoes.

18.4 Descricao

O algoritmo cost scaling é um algoritmo iterativo que recebe uma rede
capacitada G, com custo inteiro e demanda, e devolve um fluxo vidvel de
custo minimo nessa rede e uma funcao-potencial que certifica a minimalidade
do custo do fluxo devolvido. Durante toda a sua execucgdo, ele mantém um
fluxo viavel e-6timo. A idéia é, entdo, reduzir iterativamente o valor de e,
através da utilizagdo do ja descrito algoritmo de melhoria de aproximacao.

Em cada iteragdo, o algoritmo cost scaling mantém um fluxo z, uma
funcdo potencial w e um limitante €. Na primeira iteracdo, £ é um fluxo
viavel qualquer, 7(7) = 0, para todo vértice ¢ da rede e e = C. A descricao
do algoritmo estd abaixo.

Caso 1: e < 1/n.
Devolva z e 7 e pare.

Caso 2: ¢ > 1/n.
Sejam z’ e 7' o fluxo e a fungdo-potencial obtidos ap6s uma melhoria
de aproximacao sobre z e 7.
Comece nova itera¢do com z’ no papel de z, 7’ no papel de 7 e €/2 no
papel de €.

Conforme mencionado, o cost scaling supoe que os custos dos arcos da
rede recebida como pardmetro sdo todos inteiros. Pela Secdo 14.4, sabe-
mos que o problema de encontrar um fluxo de custo minimo em uma rede
com custo racional pode ser reduzido ao problema de encontrar um fluxo de
custo minimo em uma rede com custo inteiro. Além disso, tal reducdo pode
facilmente ser realizada em tempo polinomial.
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Assim, assumiremos, sem perda de generalidade, que o algoritmo cost
scaling sempre recebe uma rede com custo inteiro e utilizaremos esse fato
para prova de sua correcao e andlise de seu desempenho.

Assumiremos também que o algoritmo cost scaling s6 é aplicado sobre
redes que admitam um fluxo vidvel e sobre as quais ja exista um fluxo viavel
pré-estabelecido. Tal fluxo viavel, ou a inexisténcia do mesmo, também
pode ser determinado através de um pré-processamento polinomial, conforme
apresenta a Secao 14.2.

18.5 Correcao e desempenho

Comecgaremos a andlise da correcdo e do desempenho do algoritmo cost
scaling através da andlise da corregcao e do desempenho do algoritmo de me-
lhoria de aproximacdo. Para tanto, vamos limitar o seu nimero de iteragoes
e verificar que ele sempre devolve um fluxo viével $-6timo.

Lema 18.4. O algoritmo de melhoria de aprorimagao sempre mantém um
fluzo 5-6timo.

Prova: Vamos fazer uma prova por indugdo no niimero de iteragoes.

Por construcao, o fluxo z com o qual o algoritmo de melhoria de apro-
ximagdo inicia sua primeira iteracdo é 0-6timo. Logo, a g-otimalidade do
fluxo mantido é claramente vélida no inicio do algoritmo.

Vamos supor, entdo, que o fluxo mantido no inicio de determinada ite-
racao do algoritmo é §-6timo e analisar os efeitos dos possiveis pushes e
relabels efetuados. Neste caso, pelo Lema 18.1, temos que ¢ > —e/2, para
todo arco a da rede residual, no inicio da iteracao.

Se ocorre um push em um arco a, entdo o dnico arco que pode passar a
pertencer & rede residual no final da iteracdo é o arco a. Como o arco a é
um arco admissivel, vale que —e/2 < ¢7 < 0. Assim, pelo Lema 14.8, temos
que ¢& > 0 > —e/2. Notemos também que um push ndo altera o potencial
de nenhum vértice. Portanto, a propriedade ¢ > —e/2 para todo arco a da
rede residual é mantida ao final da iteragao. Ou seja, a $-otimalidade do
fluxo mantido é conservada.

Um relabel de um vértice ativo ¢ ocorre quando nao ha arcos admissiveis
em 5(_;($) (1), ou seja, quando todo arco a em 55@) (z) é tal que ¢ > 0 ou
cr < —€/2. Se a é um arco da rede residual no inicio da iteracdo, entdo
cr > —e€/2, pela hipotese de inducdo. Portanto, temos que todo arco a em
Ja(z) () é tal que ¢ > 0, quando ocorre um relabel de 1.

Yy
a
Y[
a

Como ap6s um relabel o potencial de ¢ aumenta em €/2, temos que o
custo reduzido de todos os arcos em 55(z) (1) reduz em €/2. Mas, como

vimos que o custo reduzido de qualquer arco em 66(36) (1) é ndo-negativo,

entdo, apos o relabel, nenhum deles torna-se menor do que —e/2. Notemos
também que, ap6s um relabel de 7, o custo reduzido dos arcos em 53(@ (1)
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aumenta e que % € o Unico vértice que tem seu potencial alterado. Assim,
ap6s uma iteragdo em que ocorre um relabel, a propriedade ¢ > —e/2 é
mantida para todo arco a da rede residual e, portanto, a 5-otimalidade do
fluxo mantido é conservada, o que conclui a inducao. O
Lema 18.5. Sdo erecutados no mdrimo 3n relabels sobre cada vértice du-
rante o algoritmo de melhoria de aproximagao.

Prova: Seja x um fluxo ndo-vidvel §-6timo durante uma melhoria de apro-
ximagao e seja x’ o fluxo vidvel e-6timo recebido pelo algoritmo como para-
metro.

Seja i um vértice qualquer tal que ey(i) > b(i) e considere o fluxo-
diferenca =’ — . Temos que existe um caminho P entre o vértice 2 e um
vértice j em G tal que ez(j) < b(j) e (z' — ), > 0, para todo arco a de P,
pois, caso contrario, £’ ndo seria um fluxo vidvel.

Assim, temos que P = (ig, ..., %) € um caminho em G(z) e que o cami-
nho reverso P = (ig,...,4g), formado pelos arcos irmaos dos arcos de P, é
um caminho em G(z').

Sejam m e 7' os potenciais correspondentes a x e z’' respectivamente.
Como z é §-6timo, entdo, pelo Lema 18.1, temos que ) . pcy > —k(e/2).
Portanto, pelo Lema 14.6, vale que ), pcq — (i) + 7(j) > —k(e/2). Ana-
logamente, como z’ é e-6timo, temos que Zaeﬁ cg' > —ke e, portanto,
Y ucP Ca — T (j) + 7' (i) > —ke.

Como os arcos de P s&o os irmaos dos arcos de P, temos que Y ,cp Ca =
— Y acP Ca € podemos inferir que ), pc, < ke — 7' (4) + 7' (4).

Temos, entao, que Y ,cpcqs < ke — 7' (j) +7'(i) € D cpCa > —k(€/2) +
7(i) —m(j). Ou seja, —k(e/2) +m(i) — 7 (j) < ke—n'(j) +7'(4) e, finalmente,
(w(i) — '(i)) < (w(j) — 7' (j)) + 3ke/2.

Por fim, observamos que, como e;(j) < b(j), entdo o vértice 7 nunca foi
vértice ativo e, portanto, ndo sofreu relabels. Isto é, w(j) = 7'(j). Ademais,
temos que k < n. Assim, (w(i) — 7'()) < 3ne/2 e, como cada relabel de %
aumenta o potencial de i em €/2, concluimos que o vértice 7 ndo pode sofrer
mais do que 3n relabels. O

Coroléario 18.6. Sdo ezecutados O(n?) relabels durante o algoritmo de me-
lhoria de aproximacdo.

Prova: O resultado segue diretamente do Lema 18.5. O

Lema 18.7. Sao executados O(nm) pushes saturadores durante o algoritmo
de melhoria de aprozimacao.

Prova: Denotemos por 7, o potencial mantido pelo algoritmo de melhoria
de aproximacao na iteracao k.

Seja a = (i,7) um arco que sofre um push saturador em determinada
iteracdo a. Suponha que exista uma outra iteragdo 7, com y > «, em que
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a sofra novamente um push saturador. Para que ocorra um push em a, tal
arco precisa ser admissivel. Temos, portanto, que ¢j* < 0 e ca’ < 0.

Para que um arco seja admissivel, ele precisa estar na rede residual.
Entretanto, sabemos que o arco a nao estd na rede residual no inicio da
iteracdo a+1. Sendo assim, para que a esteja na rede residual na iteracao v,
é preciso existir uma iteracao £, com a < 8 < +, em que o fluxo no arco
@ = (j,4) fol aumentado. Ou seja, o arco @ deve ter sofrido um push na
iteracdo . Mas entao o arco a era um arco admissivel nessa iteracao e,
portanto, cgﬁ < 0. Ou ainda, pelo Lema 14.8, cg® > 0.

Agora, como o custo reduzido de a = (%,j) € negativo na iteracdo « e
positivo na iteracdo 8 e como os potenciais de todos os vértices nunca dimi-
nuem durante a melhoria de aproximagao, entdo o vértice 7 sofreu um relabel
entre as iteragoes a e . Analogamente, como o custo reduzido de a é posi-
tivo na iteracdo [ e negativo na iteragdo vy, entdo o vértice ¢ deve ter sofrido
um relabel entre as iteragoes S e . Concluimos, portanto, que entre dois
pushes saturadores de um arco suas duas pontas sempre sofrem um relabel.

Assim, como pelo Lema 18.5 cada vértice sofre O(n) relabels, entdo cada
arco sofre O(n) pushes saturadores. Conseqiientemente, o nimero de pushes
saturadores estd limitado em O(nm). O

Lema 18.8. Durante o algoritmo de melhoria de aproximacao, a rede for-
mada pelos arcos admissiveis nao contém circuitos.

Prova: Vamos provar a propriedade por inducdo no niimero de iteracoes.
Como o fluxo construido antes do inicio da primeira iteragdo do algoritmo
de melhoria de aproximacao é 0-6timo, entao nao existem arcos admissiveis
e, portanto, a propriedade é trivialmente valida.

Vamos supor, entdao, que a propriedade valha no inicio de determinada
iteracdo e mostrar que ela continua valida ao seu final. Para tanto, vamos
verificar o efeito dos pushes e relabels sobre a rede formada apenas pelos
arcos admissiveis.

Se ocorre um push em um arco a, entdo o tnico arco que pode passar
a pertencer & rede residual é o arco @. Além disso, como o arco a sofre
um push, entdao ele é um arco admissivel e, portanto, ¢ < 0. Mas, entao,
pelo Lema 14.8, temos que ¢ > 0. Ou seja, um push ndo adiciona arcos
admissiveis a rede e, conseqiientemente, ndo hé a formacao de circuitos.

Se ocorre um relabel de um vértice 4, entdo todos os arcos em d (i)
tém seu custo reduzido diminuido em €/2, podendo tornar-se admissiveis.
Mais ainda, tais arcos sao os tinicos que podem tornar-se admissiveis ap6s o
relabel. Entretanto, notemos também que todos os arcos em 65 (1) que eram
admissiveis no inicio da iteracao deixam de ser admissiveis apés o relabel. De
fato, como pelo Lema 18.4 o algoritmo de melhoria de aproximagao sempre
mantém um fluxo $-6timo, entdo, pelo Teorema 18.1, temos que ¢ > —¢/2,
para todo arco a da rede residual. Ademais, um relabel em i aumenta o
custo reduzido de cada arco em 0/, (i) em €/2.
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Assim, ndo hé a formacao de circuito com a adigao de arcos admissiveis
em (i) e a propriedade continua véalida ap6s a iteracdo. O

Lema 18.9. Sdo ezecutados O(n?m) pushes ndo-saturadores durante o al-
goritmo de melhoria de aprorimacao.

Prova: Para cada vértice ¢ da rede recebida como pardmetro, defina g(z)
como o niimero de vértices acessiveis a partir de ¢ na rede formada apenas
pelos arcos admissiveis. Notemos que ¢() > 1, para todo vértice ¢, uma vez
que todo vértice é sempre acessivel a partir dele proprio em qualquer rede.
Ademais, é claro que ¢(i) < n durante todo o algoritmo.

Vamos estabelecer um limitante para o nimero de pushes ndo-saturadores
com o auxilio da funcdo ® := ), ; .iivo 9(¢). Para tanto, vamos verificar como
cada operacao efetuada pelo algoritmo altera o valor de ®.

Como o fluxo construido antes do inicio do algoritmo é 0-6timo, entao nao
existem arcos admissiveis antes da primeira iteracao e, conseqiientemente, o
valor inicial de ® é no maximo n.

Se ocorre um push saturador em um arco a = (7, ), entdo o vértice j
pode se tornar ativo, sem que o vértice ¢ deixe de ser. Com isso, o valor
de @ pode ser acrescido em no maximo n ap6s o push. Como sabemos pelo
Lema 18.7 que o nimero total de pushes saturadores é O(nm), concluimos
que o valor de ® & acrescido em O(n?m) ap6s todos os pushes saturadores.

Se ocorre um relabel de um vértice ativo 7, entao todos os arcos em d (%)
tém seu custo reduzido diminuido em €/2, podendo, portanto, passar a ser
admissiveis. Sendo assim, apés um relabel de 7, g(i) pode ser acrescido em no
méximo n. Por outro lado, conforme ja argumentado na prova do Lema, 18.8,
sabemos também que todos os arcos em 55 (1) passam a ter custo reduzido
nao-negativo e que, portanto, ap6s o relabel, ndo existem arcos admissiveis
em 53(1) Ou seja, ap6s um relabel de %, g(k) ndo aumenta para nenhum
vértice k # i. Logo, @ é acrescida em no méximo n ap6s um relabel. Como
pelo Lema 18.6 ocorrem O(n?) relabels durante todo o algoritmo, entdo ® é
acrescida em O(n?®) em funcio de todos os relabels.

Suponha agora que ocorra um push nao-saturador em um arco a = (i, ).
Neste caso, o vértice 7 deixa de ser ativo e o vértice j pode tornar-se ativo.
Notemos, entdo, que g(i) > g(j). De fato, todo vértice acessivel a partir de j
através de arcos admissiveis também o é a partir de 2, uma vez que o arco a
¢ admissivel no inicio da iteracdo. Entretanto, como pelo Lema 18.8 a rede
formada apenas pelos arcos admissiveis é aciclica, entdo o vértice 7 ndo pode
ser acessivel a partir do vértice j, de onde concluimos que g(i) > g(j) + 1.
Assim, temos que o valor de ® decresce em pelo menos 1 ap6s um push
nao-saturador.

Temos, entdo, que o valor inicial de ® & O(n) e que ® recebe um acréscimo
de O(n?m) + O(n3) durante toda a execucdo do algoritmo. Além disso,
sabemos que o valor final de ® é 0, pois o algoritmo para apenas quando
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nao existem vértices ativos, e que cada push nao-saturador, e apenas eles,
diminuem o valor da fun¢ao em pelo menos uma unidade.

Disso concluimos que o namero de pushes ndo-saturadores ¢ O(n) +
O(n?m)+0O(n?). Por fim, observando que m > n+1 sob a hip6tese de cone-
xidade, concluimos que o ntimero de pushes ndo-saturadores ¢ O(n?m). O

Proposicao 18.10. O algoritmo de melhoria de aproximagao devolve um
fluzo vidvel §-6timo em O(n*m) iteragoes.

Prova: Em cada iteragdo do algoritmo, ocorre um relabel, um push saturador
ou um push nao-saturador. Logo, como conseqiliéncia dos Lemas 18.7 e 18.9
e do Corolério 18.6, o algoritmo para em O(n?m) iteragoes.

Agora, pelo Lema 18.4, o algoritmo de melhoria de aproximagdo sem-
pre mantém um fluxo §-6timo. Ademais, no inicio da tltima iteracdo, nao
existem vértices ativos. Isto é, ndo existem vértices tais que e(i) > b(7) e,
em func¢do do Lema 16.1, ndo existem vértices com excesso diferente da de-
manda. Portanto, o fluxo x é vidvel no inicio da tltima iteragdo, de onde
segue o resultado. O

Podemos, agora, estabelecer a correcao e a anélise do desempenho do
algoritmo cost scaling.

Lema 18.11. O algoritmo cost scaling mantém um fluzo vidvel e-6timo du-
rante toda a sua execugao.

Prova: O resultado pode ser estabelecido por indugdo no niimero de ite-
racoes. Pelo Lema 18.2, temos que o fluxo z definido antes do inicio do
algoritmo é um fluxo vidvel e-6timo com relagdo & fungdo potencial .

Ademais, pela Proposicao 18.10, uma melhoria de aproximacao, que deve
receber como pardmetros um fluxo vidvel x e uma funcio-potencial 7 tais
que z é e-6timo com relagao a m, sempre devolve um fluxo vidvel z’ e uma
funcao potencial 7’ tais que ' é §-6timo com relagdo a 7.

Portanto, se determinada iteracdo comeca com um fluxo vidvel e-6timo,
entdo ela termina com um fluxo viavel $-6timo.

Para concluir o resultado, basta observarmos que o valor de € é reduzido
pela metade ao final de cada iteracao. O

Proposicao 18.12. O algoritmo cost scaling encontra um fluzo vidvel de
custo minimo em O(log(nC)) iteragdes.

Prova: Pelo Lema 18.11, no inicio da dltima iteracao do cost scaling, x é um
fluxo viavel e-6timo, para algum e < 1/n. Agora, como estamos assumindo
que os custos sao todos inteiros, entao, pelo Lema 18.3, z é um fluxo viavel
de custo minimo no inicio da dltima iteragdo do algoritmo.

Para concluir, basta observarmos que todas as iteragoes do algoritmo
cost scaling estdo bem definidas, em funcao da corretude do algoritmo de
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melhoria de aproximacao, e que ocorrem O(log(nC)) iteragdes, uma vez que
o valor inicial de € é C, o algoritmo termina quando € < 1/n e o valor de €
é reduzido pela metade a cada iteragao. O

Por fim, vamos apresentar alguns resultados para que seja possivel esti-
mar o consumo de tempo de uma implementacao do algoritmo.

Lema 18.13. Se um arco a = (i,j) nao é admissivel no final de uma itera-
¢@o a do algoritmo de melhoria de aproximacgao, entdo ele € admissivel no
inicio de uma iteragdo vy, com a < vy, somente se existe uma iteragdo 3, com
a < B <7, na qual i sofre um relabel.

Prova: Denotemos por 7, a funcdo-potencial mantida pelo algoritmo de me-
lhoria de aproximacdo na iteracdo k.

Se um arco a nao é admissivel no final da iteracdo «, entdo a ndo esta na
rede residual no final dessa iteracdo ou ¢f* > 0. O caso em que ¢}* < —¢/2
nunca ocorre, pois sabemos que o algoritmo de melhoria de aproximacao
sempre mantém um fluxo §-6timo.

Se o primeiro caso ocorre, entdo, para que a seja admissivel na iteracdo =,
ele precisa estar na rede residual no inicio dessa iteracdo. Mas entao deve ter
ocorrido um push sobre o arco @ em alguma iteracio o/, com a < o < 7.
Neste caso, o arco @ era admissivel na iteracdo o' e, portanto, —e/2 < cg“' <
0. Assim, pelo Lema 14.8, ¢/2 > ¢; > 0. Ou seja, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que o segundo caso ocorre. Isto é, podemos
assumir que ¢ > 0.

Temos, entdao, que o custo reduzido do arco a é positivo na iteracdo «
e negativo na iteracao <y, uma vez que a € um arco admissivel nesta dltima
iteracdo. Ademais, sabemos que durante toda a execucao do algoritmo os
potenciais s6 aumentam e, portanto, o custo reduzido do arco a = (7,J) s6
diminui quando o potencial do vértice i aumenta. Por fim, notamos que o
potencial do vértice ¢ aumenta apenas quando o mesmo sofre um relabel, de
onde podemos concluir o resultado. O

Lema 18.14. Durante a execugdo do algoritmo de melhoria de aproximagao,
o tempo total gasto para saber qual operacdo deve ser feita em cada iteragao
¢ O(nm).

Prova: Um vértice 1 deve sofrer relabel em uma iteracdo se nenhum arco
de 55(w) () é admissivel nessa iteragdo. Portanto, em uma anéalise de pior caso
temos que o conjunto 5&(:6) () deve ser varrido em todas as iteragdes. Porém,
0 Lema 18.13 implica que se um arco foi verificado como nao admissivel, ele
nao precisa ser verificado novamente até o vértice 7 sofrer um relabel.

Logo, como o Lema 18.5 nos diz que um vértice sofre no méaximo 3n
relabels, temos que o tempo total gasto para descobrir se os vértices ativos

devem sofrer push ou relabel ¢ O(3n ), v |65(m) (1)]) = O(nm). O
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Proposicao 18.15. O algoritmo de melhoria de aprorimagdo pode ser im-
plementado de modo a evecutar em tempo O(n’m).

Prova: Cada operacao push e cada operacao relabel pode ser executada em
tempo constante. Ademais, pelos Lemas 18.7 e 18.9 e pelo Corolério 18.6,
sabemos que ocorrem O(n?m) operacdes no total. Além disso, conforme es-
tabelecido pelo Lema 18.14, o tempo total gasto para decidir se uma operagao
push ou relabel deve ser executada no inicio de cada iteragdo é O(nm).
Para concluir o resultado, notamos que é possivel acessar um vértice
ativo em tempo constante no inicio de determinada iteracao, se a implemen-
tacao do algoritmo utilizar, por exemplo, uma estrutura de dados FIFO -
fila simples - para armazenar os vértices ativos. U

Proposicao 18.16. O algoritmo cost scaling pode ser implementado de modo
a executar em tempo O(n’mlog(nC)).

Prova: Conforme j4 estabelecido, o algoritmo cost scaling executa O(log(nC))
iteracoes sendo que, em cada iteracdo, a Unica operacao que nao consome
tempo constante é a melhoria de aproximacdo. Ademais, pela Proposi-
¢ao 18.15, o procedimento de melhoria de aproximacao pode ser implemen-
tado de forma a consumir tempo O(n?m). Assim, é possivel implementar o
algoritmo cost scaling de modo que ele execute em tempo O(n?mlog(nC)).

O
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