Proposta de Trabalho de Formatura

Computacao Quantica: Complexidade e Algoritmos

Aluno: Marcel Kenji de Carli Silva
Orientadora: Cristina Gomes Fernandes

Esta proposta consiste num trabalho de iniciacao cientifica
financiado pela FAPESP (processo no. 03/13237-7).

1 Introducao

Pode-se dizer que a teoria de computacao quantica iniciou-se nos anos 80,
quando Feynman [10] observou que um sistema quantico de particulas, ao
contrario de um sistema classico, parece nao poder ser simulado eficiente-
mente em um computador classico e sugeriu um computador que explorasse
efeitos da fisica quantica para contornar o problema.

Desde entao, até 1994, a teoria de computacao quantica desenvolveu-se
discretamente, com varias contribuigées de Deutsch [7, 8], Bernstein e Vazira-
ni [3], entre outros, que colaboraram fundamentalmente para a formalizagao
de um modelo computacional quantico.

Foi apenas em 1994 que a teoria recebeu um forte impulso e uma enor-
me divulgagao. Isso deveu-se ao algoritmo de Shor [19, 20], um algoritmo
quantico para fatoracao de inteiros, considerado o primeiro algoritmo quan-
tico combinando relevancia prética e eficiencia. O algoritmo de Shor é uma
evidéncia de que o modelo computacional quantico proposto pode superar
de fato o modelo classico. Dado um inteiro n com pelo menos dois divisores
primos distintos, o algoritmo de Shor calcula um divisor nao-trivial de n em
tempo O(log3n). O problema da fatoragao de inteiros é reconhecidamente
dificil do ponto de vista classico, a ponto de ser a base de um dos mais fa-
mosos sistemas criptograficos atualmente em uso, o RSA [17]. O resultado
de Shor impulsionou tanto a pesquisa pratica, objetivando a construgao de
um computador segundo o modelo quantico, quanto a busca por algoritmos
criptograficos alternativos e algoritmos quanticos eficientes para outros pro-
blemas dificeis. Essas e varias outras questoes, relacionadas tanto com a
viabilidade do modelo quantico quanto as suas limitacoes, tém sido objeto
de intensa pesquisa cientifica.



2 Objetivos

Estudar os fundamentos da teoria de computacao quantica. Este trata-se
de um projeto conjunto de iniciacao cientifica envolvendo os alunos Marcel
Kenji de Carli Silva e Carlos Henrique Cardonha.

Inicialmente visamos complementar o estudo das areas afins ligadas ao
tema e posteriormente nos aprofundar nos aspectos de teoria de complexidade
computacional e nos aspectos algoritmicos desta nova érea.

Das areas afins, estudaremos os seguintes tépicos, que sao necessarios
para o entendimento do modelo e de suas potencialidades: espacos de Hil-
bert, fundamentos de mecanica quantica, modelos de computacao classicos
(méquinas de Turing, deterministicas e probabilisticas, circuitos booleanos)
e outros que se mostrem necessarios a medida que avancamos nos estudos.

No que diz respeito a computacao quantica propriamente, concentrare-
mos os nossos estudos em dois topicos da teoria de computacao quantica:
complexidade computacional (o estudo do novo modelo propriamente, de cir-
cuitos quanticos, universalidade, classes de complexidade advindas do modelo
quantico, etc) e algoritmos quanticos (o estudo dos algoritmos de Deutsch,
de Simon, de Shor e de Grover).

Como subproduto da iniciacao cientifica, pretendemos produzir um texto,
nos moldes do que estéd sendo produzido ja (http://www.linux.ime.usp.br
/~magal/quantum/), com todo o conteido que for estudado durante esta
iniciacao cientifica.

Durante os trés primeiros meses do projeto, os dois alunos estudaram os
mesmos temas, por se tratarem de topicos basicos da disciplina. A partir do
quarto mes, o Marcel comegou a se concentrar no estudo dos algoritmos de
Shor e de Grover, enquanto o Carlos comecou a se concentrar no estudo dos
aspectos de complexidade computacional.

3 Atividades realizadas

Os resultados concretos do estudo realizado até o momento encontram-se
no texto que esta sendo produzido, que segue em anexo. A seguir, contamos
como foi feito o estudo durante o periodo do relatorio, que itens da bibliografia
foram estudados, os progressos e as dificuldades encontrados durante o estudo
feito. Terminamos com um cronograma de estudos.

Inicialmente estudei por cerca de duas semanas, seguindo o livro de Grus-



ka [12], os conceitos de registrador quantico, teorema do no-cloning e ema-
ranhamento quantico (quantum entanglement), essenciais para o prossegui-
mento do projeto. O teorema do no-cloning mostra limitagoes fundamentais
impostas pelo fato de que as operagoes sobre registradores precisam ser uni-
tarias. O fenomeno do emaranhamento quantico mostra porque nao ¢ trivial
simularmos eficientemente um computador quantico através de um compu-
tador no modelo cléssico. (Na verdade, nao se sabe até hoje se tal simulagao
eficiente ¢ possivel.)

Feito isso, comegamos um estudo aprofundado do artigo de Bernstein e
Vazirani [3] sobre complexidade no modelo quantico. O texto é bem extenso
e levamos cerca de quatro semanas para ler todo o contetido. Os autores
definem uma maquina de Turing quantica e as operacoes permitidas. Depois
algumas limitagoes, como reversibilidade e necessidade de sincronizagao, sao
tratadas com mais cuidado, pois elas dificultam a implementacao de primi-
tivas que sao faceis de se usar no modelo cléssico, como lacos e condicionais.

E apresentada entao uma série de resultados sobre decomposicao de ma-
trizes unitarias de dimensao arbitraria em matrizes unitarias de dimensao 2
definidas como quase-triviais, que sao as rotagoes e mudancas de fase. Esta
secao nos interessou muito e estudamos o assunto a fundo. Porém, tivemos
algumas dificuldades de compreensao pois os autores nao deixaram clara a
separacao entre os diversos tipos de erros numéricos que podem ocorrer: um
deles é pelo fato de que é preciso representar niimeros com uma precisao
finita e o outro é pelo fato de utilizarmos rotacao e mudanca de fase de um
Unico angulo para aproximar tais operagoes em angulos arbitrarios.

Finalmente, os resultados de todas as secoes anteriores sao sintetizados
para a construcao de uma maquina de Turing universal quantica. Ao longo
do texto, diversas vezes é discutido o aspecto de erros de arredondamento
e porque uma maquina quantica nao é considerada uma méaquina analdgica.
Tais discussoes tinham menos relevancia para nosso estudo, de modo que
nao nos detivemos nesses detalhes onde julgamos adequado. No nosso tex-
to, optamos por apresentar uma versao dos resultados de decomposicao de
Bernstein e Vazirani [3] omitindo-se os erros advindos da impossibilidade de
se manipular niimeros com precisao infinita.

Cabe ressaltar que a nossa compreensao do artigo foi facilitada pelo fato
de estarmos cursando neste primeiro semestre a disciplina MAC0430 ALGO-
RITMOS E COMPLEXIDADE DE COMPUTAGAO, através da qual nos familiariza-
mos com diversos conceitos relevantes.

Esperavamos encontrar neste artigo uma formulagao precisa da medida
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de tempo no modelo quantico. Como o que foi encontrado nao é claramente
equivalente ao que foi encontrado em outras fontes, onde a andlise de tempo
é feita em funcao da profundidade ou tamanho de circuitos, resolvemos pes-
quisar mais sobre o assunto. Procuramos entao por tal formulagao no livro de
Gruska [12] e nos artigos de Barenco et al. [2, 1], Shor [20] e Deutsch et al. [9],
mas nada definitivo foi encontrado. Apds duas semanas de discussao chega-
mos a uma formulagao razoavel do ponto de vista matematico, mas que nao
sabemos se é realistico fisicamente.

O que buscamos é algum tipo de resultado de decomposicao de matrizes
unitarias em matrizes unitarias “pequenas”, que correspondam as operagoes
bésicas realizaveis em um computador quantico. O que nao é muito claro é
quais matrizes unitarias seriam os blocos basicos de uma tal decomposicao.

O estudo do artigo de Bernstein e Vazirani [3] nos levou a postergar
o estudo do papel dos circuitos quanticos nesse contexto. Com o estudo
de tais circuitos e sua relagao com o modelo de computacao adotado — a
maquina de Turing quantica — acreditamos que tais dividas deverao ser
resolvidas. B nosso plano fazer esse estudo em julho através das notas de
aula de Preskill [16].

Enquanto o Carlos trabalhava em reescrever os resultados de decompo-
sicdo de matrizes unitdrias de Bernstein e Vazirani [3], iniciei o estudo dos
problemas de Deutsch e de Deutsch-Jozsa e dos algoritmos quanticos que
os resolvem. Isso foi feito através do livro de Gruska [12] e do artigo de
Cleve et al. [5], que apresenta versoes melhoradas dos algoritmos propostos
originalmente. O problema de Deustch-Jozsa nao pode ser resolvido efici-
entemente no modelo classico, mas isso é possivel no modelo probabilistico.
Alguns conceitos basicos de algoritmos e classes de complexidade probabi-
listicos foram estudados no livro de Papadimitriou [15]. Isso durou cerca de
duas semanas.

Passamos entao para o problema de Simon [21], durante duas semanas.
Estudamos o algoritmo que resolve o problema. Para a anélise de sua correcao
e do tempo esperado, precisamos utilizar alguns conceitos de algebra linear
acerca de espacos vetoriais definidos sobre corpos finitos. Tais conceitos foram
estudados através do livro de Moreira e Kohayakawa [13].

Como pré-requisito para o estudo do algoritmo de fatoracao de Shor,
comegamos o estudo de alguns testes probabilisticos de primalidade. Antes
de entrar na parte de teoria dos niimeros propriamente dita, estudamos mais
cuidadosamente sobre algoritmos e classes de complexidade probabilisticos,
através dos livros de Papadimitriou [15] e de Motwani e Raghavan [14].
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Estudamos um pouco de teoria dos niimeros tanto para a familiarizagao
com os conceitos e certas propriedades como também pelo fato de eles serem
essenciais para a compreensao de testes de primalidade e do algoritmo de
Shor. Esse estudo foi feito através do livro de Papadimitriou [15], de Knuth,
Graham e Patashnik [11] e de Rosen [18]. O teste de primalidade de Miller-
Rabin foi estudado através do famoso livro de Cormen et al. [6].

Por fim, sondamos quais aspectos da transformada de Fourier deveriam
ser estudados para a compreensao da transformada quantica de Fourier e seu
uso no algoritmo de fatoragao de Shor. A teoria sobre tais transformadas ¢é
bastante extensa e pretendemos estudar a fundo apenas resultados relevantes
para nosso projeto. Alguns progressos foram obtidos através da leitura do
livro de Gruska [12], Brigham [4] e Cormen et al. [6].

Vale ressaltarmos que, ao longo deste periodo, revisamos constantemente
diversas secoes do nosso texto, aprimorando-as. Nao conseguimos ainda es-
crever sobre todos os assuntos estudados, mas pretendemos fazé-lo ao longo
do periodo seguinte.



4 Cronograma para o proximo periodo

O cronograma estipulado para os préximos 6 meses é o seguinte.
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Legenda:

1. Estudo (de parte) das notas de aula de Preskill [16].

2. Inclusao no texto da parte estudada sobre algoritmos para teste de primalidade
no modelo cléssico.

3. Estudo da transformada de Fourier quantica.

4. Estudo dos algoritmos de Shor.

5. Estudo dos algoritmos de Grover.

6. Finalizacdao do texto e preparacao do relatério final.

O estudo da parte das notas de aula de Preskill [16] tem como objetivo
identificar a relagao entre a medida de consumo de tempo numa méquina de
Turing quantica, num circuito quantico e nos algoritmos quanticos descritos
na literatura. O estudo da transformada de Fourier quantica sera voltada a
entendermos seu papel nos algoritmos quanticos. Os itens 3, 4 e 5 incluem a
escrita do material referente a esses tépicos.

Considerando que, durante o proximo semestre, estaremos cursando me-
nos disciplinas e metade delas sao disciplinas mais leves, acreditamos que o
cronograma acima € viavel e deixa espago para possiveis revisoes do texto
que se mostrem necessarias.

5 Estrutura da monografia

A monografia serd constituida do texto que ja esta sendo preparado, apre-
sentando a area de computacao quantica. Pretendemos que seja, dentro do
possivel, um texto que possa ser lido e compreendido por qualquer pessoa



com uma formacao razoavel em ciéncia da computagao e que passe a idéia do
que consiste o modelo quantico de computacao, quais as principais diferencas
em relagao ao modelo classico, exemplos de algoritmos quanticos, incluindo
o mais famoso deles, de Shor, para fatoracao de inteiros, e incluindo tam-
bém a apresentagao das classes de complexidade quanticas e sua relagao com
as classicas. Parte desse texto ja estd escrita, e estd acessivel no endereco
http://www.linux.ime.usp.br/~magal/quantum/quantum.ps.
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