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NUmeros de Ramsey

NUmero de Ramsey R(m,s): menor N tal que
todo grafo com NN vertices possul um clique de
tamanho s ou um conjunto independente de
tamanho m.

Ramsey (1930): para todo m e s dados, R(m, s)
esta bem definido (é finito).
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NUmeros de Ramsey

Cotas para numeros de Ramsey

* método probabilistico: cotas para numeros
de Ramsey;

 construcoes explicitas de grafos: cotas
inferiores para numeros de Ramsey fora da
diagonal (m > s).

Obs.: R(m,s) = R(s, m) para todo m e s.
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Método Probabilistico

Metodos Probabilisticos: técnicas
nao-construtivas gue demonstram a existéncia
dos objetos procurados. Idéia: estabelecer um
espaco de probabilidade e provar gue, com
probabilidade positiva, um objeto escolhido
aleatoriamente neste espaco possul as
oropriedades desejadas.

Referéncias classicas: The Probabilistic Method
1] e Probabilistic Methods in Combinatorics [2].
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Cotas Probabilisticas

« existe funcao a(m, s) com lim,, .., a(m,s) =0
tal que para todo s > 3,

R(m, S) > m(s—l—a(m,s))/Q.

» existem constantes ¢, < 2 - 20°79 (s > 3) tais
gue se m e suficientemente grande,

Csms—l

R(m, s) < log m)—2
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Cotas Construtivas

* Noga Alon e Pavel Pudlak [3]: construcéao
explicita de grafos, fortemente baseada em
corpos finitos.

> Técnicas de algebra linear, caracteres de
grupos, probabilidades etc.

* N. Alon [4]. construcdes explicitas de grafos
livres de triangulos que nao possuem
conjuntos independentes grandes.
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Resultado Principal

Teorema 1. Existe uma construcao explicita de grafos da
gual decorre que, para todo m suficientemente grande e
todo s, temos R(m, s) > meV1oss/loglogs gnge ¢ > (6

uma constante absoluta.

Obs.: Compare com a cota probabilistica:
R(m, S) > m(s—l—a(m,s))/Q_

|
Cotas Construtivas para Nomeros de Ramsey fora da Diagonal — p. 7/20



Grafos Norma

Definic 40 1. Sejam g uma poténcia de um primo,¢t > 1 e
N(z) = 2~V/e=1) (3 € GF ) [norma de GF ;
sobre GF,|. Grafo norma NG, ; :

> conjunto de vértices = GF
> a, b ligados por aresta se e somente se N (a + b) = 1

Permitimos lagos: se /N (2a) = 1, ha um lago em a.
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Grafo de Cliques

Definic 40 2. Seja G um grafo. Grafo de Cliques de G,
CQ(G):
> vértices = conjunto de cliques de (& de tamanho pelo

menos 2.

> K, L ligados por aresta se e somente se existe
{u,v} € Egcomue K\ Leve L\ K.

Definimos CQ,.(G) como o grafo de k- cliques de G.

O grafo de Ramsey construido & CQ; (NG, ;)
para valores de k, ¢, t a serem definidos.
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Propriedades do Grafo de Cliques

* a(G): tamanho do maior cj. independente do
grafo . Para todo k£, temos
a(CQi(G)) < a(G).
Prova combinatoria: mapa explicito entre
conjuntos independentes dos grafos.

« Se CQ(G) possui um cliqgue de tamanho
> Kk!(I — 1)* entdo G possui um subconjunto
de ki vértices com () arestas.
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Propriedades dos Grafos Norma

« O numero de vértices de NG, ; é n = ¢".
» O grafo é d-regular, onde d = (¢ — 1)/(q¢ — 1).

* NG, nao contém um K, ;1. Sao utilizadas
técnicas de geometria algébrica para provar
este resultado.
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Propriedades dos Grafos Norma

« O maior auto-valor do grafo € d (isto vale para
todo grafo d-regular).

 Todos os demais auto-valores sao limitados

por ¢'/%(q — 2)/(q — 1) < \/n.
Dem.: cota de Well para soma de caracteres.
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Propriedades dos Grafos Norma

» a(NG, ;) = O(n'/?*1/") (omitindo os lagos de
NG, +). Segue da relacao entre auto-valores
do grafo e o numero de arestas que tem
pontas em dois conjuntos de vertices.
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Propriedades dos Grafos Norma

- Para cada k£ < [t/2], o nUmero de cliques de
tamanho £ em NG, ; & assintoticamente
1 k— k /t
Hn (2) .
Dem.: inducao finita, técnicas probabilisticas.

Obs.: Tomando k£ = [t/2], o nr. de cliques é
n3t/8 (com g e t bem grandes).
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Esboco da Demonstracao

As varias partes do artigo se integram:

» Fato: Se um grafo tem um numero “grande”
de arestas, ele contem um K 4.

« CQ.(G) contem um clique grande somente
se G tem uma regiao densa (muitas arestas).

* NG, ndo contém K, ;.1 e entdo CQ,(NG,+)
nao tem um cligue grande.

* a(CQL(NGy)) < a(NGy,) = O(”1/2+l/t)-
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Técnicas Utilizadas

Estimacao de auto-valores

1. Cada caractere y do grupo aditivo de GF(q")
induz um vetor x = (x(a))accr(g)-

2. Prova-se que x é auto-vetor de A%, onde A é
a matriz de adjacéncia do grafo.

3. Ha precisamente ¢' caracteres LI formando
uma base de auto-vetores para A>.

4. Aplicamos a cota de Well para soma de
caracteres para limitar os auto-valores.
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Técnicas Utilizadas

Auto-valores fornecem dois resultados:

» Sejam B, C' conjuntos de vertices. ep ¢: # de
arestas com uma ponta em B e a outra em C.

d
enc——|BIICI| < AVIBIICI,

A. segundo maior auto-valor.

» Pseudo-aleatoriedade do grafo é relacionada
com .
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Técnicas Utilizadas

Cota para ep p hos fornece limitante superior
para a(NG, ;).

Probabilidade e esperanca usada para estimar
numero de k-cliques de NG, ;: grafo é
pseudo-aleatorio.
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Construcao Livre de Triangulos

« Uma construcao algébrica é usada (Grafo de
Cayley). Garantia de um grafo livre de
triangulos.

o Auto-valores sao estimados usando
resultados de teoria dos codigos.

« A funcao v de Lovasz € usada junto aos
auto-valores para limitar o nimero de
Independéncia do grafo.
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