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Resumo

Esta monografia pretende abordar uma boa parte dos assuntos estudados por mim
durante a minha iniciacdo cientifica, cujo titulo é “Métodos Probabilisticos e Algé-
bricos em Combinatéria”. Espero poder exemplificar diversas técnicas sofisticadas
empregadas em problemas combinatérios numa abordagem simples porém completa.
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1 A Iniciacao Cientifica

Descreverei nesta se¢do, de forma breve, as atividades da minha inciagado cientifica, que é
também o meu trabalho de formatura. Meu orientador foi o Prof. Yoshiharu Kohayakawa.
Gostaria de agradecé-lo por guiar a pesquisa da minha IC, em particular, por escolher as-
suntos que foram muito interessantes e despertaram meu interesse em pesquisa cientifica.

Os assuntos estudados foram muitos. As referéncias basicas sdo o livro de N. Alon e
J. Spencer, The Probabilistic Method [1] e o pré-release do livro Linear Algebra Methods in
Combinatorics [2], de L. Babai e P. Frankl. Além deles, alguns artigos sofisticados foram
estudados. Resolvi incluir nesta monografia o conteido de uma monografia submetida a
Jornada de Iniciagdo Cientifica do IMPA. O trabalho foi selecionado para uma apresentagdo
oral no IMPA e estard concorrendo a participagdo num coléquio em 2005.

Os motivos para incluir este contetido vao além do orgulho de um trabalho bem feito.
Este trabalho inclui muitas técnicas sofisticadas, envolvendo varias dreas da matematica
para construir um objeto combinatério. Além disso, ele contém uma porgao substancial
do contetido estudado nesta iniciagdo cientifica.

1.1 Metodologia de Estudo

Durante a iniciagdo cientifica, eu e meu orientador nos reuniamos semanalmente. Basi-
camente eu estudava algum assunto especifico ou resolvia algum problema relacionado
e entdo preparava uma apresentagdo oral. Este esquema foi muito produtivo. Por exem-
plo, a monografia que estd inclusa neste trabalho surgiu a partir de diversas apresentacdes.

Inicialmente s6 havia um texto pouco estruturado. A partir dos comentdrios e opinides
expressados durante as apresentagdes, esse texto foi remodelado e deu origem a mono-
grafia entregue. Um outro exemplo foi um problema proposto, resolvido por mim de uma
maneira peculiar. Elaborei um pequeno artigo contendo uma generalizagdo da solugao e
submeti tal artigo para para publicagdo na RMU (Revista de Matematica Universitaria). O
artigo foi aceito e serd publicado na préxima edicdo da revista. A seguir, descrevo breve-
mente a solucdo para tal problema.

2 Conjuntos Livres de Somas - Problema Resolvido

Dizemos que um conjunto S é livre de somas quando nao existem a,b,c € S, tais que
a + b = c. Vamos apresentar um teorema, provado por Erd6s em 1965.
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Teorema 2.1. Todo conjunto B = {b1,...,b,} de inteiros nao nulos contém um subcon-
Junto A, livre de somas, de tamanho |A| > n/3.

Demonstragdo. Seja p = 3k + 2 um primo satisfazendo p > 2maxi<;<y |b;| e defina C' =
{k+1,k+2,...,2k+ 1} C Z,. Veja que C é livre de somas em Z, e que
IC| E+1 1
—— =

p—1 3k+17~ 3
Escolha um elemento aleatdrio x, de Z;, conforme uma distribui¢cdo uniforme. Defina
d; = xb; mod p, 1 < ¢ < n. Note que como p é primo e b; 2 0 (mod p), pi(z) = xb;
é uma fungao bijetiva e, portanto, P[d; € C] = |C|/(p — 1) > 1/3. O ntimero esperado
de elementos b; tais que d; € C é maior que n/3. Logo, existe um z € Zy e A C Bde
cardinalidade |[A| > n/3 tal que zy mod p € C para todo y € A. Mas A é livre de somas,
pois se a1, az,a3 € A sdo tais que a; + a2 = a3, entdo za; + raz = zaz (mod p), o que
contradiz o fato de que C é livre de somas. O

Um dos problemas propostos no livro Probabilistic Method [1] consistia em demonstrar uma
generalizagdo do teorema de Erd6s. Queremos mostrar que todo conjunto B = {b1,...,b,}
de reais ndo nulos contém um subconjunto A, livre de somas, de tamanho |A| > n/3.

Seja B = {b1,...,b,} um conjunto de n nimeros reais. Sejam z1, ..., z,, varidveis. Para
cadal < 4,5,k <ncomb; + b; = by, adicione a equagdo z; + z; — z; = 0 a um sistema de
equagOes lineares. Se ndo existem 4, j, k dessa forma, entdo B é livre de somas e o enunci-
ado é satisfeito.

Caso o sistema tenha pelo menos uma equacao, podemos definir uma matriz T, correspon-
dente ao sistema linear homogéneo formado. Note que as entradas de T sdo elementos de
{0,1, -1}, que sdo racionais.

Denotamos ker(T) = {x | Tx = 0} (alguns autores definem o ntcleo de uma trans-
formagdo linear T como Null(T)). Como b = (by,...,b,) é solugdo do sistema por defi-
nicdo, b € ker(T), ou seja, ker(T) # 0 e, portanto, deve haver uma base de ker(T) com
vetores de coordenadas racionais (pois T tem coordenadas racionais).

Seja u € ker(T) N Q"™ com o menor nimero de coordenadas repetidas, ou seja, #{(7,J) |
u; = u;} € minimo. Vamos mostrar que u ndo tem coordenadas repetidas.

Suponha que u; = u;. Existe um vetor v € ker(T) N Q" com v; # v;. Caso contrério,
todos os vetores da base de ker(T) teriam as coordenadas i e j iguais, mas como b é uma
combinacdo linear dos vetores de tal base (com coeficientes reais), terfamos b; = b;, o que
é absurdo.

Vamos mostrar que para algum A € QF, u + Av tem estritamente menos coordenadas
repetidas que u. Para isso, veja que

u; + Av; # uj + Avj.
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Além disso, ug + A\vp = u; + Av; somente se ux, — u; = A(vg — v;). Entdo, ou up — u; =
Ve — UV = 0, ou

N = Uk T
Vg — U
Como hd um ndmero finito de pares (k, 1), os valores que A ndo pode assumir formam um
conjunto finito e, portanto, para infinitos valores de ), u 4+ Av possui menos coordenadas

repetidas que u, o que contradiz a defini¢do de u.

Para concluir a demonstracdo, tome U = {u1,...,u,}, que é um conjunto de n nimeros
racionais. Pelo teorema existe U’ C U, de cardinalidade |U’| > n/3, livre de somas.
Masse U’ = {ui,,...,u;, }, 0 conjunto A = {b;,,...,b;, } C B deve ser livre de somas.

3 Introducao - Cotas para Numeros de Ramsey

O namero de Ramsey, R(m, s) é, na linguagem de teoria dos grafos, o menor inteiro n tal
que todo grafo com n vértices possue um clique de tamanho s ou um conjunto indepen-
dente de tamanho m. Um clique é um conjunto de vértices tal que cada par de vértices
é ligado por uma aresta. Um conjunto independente é formado por vértices que ndo sdo
ligados por nenhuma aresta entre si.

Numa abordagem informal, o nimero R(m, s) pode ser introduzido como o menor ntime-
ro de pessoas que devem estar presentes em uma festa para que existam s pessoas que se
conhecem mutuamente (um clique!) ou existam m pessoas que nado se conhecem entre si
(um conjunto independente).

Ramsey (1930) mostrou que os ntmeros R(m, s) sdo finitos. Desde entdo, determinar o
valor numérico e o comportamento assint6tico desses ntimeros tem sido objeto de estudo
de muitos pesquisadores. O problema, no entanto, tem se mostrado dificil.

Na proxima se¢do, mostraremos como um método probabilistico pode ser usado para de-
terminar cotas superiores para os nimeros de Ramsey. Nas se¢des seguintes, apresentare-
mos construgdes explicitas de grafos que provam cotas inferiores para os nimeros de Ram-
sey. E interessante notar que as cotas obtidas dessa forma sdo muito mais fracas que as
cotas obtidas probabilisticamente.

No desenvolvimento das idéias que seguem, sdo utilizadas as mais diversas ferramentas
matemadticas: conceitos estatisticos como probabilidades e esperancas, algebra linear, teo-
ria dos corpos, representacdo de grupos através de caracteres, teoria dos c6digos e teoria
dos grafos etc. E impressionante como é4reas tdo diversas se combinam harmoniosamente
para produzir resultados combinatérios. Esperamos que o leitor possa compartilhar nosso
entusiasmo em uma leitura agradavel deste trabalho.
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3.1 Aplicacoes da Teoria de Ramsey na Computacgao

A teoria de Ramsey tem diversas aplicagdes em Ciéncia da Computagdo. Um exemplo
interessante é o artigo [3], que mostra um algoritmo de aproximacédo para encontrar con-
juntos independentes num grafo. O algoritmo trabalha incrementando, ao mesmo tempo,
um conjunto de vértices independentes do grafo e um conjunto de vértices formando um
clique. Para demonstrar a qualidade da aproximagdo (e também demonstrar que os algo-
ritmos mostrados sdo, dentro da sua categoria, os melhores possiveis) sdo utilizadas idéias
da teoria de Ramsey.

Uma lista de artigos relacionados a teoria de Ramsey pode ser encontrado na paginahttp:
//www.cs.umd.edu/~gasarch/ramsey/ramsey.html.

4 Cotas Probabilisticas

Nesta secdo apresentaremos diversas cotas para os nimeros de Ramsey. O leitor inter-
essado pode consultar [4, cap. 12] para demonstra¢des detalhadas e mais informagdes
técnicas.

4.1 Meétodo Probabilistico

O método probabilistico ¢ um método ndo construtivo usado para demonstrar a existéncia
de objetos matemdticos com certas propriedades. O pioneiro desta técnica foi Paul Erdés.
A idéia do método consiste em estabelecer um espago finito de probabilidades relacionado
a estrutura cuja existéncia queremos constatar. Se, ao escolhermos aleatoriamente um ob-
jeto desse espago, a probabilidade do objeto possuir as caracteristicas desejadas for posi-
tiva entdo existe um objeto com as propriedades desejadas. Com os exemplos que seguem,
estes conceitos ficardo mais claros.

Definicao. 3 Definimos o espago de probabilidades G(n, p) como o espago de todos os grafos com
n vértices no qual dois vértices sio ligados por uma aresta com probabilidade p.

4.2 Algumas Cotas Probabilisticas

Teorema 4.1. Suponha que 3 <s<m,0<p<le
(n>p<;> . (n)(l @ <1
s m

Demonstragdo. Considere um grafo escolhido aleatoriamente no espago G(n,p). Seja Y
o nimero de cliques de tamanho s no grafo escolhido e seja Y,,, o niimero de conjuntos

Entao R(m,s) > n+ 1.


http://www.cs.umd.edu/~gasarch/ramsey/ramsey.html
http://www.cs.umd.edu/~gasarch/ramsey/ramsey.html
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independentes de tamanho m no mesmo grafo. Temos

P+ Y =01=1-> PY.+Y, =r]

r>0

>1=Y rxPYe+ Y, =1]=1-E[Y, + Y] >0,
r>0

pois, pela linearidade da esperanga, temos

Bl + 7] = B+ E5] = (7)o + (1) a-p® <1

s m
O
Lema 4.1. Para todo s < n, temos
.\ (n en\ s
<(3)
(k)=
k=0
onde e € a base do logaritmo natural.
Demonstracao. Como s < n, vale
G =X ()6 =0+
n k) — k)\n/ — n/
k=0 k=0
Utilizando a desigualdade
1+ 2 < €”, para todo z # 0 real, (1)
verificamos que
5\ = (1
d < (eS/Myn — o8
() ==
k=0
Logo 35— (1) = ()" O
Lema 4.2. Para todo 3 < s <n, temos
<32y
s 2\ s/’
Demonstragao. Basta verificar (por exemplo, usando indugdo) que
*(n n
2 (:)~2()
k=0
Aplicando o lema obtemos a desigualdade desejada. ]
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Teorema 4.2. Seja3 <s<me

<i>2/(8—1) n (ﬁ)ﬂ(m—l) o1

en en
Entao R(m,s) > n+ 1.

Demonstragio. Seja p = (m/en)? ™=V e ¢ = (s/en)? 5=, Como p + ¢ > 1, é evidente
que 1 — p < ¢. Sejam Y; e ¥,,, como no teorema 4.1} Temos

— n m 1 /en\m _ 1
E[Yn] = <m>p(2) < *(*) prmE = e

2\m
E[Y,] = <Z>(1 _ ) < <Z>q(§) < %(%)qu(s—l)ﬂ _ %

Como na demonstracdo do teorema 4.1 temos

PlYs + Y, =0] > 1 —E[Y; + Y,,] > 0.

O
Teorema 4.3. [}, Coroldrio 12.9] Para 3 < s < m, temos
R(m, s) > 2m(s=D/2563-9)/2(10g m)1-5)/2, (2)
e
Demonstragio. Definan = [(1/e)m5=1/25=(=3)/2(1og m)~(=1/2|, Note que
g > m‘(8_3)/23(5‘3)/2(1og m)(s—l)/2 S g 8/243/2 S —s/2+s/2m _ ) —s(m=1)/2m
Observe também que
<i>2/(571) > [~ = D/2g(6=1)/2(1gg 1) (5= D/2]2/(s=1) = (logm)i.
en m
Usando a desigualdade (1f), concluimos que
M S sim _ o~ (logm)s)/ At
ey m— —s/m __ _—(logm)s/m . I A
(en) >m =e >1— (logm)s/m > 1 <en) .
Agora basta aplicar o teorema 4.2 para concluir a demonstragéo. ]

Podemos expressar o teorema acima da seguinte forma. Existe uma funcdo a(m, s) tal que
limy, 00 a(m, s) = 0 paratodo s > 3 e

R(m,s) > m[s—l—a(m,s)}/Q. (3)

Também temos cotas superiores para niimeros de Ramsey fora da diagonal:
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Teorema 4.4. [}, 12.17] Existem constantes cs,cq, ... tais que para todo s > 3 temos
cs < 2.(20)573 e, se m € suficientemente grande,

-1

(logm)=> <4>

R(m,s) < G

Existem cotas probabilisticas mais sofisticadas para grafos livres de tridngulo [4, 12.15].
Quando m — oo, temos

m2

(5 + o) 2 < R(m,3) < (1+0(1)

162 logm (5)

logm’

5 Cotas Construtivas

5.1 Resultado Principal

Teorema 5.1. Erxiste uma constante € > 0 e uma construgdo explicita de grafos tal que
para todo s e todo m suficientemente grande, tal construcao produz um grafo com pelo menos
meViegs/loglogs yértices que ndo contém nem um cliqgue de tamanho s nem wm conjunto
independente de tamanho m. Isso mostra uma cota inferior construtiva para R(m,s).

Definigao (Grafo de Cliques). 3 Seja G um grafo. O grafo CQ(G) tem como vértices os
cliques de G de tamanho pelo menos 2. Dois vértices de CQ(G) sdo ligados por uma aresta se o
conjunto de vértices dos cliques associados a tais vértices sio K e L e hd uma aresta (u,v) € Eg
comu € K\ Leve L\ K. Chamamos CQ(G) de grafo de cliques de G. Definimos CQ,,(G)
como o grafo de k- cliques de G.

5.2 Lemas Preliminares
Lema 5.1. Para todo grafo G e todo k, temos a(CQ.L(G)) < a(G).

Demonstragdo. Seja X um conjunto independente de CQ,(G) de tamanho méximo. Se
| X| = 2, entdo tome dois cliques diferentes de X e veja que deve existir um vértice em
um dos cliques e outro vértice no outro clique sem uma aresta entre eles, caso contrario,
eles ndo formariam um conjunto independente em CQ,,(G), mas entdo esses dois vértices
formam um conjunto independente em G e o lema estd provado.

Se |X| > 2, sejam L;, Ly, K € X os conjuntos de vértices de trés cliques diferentes.
As intersecgdes L1 N K e Ly N K sdo comparaveis por inclusdo, caso contrério, haveria
uwe L1\ Lyeve Ly\ Ly comu,v € K, mas entdo u e v sdo ligados por uma aresta (pois
estdo no clique K) e deve haver uma aresta ligando L, e L9, contradigao.

Portanto, para cada membro K de X existe uma intersec¢do maximal da forma K N L,
onde L € X e L # K. Sendo assim, para todo K fixado, existe um elemento v € K que
ndo aparece em nenhum outro clique de X, ou seja, v é um vértice exclusivo de K. Se
tomarmos um vértice exclusivo de cada clique de X vemos que estes formam um con-
junto independente em G (caso contrario, os cliques estariam ligados por uma aresta em
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CQ(@Q)). Isso mostra que ha um conjunto independente em G com tamanho pelo menos

a(CQ(@Q)) eisso conclui a demonstragdo do lema.
O

Definicao (Girassol). 8 Um girassol com | > 1 pétalas e um centro Y é uma colegio de
conjuntos Si, ..., S, tal que S; N S; =Y para todo i # j. Os conjuntos S; \ 'Y sdo as pétalas.

Lema 5.2. Seja F uma familia de conjuntos de cardinalidade k. Se |F| > k!(1—1)* entdo
F contém um girassol com | pétalas.

Demonstragao. A demonstragdo segue por indugdo em k. Para k = 1, devemos ter pelo
menos [ conjuntos unitdrios (distintos) em F, mas quaisquer [ conjuntos unitdrios distintos
formam um girassol com centro vazio.

Sejak >2e A= {A;,..., A} uma familia maximal de elementos dois a dois disjuntos.
Set > 1, A é um girassol com centro vazio e ndo hd nada a demonstrar. Se ¢t < [, defina
B = A;U---UA;. Temos que |B| = kt < k(I — 1). Pela maximalidade de .4, o conjunto
B intercepta todo membro de F. Pelo principio da casa dos pombos, algum z € B deve
estar contido em pelo menos

|F| _ B —1)*

R e Ush Vi

membros da familia F.

Defina F, = {S\ {z} | S € F,z € S}. Pela hip6tese de indugdo, F,, contém um girassol
com [ pétalas. Adicionando = a cada um dos conjuntos desse girassol, obtemos um girassol
de F.

O

Lema 5.3. Suponha que CQ(G) tenha um clique de tamanho > k(I — 1)*. Entdo existe
em G um subconjunto de kl vértices com pelo menos (é) arestas.

Demonstracdo. Seja X um clique com tamanho > k!(I — 1)*. Se encararmos X como um
sistema de conjuntos — onde cada membro de X é um conjunto de vértices de um k-clique
em G — entdo, pelo lema ha um girassol com [ pétalas. Como os [ cliques do girassol
estdo conectados em CQ,,(G), ha pelo menos (é) arestas em G entre os vértices das pétalas
(Kl vértices).

O

Definicao (Grafos Norma - Kollar, Rényai, Szabd). 3 Sejam q uma poténcia de um
primo, t > 1e N a norma dos elementos do corpo GF ,: sobre GFg, ou seja, N (z) = p@=1/(¢=1),
Definimos o grafo norma NGy ¢ como o grafo cujos vértices sio elementos de GF ;: e dois vértices
a, b sdo ligados por uma aresta se e somente se N(a + b) = 1. Estamos considerando grafos com
lagos, ou seja, se N(2a) = 1, a possui um lago.
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5.3 Propriedades dos Grafos Norma

1. O ntimero de vértices é n = ¢.
Decorre imediatamente de | GF | = ¢".

2. O grafo é regular de grau (¢' —1)/(q — 1) (que é n'~'/* assintoticamente).

Primeiramente, note que Im(N) C GF,. Todo elemento ndo-nulo y = N(z) satisfaz
y?=1 = 27~ = 1. Mas as raizes de y?~! — 1 = 0 sdo precisamente os elementos de
GF;, ouseja, y € GFy.

Veja que para cada b € GF, fixado, hd no maximo (¢* — 1)/(¢ — 1) valores de z com
N(z) = b, pois o polindémio z(¢'~1)/(@=1) _ p tem no maximo (¢* — 1)/(q — 1) raizes
em GF, ;. Se b = 0, entdo s6 ha uma raiz (z = 0).

H4 ¢' — 1 elementos em GF;t e ¢ — 1 elementos em GFZ, logo, como cada elemento
de GF}, élevado a um elemento de GFy, para cada b € GF;; devemos ter exatamente
(¢" —1)/(g — 1) valores de z € GF};, com N(z) = b.

Fixe um vértice a. O grau de a é dado pelo ntimero de solugdes de N(z + a) = 1.
Pelo argumento acima, ha (¢' — 1)/(q — 1) valores de = que satisfazem a igualdade e,
portanto, a tem (¢* — 1)/(q — 1) vizinhos.

3. NGyt ndo contém um K ;4.
Sao utilizadas técnicas de geometria algébrica para provar esse resultado (tal prova
estd fora do escopo deste trabalho).

4. O maior auto-valor do grafo é (¢ —1)/(q— 1) e o valor absoluto de todos os demais
auto-valores é limitado superiormente por ¢*/%(q — 2)/(q — 1) (que é < /n).

5.4 Caracteres de Grupos

Definicao (caractere). 3 Se G é um grupo, e x : G — C* é um homomorfismo de G no
grupo multiplicativo dos niimeros complexos, x é um caractere do grupo G.

Algumas propriedades de caracteres de um grupo G:

(a) Todo elemento s € G é levado a uma raiz n-ésima da unidade, onde n = |G]|.
Para ver isso, note que s” = 1 em G e que todo caractere y é um homomorfismo.
Entdo devemos ter x(s)" = x(s") = x(1) = 1.

(b) Se G é abeliano ha exatamente |G| caracteres distintos de G, e eles sdo dois a
dois ortogonais (em relagdo ao produto interno em ClGh.

10
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Vamos demonstrar a propriedade Sejam ; e xj dois caracteres distintos de G
e s € G tal que x;(s) # xx(s). Seja n a ordem de s. A partir da propriedade
podemos assumir que x;(s) = (7 e xx(s) = ¢¥, onde ¢ = €2™/". Temos

n

ij W) = 30 ¢ = YR = Y — 0

=1 =1 =1

E sabido que G pode ser particionado em classes laterais de H = (s) (grupo gerado
pelo elemento s). Sendo assim, sejam ay, ..., a; representantes das classes laterais
Cy,...,Cy,ondet =[G : H]. Temos

(Xj Xn) = Z > xi(u

r=1ueC),

t n
=> 3 xjlars)xelars))
r=1[=1

t

Z ar Xk ar ZXJ =0.

Note que ao provarmos que dois caracteres distintos sdo ortogonais, mostramos que
todos eles sdo linearmente independentes nos complexos e, portanto, ndo podemos
ter mais do que |G| caracteres (que é a dimensdo do espaco).

Para mostrarmos que hé exatamente |G| caracteres distintos, vamos utilizar o Teo-
rema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos. Este teorema nos diz que um grupo
G, abeliano e finito, é isomorfo ao produto cartesiano de grupos ciclicos cujas ordens
sdo poténcias de primos, entdo

G =Ly X X Ly,
comny X - xng=|Gleninjpyparai=1,...,k—1.Seja) : G — Zy, X -+ X Lp,

o isomorfismo caracterizado acima.

Veja que podemos definir caracteres ¢; para Z,,, e ha exatamente n; opgdes para ¢;,
ja que Zy,, é ciclico de ordem n;. Se a € GG, podemos definir um caractere de G como

x(a) = o1(¥(a)1) ... or(Y(a)k).

E simples ver que x é bem definida e ¢ um homomorfismo.

Para cada escolha possivel dos ¢; temos um tnico caractere x de G. Podemos ver
isso verificando que

X(w_1<17"'717b717" '71)) = 801(1) . ..(,Dj(b) "'(pk(l) = @j(b)u

pois cada ¢; ¢ um homomorfismo. Sendo assim, se mudarmos qualquer um dos car-
acteres p; teremos mudado o caractere Y.
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Como hé n; opgdes para cada ¢; e podemos escolher cada uma delas independente-
mente, temos um total de n; X - - - xny, = |G| caracteres possiveis para G. Na verdade,
podemos provar algo mais forte usando a idéia acima: se G’ é o grupo de caracteres
de G entdao G = G'.

Vamos limitar os auto-valores de NG, ; e demonstrar a propriedade [} Sejam x um
caractere do grupo aditivo de GF;: e A a matriz de adjacéncia de NG, ;. Vendo x
como um vetor coluna (indexado pelos elementos de GF;:, assim como as linhas e
colunas de A), temos

(Ax)a= D> x)= > xlc—a)= > x@x(—=a)= Y x(c)x(a).

N(a+b)=1 N(c)=1 N(c)=1 N(c)=1

Logo, Ax = (3_ (=1 X(c))X € entdo

2

Ax= Y x(@Ax= > x(0) Y x(x=| D x(o)| x, pois
N(c)=1 N(c)=1 N(c)=1 N(c)=1
(AX)a= >, x(b)= >, x(-b= x(a —¢)
N(atb)=1 N(a+b)=1 N(e)=1
= x(c)x(a) = x(c)x(a)
N(c)=1 N(e)=1

A partir da propriedade b} sabemos que os vetores dos caracteres sdo ortogonais
e geram todo o espago (pois hd n caracteres distintos), logo todos os auto-vetores e
auto-valores estdo determinados.

E simples ver que se H é um grafo d-regular, o maior auto-valor de H é d e um auto-

vetor correspondente é (1,1,...,1). Para demonstrar tal fato, basta tomar x com
|z;| < lparai=1,...,n, |z;| = max{|z1],...,|z,|} e verificar que se A é a matriz de
incidéncia do grafo, temos
(Ax);1 = [ A < 3 1illanl < lagl D 1Ais] = dla) (©)
k k k

A partir da observagéo acima, vemos que o maior auto-valor do grafo € 3~y —; 1 =

(¢* —1)/(q — 1), correspondento ao caractere trivial. Os demais (que sdo reais, pois
A ¢é simétrica) estdo entre £} v (1 X(c)]-

Teorema 5.2. Para um caractere aditivo (ndo trivial) x de GF

d>1, temos
> xlaah)|< (@ - 1)V

Z‘GGth

A demonstragao se encontra no Apéndice (teorema .

a#0emGFy e

qts

12
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Note que para todo valor ¢ € GF, existem exatamente ¢ — 1 valores d satisfazendo
d?~! = ¢. Além disso, N(d?~') = d?~! = 1. O polinémio f(z) = 27! claramente se
encaixa nas condi¢des do teorema A partir das observagdes acima, temos

> ><<c>H1 > @< =2

N(c)=1 q—1 deGF ¢ q

5. a(NG,¢) = O(n'/?t1/t) (estamos omitindo os lacos de NG, ;).

6. Para cada k < [t/2], o nimero de cliques de tamanho k em NG, ; é

(1+ 0(1))%#—(’5)/#

5.5 Mais Lemas Preliminares
Os dois lemas a seguir sdo apresentados em [1, cap. 9].

Lema 5.4. Seja G = (V, E) um grafo d-reqular com n vértices. Suponha que o valor
absoluto de todos os auto-valores (exceto o maior) seja no mdximo \. Para um vértice
v eV eB CV, denotamos por N(v) o conjunto de todos os vizinhos de v em G. Seja
Ngp(v) = N(v) N B. Entao, para cada conjunto B C V' de cardinalidade |B| = bn,

> (N ()] bd)* < A%(1 - b)n.
veV

Demonstragdao. Seja A a matriz de adjacéncia de . Primeiro vamos mostrar que para
todo vetor u com >, u; = 0, temos (Au, Au) < A\?(u,u). Como A ¢é simétrica, ela é diago-
nalizdvel e, portanto, existe uma base de n auto-vetores de A. A partir da observagdo em
(6), sabemos que o maior auto-valor de A corresponde a auto-valores cujas coordenadas
sdo todas iguais.

Entdo temos que u é ortogonal ao auto-vetor correspondente a d. Seja X = [x; ... x,] uma
base ortonormal de auto-vetores de A. Podemos expressar u como u = >, (X, u)xj; basta
ver que X! = X7 (pois X ¢é ortonormal) e, se u = >k WEXEp = Xw, entdo w = X lu=
XTw, ou seja, wy = (Xj, u), cOMo queriamos.

Sejam ), os auto-valores associados aos x;. Temos (Au, Au) = (Au)’Au = u’ATAu =

u” A%u. Expressando u da forma acima, utilizando a linearidade de transformagdes lin-
eares e 0s auto-valores associados a cada auto-vetor, temos

(Au,Au) = u” Z<Xk’ u)A?%x;, = u’ Z(Xk, w)AIxy,
k k

= (e upAju'x, = (xp,u)%A].
!

k

13
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O maior auto-valor, d, ndo aparece na soma pois u é ortogonal ao auto-vetor correspon-
dente a d, sendo assim

(Au, Au) = Z(xk,u>2)\i <\ Z(xk,u>2 < A2 Zw,% = Nwlw.
k k k

Agora basta trocar w por u, ja que
(Au, Au) < Xwlw = PwIXTXw = X2(Xw)TXw = A2ulu = \*(u, u).

Defina f (indexado por V) tal que f, =1 —bsev € Be f, = —bsev ¢ B. E simples
ver que Y .y fo = |B|(1 = b) — b(n — [B|) = 0, lembrando que |B| = bn por definigdo.
Pelo que foi provado acima, temos (Af, Af) < \?(f, f). Note que o lado direito é igual a
A2(bn(1 = b)? + (1 — b)nb?) = A2b(1 — b)n, ja o lado esquerdo é igual a

D (1 =b)INp(v)| = b(d - [Np()]))* = Y _(INp(v)| - bd)*.

veV veV

O]

Lema 5.5. Sejam G = (V,E), d, n e A\ como no enunciado do lema . FEntao para
quaisquer conjuntos B, C, defina epc = #{{u,v} |u € B,v € C,{u,v} € E}. Temos

d
lesc = S1BIIC| < AVIBIICTL
Demonstragao. Seja |B| = bn e |C| = cn. Pelo lema 5.4} sabemos que

Y (INp()| =bd)* < Y (INp(v)] = bd)* < X*b(1 — b)n.

veC veV

Como ep c—|B||Cld/n = ep,c—cbdn = .~(|Np(v)|—bd), temos, por Cauchy-Schwarz,

(S (N~ )] < 10 S (INp(0)] — b < [CINB(1L — by < W| B[,

veC veC

o que demonstra a desigualdade deste lema.
Ul

A propriedade |5 segue do lema acima, jd que eg g < |B| (B pode possuir lagos), como

e 5 — |B2d/n| > |BJ2d/n — |B|, temos | BP%d/n — | B| < /n|B| com d = (1 + o(1))n1~ /.
Logo, |B| < O(n'/?*1/t), como queriamos.

Definicao. 3 Seja G um grafo. Considere mapas injetores aleatorios do conjunto de vértices de G
no conjunto de vértices de NGy ;. Definimos f como uma imersdo de G se f leva cada aresta de
G a uma aresta de NG ;. Denotamos por A(G) o evento em que toda aresta de G é levada a uma
aresta de NG ;.

14
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Lema 5.6. Seja G um grafo com menos de 1 +t/2 vértices e r arestas. Entao
PIA(G)] = (1 4 o(1))n"*.
Demonstracgao. Precisaremos de alguns resultados simples de manipulagdo assintética:

(i) Sexz = (1+o0(1))f(n)ey = (1+0(1))g(n), onde o(1) — 0 quando n — oo, vale que
zy = (1+0(1))f(n)g(n) e x/y = (1 + o(1))f(n)/g(n).

Para ver isso, note que existem seqiiéncias {a, }°° ; e {b, }2°  tais que x = (1+ay) f(n)
ey = (1+b,)g(n), onde ay,b, — 0 quando n — oco. Defina ¢,, = (1 4+ ay)(1 +by) — 1
ed, = (1+ay)/(1+b,) — 1. E simples ver que ¢,,d,, — 0 quando n — oc. Temos

zy = (L+c)f(n)g(n) ex/y = (1+dn)f(n)/9(n),

ouseja, zy = (1+0(1))f(n)g(n) e z/y = (1 +o(1))f(n)/g(n).

(i) Sex = (14 0(1))n? +O(n?), com g < p entdo z = (1 + o(1))n?, ou seja, o termo O(n?)
pode ser desprezado.

Como no item anterior, z = (1 + a,)n” + O(n?). Temos x = (1 + a,, + O(n?7P))n?.
Mas claramente o termo O(n?"?) — 0 quando n — oo. Logo, z = (1 + o(1))n”, como
queriamos.

Vamos demonstrar o lema usando indu¢do no ntimero de vértices e arestas. O cason =1 é
trivial. Suponha que o lema valha para todo grafo menor que GG, com r arestase s < 1+t/2
vértices. Seja Gy, , 0 grafo obtido de G eliminando-se a aresta {u, v}. Seja G, = G —v (G, é
definido analogamente). Além disso, defina G’ = G —u — v. Seja r’ o niimero de arestas de
G'. Note que r — 1’ < t —1, pois os vértices u e v poderiam possuir, no total (s — 1) + (s —2)
arestas.

Utilizando as regras de probabilidade condicional, podemos afirmar que P[A(G, )] =
P[A(G.0)|A(G")]. PIA(G")]. Por hipétese, P[A(Gyp)] = (1 + o(1))n(!="/t e P[A(G")] =
(14 o(1))n~""/t, entdo

PIA(Gu) | A(C)] = (14 o(1))n ]

Defina v(u, f’) como o nimero de extensdes de f’ a uma imersao de G; v(v, f’) é 0o analogo
para v. Podemos construir uma extensdo de f’ a uma imersao de G, ,, escolhendo valores
para f'(u) e f'(v). Ha exatamente v(u, f’) valores permitidos a f’(v) e v(v, f') valores
permitidos a f’(u). Como desejamos que f’ seja injetora, ndo podemos ter f'(u) = f'(v).
Sendo assim, como {u, v} ndo estd em G, ,,, ha entre v(u, f')v(v, f') —min(v(u, f'), v(v, f))

fNote que podemos fazer n crescer arbitrariamente quando ¢ estd fixado (aumentando o valor de ¢).
Sendo assim, podemos considerar que n — oo sem qualquer preocupagdo com o parametro t e aplicar o
resultado de ().
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e v(u, f')v(v, f') maneiras de extendermos f’ a uma imersdo de G, ,. No total existem
(n — s+ 2)(n — s + 1) maneiras de valorar f'(u) e f’(v). Logo,

v(u, f)v(v, f') — min(v(u, f'), v(v, f))
n—s+2)(n—s+1)

v(u, fv(v, [)

< PIA(Gy)|f] < h—s+2)(n—s+1)

(7)

Vamos calcular a seguinte esperancga

E[P[A(G.0)| f]|A(G")] ZP (Guo) 1 PFIAG))]

—ZP Gl f [f/[A(‘é(,i/)]— ZIP ) |1 RIS

PG _ .
SPAGY] PlA(Guw)A(G)] = (L +0(1))n :
Evidentemente, min(v(u, '), v(v, f')) < n. A partir de (7)), obtemos

7‘/77“4»1

Elv(u, fv(v, f)IAG)] =1 +o(1))n ¢ (n—s5+2)(n—s+1)+0(n).

Note que (r' —r+1)/t > —1eque (n — s+ 2)(n — s+ 1) = (1 + o(1))n?. Entdo, de acordo
com (fii), temos

/

Efy(u, 0w, f)AG)] = (1+ o())n* 77

Seja f um mapa injetor aleatério de Vi no conjunto de vértices de NG,;. Seja f' uma
imersdo de G’ fixado. Entdo P[A(G) /'] é o namero de extensdes de f' a uma

v uor=
imersdo de GG dividido pelo ntiimero de escolhas possiveis para as imagens de u e v.

Seja B o conjunto das possiveis imagens de u nas quais a extensdo obtida é uma imersao
de G,; C é definido de forma andloga para v. Note que |B| = v(u, ') e |C| = v (v, f').

Sabemos que NG, ; é regular, seu grau é (¢ — 1)/(¢ — 1) (assintoticamente n'~'/*) e o
valor absoluto de todos os seus auto-valores (exceto o maior) é limitado por y/n. Temos as
condig¢des necessdrias para aplicar o lema portanto,

_1
lep.c —n” ¥ |B[|C]] < v/n|B|C].

O ntmero de arestas entre B e C' é dado por

epc = n*%y(u,f')u(v, )+ 6, com|§| < \/n.y(u,f’)y(v, ).

Para obtermos uma extensdo de f’ a uma imersdo de G na qual u — z e v — y, devemos
tere e Bye C,x #ye{x,y} € E(NGg,.).
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Portanto o niumero de possiveis extensdes de f' a uma imersao de G é dado por e ¢ menos

o numero de lagos em BN C. Como |BN C| < min(v(u, f'),v(v, f') < /v(u, f)v(v, )
vemos que 0s casos contados em ep ¢ que ndo sdo extensdes validas sdo poucos e podem
ser incluidos num fator de erro bem limitado, ou seja,

n”tw(u, f)v(v, ) + 6
n—s+2)(n—s+1)’

P[A(Gﬂf‘vc\{u’v}: f/] =

com |8| < \/n.v(u, fv(v, f).

Agora repetimos a idéia anterior e vamos calcular a esperanga de P[A(G)| f‘VG\ ()= 1]
sobre todas as imersdes f’. Ao fazer isso, obtemos P[A(G)|A(G’)] no lado esquerdo e, no
lado direito, obtemos (1 + 0(1))n(“’"/)/ ! mais a esperanga dos erros, que pode ser limitada,
pela desigualdade de Jensen, em

VE (u, (v, YA _ gt
m—st2)n-s+1) _Toldln

Como para a nossa escolha de pardmetros, t — 1 4+ r —r’ > 2(r — 1), podemos utilizar (i)
para concluir que P[A(G)|A(G")] = (1 + o(1))n" ="/t e, por (), P[A(G)] = (1 + o(1))n""/".
U

A partir do lema acima, concluimos que o ntmero de k-cliques, com k < [t/2] em NGy, é

<Z> PIA(Ky)) = (Z) (1+o(1)n~ G/ = (14 0(1))”T,
que é precisamente a propriedade 6]

Retornando a demonstragdo do teorema principal, tomamos k£ = [t/2] (pois queremos
uma constru¢do com o maior nimero possivel de vértices). Vamos limitar o tamanho de
um clique em CQ,(NG,). Para isso, usaremos o seguinte lema.

Lema 5.7. Para todo t, existe uma constante Cy tal que todo grafo com m vértices e pelo
menos Cth_l/t arestas contém Ky 111 como subgrafo.

Demonstragao. Vamos contar, para cada vértice z € Vi o nimero de t-conjuntos de vérti-
ces, onde cada vértice do conjunto é um vizinho de x. Esse ntimero é dado por

=)

onde d(z) é o grau do vértice x e convencionamos que quando ¢ > d(x) o valor da bino-
mial é 0.
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Podemos nos perguntar quantas vezes um t¢-conjunto foi contado na soma acima. Se al-
gum conjunto foi contado pelo menos ¢! + 1 vezes, entdo temos um K 4111. Se

xezv:G <d(t$)) = (T) (t+1),

algum ¢-conjunto foi contado pelo menos t! 4 1 vezes.

Se f(k) = (];”), entdo f é uma fungdo convexa. Entdo podemos aplicar a desigualdade de

Jensen na soma acima, obtendo

(ervg d(z)

m

> fd(x) > mf

zeVg

) = mf(Cm'~1/2).

Quando k > t, as seguintes desigualdades valem (veja o lema [4.T)

E\' ke’
i < (=
onde e é a base do logaritmo natural.

Reunindo todas as proposi¢des acima, temos

S () (1) 2 (G () (G (G
t t 2t t 2me 2e

zeVg

e é imediato verificar que tomando, por exemplo, C; = 2te, mtemos

3y (d(f)> > <T) (' +1).

zeVg

O

Se tomarmos I(1 — t/1) > (2C)tk*~", entdo (L) > Cy(kl)2>~'/. Para ver isso, note que
(1 —1/1)" > 1 — ¢/l (o resultado sai facilmente por indugdo em t). Agora basta ver que
I(1—1/1)f > (2C) k%1 e

(-t p-t)

A partir do lema concluimos que CQ, (NG, ) ndo pode ter um clique de tamanho
> k!(I — 1)* ja que NG, ¢ ndo possui um K s141.

1
t

1
> IPTRCRPT = Gy (k)P

TPara simplificar a demonstracio, fomos um pouco generosos na constante, de fato, bastaria tomar
Ct = (14 o(1))t/2e.
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5.6 Analisando Assintoticamente os Parametros

Como k = [t/2], a partir da propriedade@ concluimos que o grafo CQ,, (NG, ;) tem n*cat
vértices, onde ¢,; — 3/8 quando ¢,t — oco. Conseguimos obter um grafo com n(*)
vértices, sem conjuntos independentes maiores que O(n'/?+1/t) (propriedade [5| e e
sem cliques de tamanho s = k!I¥, para algum [ < 3.

Vamos encerrar com uma andlise dos pardmetros m e s. Temos

t
= | = [1(®W)[t/2]
s { 5 -‘ (=)=l
Utilizando a aproximacao de Stirling e eliminado os tetos para simplificar, obtemos
12
5= Vir (;) ? (1005 10,

Aplicando log em ambos os lados, temos logs = O(t?)logt. Tirando a raiz quadrada,
chegamos em +/log s = O(t)+/log t. Concluimos que

log s
\/ logt O(t).

Portanto, t = ¢y/log s/ logt para alguma constante c. Sendo assim,

logs log s B log s
logt  1/2xlogles 4+ 0(1) 1/2x (loglogs —loglogt) + O(1)

logt
logs o)
loglogs ’

Dado um inteiro s > 0, podemos obter um valor inteiro para ¢ (a partir das varias equagdes
acima que relacionam s, ¢t e [). Com ¢ fixado, basta determinar um valor para ¢ e assim
obter n. Precisamos de ¢ (poténcia de primo) suficientemente grande para que o lema
possa ser usado na contagem de cliques de NG, ;. Sendo assim, para algum ¢ suficiente-
mente grande, a construgdo possui n) vértices.

Como s > ¢,

Tomamos m = O(n!/2*1/?) (a prop. 5| nos diz que o grafo construido nao tem conjuntos
independentes maiores que O(n'/?*1/%)). Portanto, n() = m®) e

R(s,m) > mQ(\/E) 7

para infinitos valores de m. Como poténcias de primos sdo abundantes, podemos afirmar
que o teorema 5.1| vale para todo m suficientemente grande.
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6 Construcoes de grafos de Ramsey evitando triangulos

6.1 Resultado Principal

Podemos obter constru¢des melhores do que a construcdo geral acima para o caso em
que queremos evitar apenas tridngulos (cliques com 3 vértices) e limitar o tamanho dos
conjuntos independentes. Essa constru¢do obtém uma grafo com Q(m?/?) vértices sem
tridngulos e sem conjuntos independentes de tamanho m, fornecendo uma cota constru-
tiva para R(m, 3). Esta segdo é baseada no artigo [5].

6.2 A Construcao

Vamos utilizar a seguinte defini¢do que serd importante para o desenvolvimento das idéias
que seguem.

Definicao (Grafo de Cayley). 3 Seja I um grupo (aqui estamos utilizando grupos finitos e
abelianos) e A um conjunto simétrico A = —A. Definimos o grafo de Cayley G(I", A) como um
grafo cujos vértices sio elementos de I e dois vértices u e v estdo ligados se e somente se uw —v € A.

Vamos mostrar a idéia de constru¢do de um grafo livre de tridngulos que evita conjuntos
independentes grandes. Seja Fj, = GF(2*) o corpo com 2* elementos. Podemos represen-
tar cada elemento desse corpo como um vetor bindrio de k bits. Suponha que 3 ndo divida
k e seja n = 23*. Definimos W, como o conjunto dos elementos « € F} tais que o bit mais
a esquerda da representagao binaria de a” é 0. O conjunto W é formado pelos elementos
o € I} tais que o bit mais a esquerda da representagdo bindria de a” é 1.

Como 3 ndo divide k, temos |F}| = 2 —1 22 0 (mod 7) e o mapa a — o é bijetor. Suponha
que s seja o gerador de F}'. Se o, 3 € F}, entdo o = stef=s para algum par de inteiros
iej. Entio o’ = s™ e 7 = 57/, concluimos que a” = 37 se e somente se s7"7) = 1, mas
isso ocorre se e somente se 2¥ — 1 divide 7(i — j), o que acontece se e somente se a = (3.

E simples ver que |Wy| = 2¥~1 — 1 e [W;| = 21 Definimos G, como um grafo cujos
vértices sdo vetores bindrios de comprimento 3k e dois vértices u e v sdo ligados por uma
aresta se e somente se existe wy € Wy e w; € W1 tais que u+v = (wo, w3, wy) + (wy, wi, w}),
onde as poténcias sdo calculadas no corpo Fj, e a soma é feita moédulo 2. Veja que tal
soma corresponde a soma no corpo Fy, pois Fj, = GF(2)[X]/{q(X)), onde ¢(X) é algum
polindémio irredutivel de grau k.

Note que G, é o grafo de Cayley para o grupo aditivo Z3* em relagio ao conjunto gerador
S=Uys+U; = {UO + u1 ‘ ug € Ug,u; € Ul}, onde Uy = {(wo,wg,wg) | wo € W()} elU; é
definido de forma analoga.

Para limitar o tamanho dos conjuntos independentes do grafo G,, faremos uso da funcao

¥ de Lovasz. Esta funcao é definida como segue. Se G = (V, E) é um grafo, uma rotulagio
ortonormal de G é uma familia (b, ),cy de vetores unitdrios num espago Euclidiano tal que
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Construgdes de grafos de Ramsey evitando tridngulos 6.3 Propriedades do grafo G,

se u e v sdo vértices distintos ndo adjacentes, entdo (b,, b,) = 0. Definimos 9J(G) como o
minimo, sobre todas as rotulagdes ortonormais e todos os vetores unitérios c, de

1
VeV (e, by’

(8)

Um resultado simples (veja [6]) relaciona a fungdo ¥ e o ntimero de independéncia o(G).
Lema 6.1. Para todo grafo G, temos a(G) < ¥(G).

Demonstragdo. Seja ¢ um vetor unitario e {uj,...,u,} uma rotulagdo ortonormal que
minimiza (8). Suponha que os vértices do grafo sdo {1,2,...,n} e que {1,...,k} seja
um conjunto independente de tamanho méximo. Os vetores {uj,...,u;} sdo dois a dois
ortogonais por hip6tese. Note que podemos construir uma matriz unitdria (ortonormal)
U, cujas k primeiras linhas séo os vetores (u;)%_,. E simples ver que ||Uc|| = ||c| = 1.

Sendo assim,
k

K
1> (Ue) =) (cw)”.
=1

i=1
Por hipétese, J(G) > 1/(c,u;)? para todo 1 < i < n. Portanto, 1/9(G) < (c,u;)?, donde
concluimos que

Portanto, a(G) < ¥(G). O

6.3 Propriedades do grafo G,

Se 3 ndo divide k e n = 2%¢, vale
1. G, é d,-regular, onde d,, = 2F~1(2F~1 — 1);
2. Gy, élivre de tridngulos;
3. todo autovalor x4 de G, satisfaz

—9x 28 —3x2F2 _1/4< <4 x2F42x 2?41/
4. a funcéo ¥ de G, satisfaz

36 x 2F +12 x 2F/2 41 )
H(Gn) < < (36 + o(1))n?/3.
(CGn) S o gy r 36 x by 12 x 2251 = GO Fo)n

Observe que o grafo G,, é o grafo de Cayley G(Z3*, S), onde S = S,, = Uy + U;.
Seja A = [Ag|A1] a matriz 3k x 2¥ — 1, onde A( tem como colunas os 2¥~1 — 1 vetores

de Uy e A; é definida de forma andloga. Vamos mostrar que quaisquer 6 colunas de A
sdo linearmente independentes. Podemos simplificar a representacdo da matriz e utilizar
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Construgdes de grafos de Ramsey evitando tridngulos 6.3 Propriedades do grafo G,

elementos de Fj, em vez de utilizar a representac¢do bindria (lembrando que as somas dos
vetores bindrios correspondem a soma dos elementos no corpo). Se o é um gerador do
grupo multiplicativo de F}, podemos re-arranjar as colunas de A e obter

a o ... ot
A=|a® of ... o301
a® a0 s
Suponha que existam 6 colunas de A linearmente dependentes. Sejam i1, . .., is 0s indices
de tais colunas. Entdo existe um vetor ¢ = (c1, ..., cs) € GF(2)%, com ¢ # 0, tal que
at ..l
Bt . % c=0.
OéBil a5i6

Note que se ¢t + - - - + cga’® = 0 entdo c1a® + - - - + cga = (c1a™ + - - + cga’0)? = 0.
Aplicando essa idéia repetidamente, verificamos que

o™t a6
o . %

c=0.
016” O[GZG

A matriz 6 x 6 formada deve ter determinante igual a 0. Podemos entdo dividir colunas
(ou linhas) por escalares sem alterar o determinante. Dividindo a primeira coluna por o',
a segunda por a'? e assim consecutivamente, obtemos a matriz

1 .. 1
at .. ae
a5i1 a5i6

Esta é (a transposta de) uma matriz de Vandermonde, cujo determinante é
H (ai — ™),
1<j<k<6
Note que este produto ndo pode ser nulo, pois todos os fatores sdo diferentes de 0. Cheg-

amos a uma contradigao.

Entdo temos que quaisquer 6 colunas de A sdo linearmente independentes. Como conse-
quiéncia, toda soma up+u; com ug € Up e u; € Uy é distinta. Isso mostra que |S| = |Up||U|.
Fixe um vértice x de G,,. Os vizinhos de x sdo elementos x +y com y € S, portanto, o grau
de x é | S|, isso mostra a propriedade
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Construgdes de grafos de Ramsey evitando tridngulos 6.3 Propriedades do grafo G,

Suponha que G,, possua um tridngulo formado por vértices u, v e w. Entdo temos que
u—+v, v+ wew+ usdo 3 elementos distintos de .S, mas isso é absurdo pois (u + v) + (v +
w) 4 (w + u) = 0. A propriedade 2] estd provada.

Teorema 6.1. Seja x um caractere de um grupo finito abeliano T', seja A uwm conjunto

simétrico (A= —A) e seja G = G(T', A). Defina
AX) =Y xla).
acA
Todo auto-valor de G € dado por X\(x) para algum caractere x.

Demonstragdo. Seja v = v(x) um vetor indexado por I tal que v, = x(7). Seja M a matriz
de adjacéncia de G. Temos

(Mv), = > x(r—a) = > x(v+a) = (3 x(@))x(3) = A v
a€A acA acA

Isso mostra que A(x) é auto-valor de M. Como héa |I'| caracteres (linearmente indepen-
dentes) e a dimensdo do espago é |I'|, o teorema estd demonstrado. O

Vamos aplicar o teorema acima para obter os auto-valores de G),. Para um caractere x

fixado, temos
> = (X ) (X )
seS

ug€Uy u1 €Uy

Note que x é um caractere aditivo de Z%k e, logo, x(b1,...,b3x) = ¢1(b1) ... P3x(bsr), onde
cada ¢; é um caractere de Zy. Como ¢; é caractere de Zo, temos ¢;(0) = 1e ¢;(1) € {1, —1}.
Defina o mapa x <> X = (0¢,(1),15 - - - s Ogy,(1),—1), Onde §; j € L sei = je 0 sei # j.

Com esta definigdo, fica claro que

caso (x,b) =1,

x(b1,...,b3k) = {1_1’ 9)

caso (x,b) =0,

onde o produto interno é sobre Z3*. Denotamos por w(u) o peso de um vetor binério
(0 ntimero de coordenadas ndo-nulas do vetor). Se z = w(x’Ag) entdo > ugetp X(u0) =
|Uo| — 2. Analogamente, se y = w(x'A;), entdo Y X(u1) = |Ur] — 2y. Isso segue

diretamente de (9).

u1 €U

O mapa x < x é uma bijecdo e cada auto-valor de G,, corresponde a um caractere. Entao
todos os auto-valores de G,, sdo da forma

(1Uo| = 22)(|Uh| = 2y) = (2" — 1 —22)(2""" — 2y),

onde z+y é o peso de uma combinagdo linear das linhas de A, = é o peso dessa combinagao
restrito aos indices de A e y é o peso dessa combinacdo restrito aos indices de A;. Quer-
emos entdo limitar esses valores para demonstrar a propriedade
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Construgdes de grafos de Ramsey evitando tridngulos 6.3 Propriedades do grafo G,

Para isso, faremos uso da teoria de cédigos (veja [7]). As linhas da matriz A geram o
cédigo dual do cédigo BCH que tem A como matriz de paridade. O seguinte teorema nos
fornece cotas para o peso das palavras desse codigo dual e, portanto, cotas para o peso das
combinacgdes lineares das linhas de A.

Teorema 6.2. [7, 9.18] Suponha que C seja um cdédigo BCH bindrio com tamanho n =
2m _ 1 e distdncia projetada & = 2t +1, onde 2t —1 < 2I™/21 1.1, Entdo o peso de qualquer
palavra ¢ (ndo nula) do cédigo C+ (cédigo dual) é limitada por

2 (1 —1)2"/2 <w(c) < 2+ (£ —1)2™2.

O tamanho do c6digo BCH cuja matriz de paridade ¢ A é n = 2¥ — 1. Como j4 demon-
stramos, quaisquer 6 colunas de A sdo linearmente independentes. E possivel verificar
(por contagem) que existem 8 colunas linearmente dependentes em A. Para cédigos
definidos em corpos de caracteristica 2, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
a distancia projetada é impar (veja [7Z, cap. 7, pg. 203]), portanto, temos 6 =7 =2 x 3+ 1
e entdo

2k71 . 21+k/2 <z+y< 2]671 + 21+k/2. (10)

Seja p um vetor indexado pelos elementos ndo nulos de Fj, com p, = 1,sev € Wi e
py = 0,se v € Wy. Seja A’ uma matriz cuja i-ésima coluna é dada por (w, w3, w> w’),
onde a i-ésima coluna de A é (w, w3, w?). Pela definicdo dos conjuntos Wy e W3, temos
que p é uma das linhas de A’. Além disso, a matriz A’ gera o c6digo dual de um cédigo
BCH de distancia projetada &' = 9 = 2 x 4 + 1 (0 argumento é o mesmo usado para
determinar a distancia projetada do cédigo cuja matriz de paridade é A). A soma de p com
a combinagio linear das linhas de A considerada anteriormente tem peso z + (2¢=1 — y).

Aplicando a cota de Carlitz-Uchiyama, obtemos

k=l 35 9F/2 < g ok gy <okl 3 9k/2, (11)

Agora usamos o fato que para quaisquer reais a e b, temos

(5 e (45

Concluimos, a partir de (10)), que

(261 1 2g) (251 — 9y) < (2" —1-2(z+y))?

4
- (2k —1- 2(2k—1 4 21+k/2))2
- 4
-1 22+k/2

1
—4x2kroxok/2 L~
< 1 + +7
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Construgdes de grafos de Ramsey evitando tridngulos 6.4 A Fungdo ¢ de Lovéasz

Analogamente, a partir de (1)), temos

(1+2(z —y))?
4
(142 x 3 x 2k/2)2
= 4
= —9x2F_3x2M2_1/4,

(281 —1 —2x)(2F 1 —2y) > —

E a propriedade 3|acaba de ser demonstrada.

6.4 A Funcao ¢ de Lovasz

Teorema 6.3. [6/ Seja G um grafo com n vértices, {1,...,n}. O valor 9(G) € definido
como em (§). Podemos caracterizar 9(G) como o minimo entre o maior auto-valor de cada
matriz simétrica A = (aij)Zj:17 com

a;; =1 sei=j ou se os vértices i e j nao sao adjacentes. (12)

Demonstragdo. Sejam ¢ um vetor unitdrio e uy, ..., u, uma representacdo ortonormal de
G que seja 6tima (em rela¢do a ¥(G)). Defina

<ui’ uj>

VI sei#jeay=1.
(o w{e,uyy ¢t 7 e ai

aijzl—

E simples ver que A = (aij)i';—1 € uma matriz que satisfaz as propriedades do teorema.
Seja x; = ¢ — u;/(c, u;). Note que

1
<C7 ui>2 .

—aij = (xi,%;), 51 # j e —az =[x -

Seja A o maior auto-valor de A e v um auto-vetor correspondente. Seja X a matriz cujas
linhas sdo os vetores x;. Seja D = diag({c,u;)72, ..., (c,u,)2). Temos que XX = D—A.
Para todo vetor y, vale y? XX”y > 0, em particular
2 2
Y1 Un 2 2
o s = A+ -+ vy,) > 0.
cur)? +ot Cu)? (Vi 4+ +oy) >

vIXXTv =vIDv — vIAv =
Isso mostra que A < ¥(G).

Vamos mostrar que a desigualdade vale no sentido contrério. Seja A uma matriz que satis-
faz e seja A seu maior auto-valor. Entdo B = AI — A é simétrica positiva semidefinida
(SPSD). Basta verificar que se x é auto-valor de B entdo det(B—puI) = det(—A—(u—M)I) =
0. Mas entdo A\ — p é auto-valor de A e, por hipétese, A — o < A. Logo, i > 0, o que é
equivalente a dizer que B é SPSD.
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Construgdes de grafos de Ramsey evitando tridngulos 6.4 A Fungdo ¢ de Lovéasz

Se uma matriz real é SPSD, ela pode ser expressa como produto XX, onde X é uma
matriz real. Se x; é a i-ésima linha de X, temos

)\6ij — (lij = <Xi,Xj>.

Sejam %; = (x;,0) e ¢ = (0,1). Defina u; = (c + %;)/V\. Note que (X;,%;) = (x;,%;), que
(xi,c) = 0 e que |[c|| = 1. Portanto,

1 R 1 1
luwsl? = S 0lell? + 20 0) + 1xl?) = S+ xil2) = £ (1 + A = i) = 1,
e, para i e j ndo adjacentes, temos

(i) = 3 (el + (i, ) + (5,€) + (%0,%)) = (1 + i) = 1 (1~ a) = 0.

A A
Entdo {uy,...,u,} é uma representacdo ortonormal para G e c é um vetor unitario. Além
disso, (c,u;) = 1/v/\. Logo, ¥(G) < X e assim completamos a demonstracdo do teorema.
O

Teorema 6.4. [6] Seja G um grafo d-reqular e sejam Ay > Ay > -+ > A\, 0s auto-valores
da matriz de adjacéncia A. Entao
A
9(G) < —n—"—.
(@) < N
Demonstragao. Sejam J a matriz nxn onde todas as entradas tem valor 1 e j um vetor linha
de J. Claramente, j é auto-vetor de J e de A (os auto-valores sdo n e d, respectivamente).
Sejam j = v, va,. .., vy, 0s auto-vetores correspondentes aos auto-valores Ay, ..., Ap.

Observe que todo auto-vetor de J que ndo é mdltiplo de j tem auto-valor correspondente
0. Suponha que \; = --- = A\ = d para algum k£ > 1 e que \; < d para todo [ > k.
Verifique que JA = AJ = dJ e, portanto, J(Av;) = \;Jv;. Por outro lado, (JA)v; = dJv;
e entdo dJv; = A\ Jv,. Paral > k, devemos ter Jv; = 0.

Sabemos que toda matriz simétrica e real possui uma base ortogonal de auto-vetores
que gera todo o espaco. Para algum x real positivo, defina B = J — zA. Note que

B é simétrica e real. Além disso, a proposi¢do acima mostra que vi.1,..., v, sdo auto-
vetores de B. Seja w um auto-vetor de B que ndo é combinacao linear de {vy1,..., vy}
e seja 1 0 auto-valor correspondente. Entdao w é combinagdo linear de {vy, ..., v;}. Logo,

Bw = Jw — zAw = Jw — zdw = pw. E assim obtemos Jw = (¢ — xd)w. Pelo que vimos
acima, ouw = jouJw = 0.

Sendo assim, os auto-valores de B sdo n — xA;, —x Ao, ..., —x\,. O maior desses auto-
valores pode ser o primeiro ou o dltimo (pois —zA; < —x\;,). A escolha de z que minimiza
o maximo entre os dois é x = n/(A; — A,), quando ambos sdo iguais a —n\, /(A1 — A,). A
matriz J — zA satisfaz as condigdes do teorema 6.3} logo ¥(G) < —nA, /(A1 — An). O
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Demonstrando um caso particular do Teorema de Weil

Agora basta utilizar a propriedade[3e o teorema|6.4 para obter a propriedade[d Primeira-
mente, observe que ¥(G) < —n\, /(A1 — Ap) = n[l — A1/(A1 — Ay,)]. Fica claro que quanto
menor o valor de ),, maior o valor do lado direito da desigualdade. Entédo, pela pro-
priedade[3} temos

A 36 x 2F + 12 x 2K/2 11

HG) < — .
(@) < "N = A, = ToR(2F —2) £ 36 x 2k + 12 x 2672 4 1

Multiplicando o numerador e o denominador por 2-% obtemos

36+ 12 x 27k/2 y o—k
n
2k 4+ 34412 x 27k/2 4 92—k

I(G) < < 22836 + 12 x 2772 4 27F) = (36 + o(1))n?/>.

Coroldrio. 3 Se k nio é divisivel por 3 e n = 2%, 0 grafo G = G, é livre de tridngulos e o lema
nos garante que o(G) < 9(G) < (36 + o(1))n?/3. Isso mostra que é possivel construir um
grafo com Q(m>/2) vértices, sem triangulos e sem conjuntos independentes de tamanho m.

A  Demonstrando um caso particular do Teorema de Weil

O estudo de somas de caracteres desenvolvido neste apéndice segue os passos do livro
Equations over Finite Fields [8].

A.1 Definigoes e Lemas Preliminares

Definigao (expoente). & Se x é um caractere multiplicativo e x¢ = xo, onde o é o caractere
trivial, dizemos que x tem expoente d. Lembrando que a multiplicagdo de caracteres é dada por

(xix2)(@) = xa(x)xz2(z).
Lema A.1. Seja G um grupo abeliano finito.
1. Dado um caractere x,

S v(o) - {|G, se X = xo,

iec 0, caso contrdrio.

2. Dado um elemento r € G

S [ e

N caso contrdrio.

Demonstragdo. Se x = xo, a soma € trivial. Se x # xo, tome s € G com x(s) # 1. Temos
D x(@) =) x(@s) = x(s) > x(@).
zeCG zeG zeG

Logo > .. x(z) = 0. A segunda parte segue por raciocinio andlogo, lembrando que os
caracteres de um grupo G (abeliano e finito) formam um grupo G’ isomorfo a G. O
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Demonstrando um caso particular do Teorema de Weil A.1 Defini¢bes e Lemas Preliminares

Lema A.2. Se d divide |F*|, existe um isomorfismo natural entre o grupo de caracteres
de F* de expoente d e o grupo de caracteres de F*/(F*)?. Em particular, hd exatamente d
caracteres com expoente d.

Demonstragdo. Como F* é um grupo ciclico, podemos tomar s como gerador. E simples
verificar que (F*)? = {s?,s%¢ 53 .. 1. Seja y um caractere multiplicativo de F' de ex-
poente d. E bem claro que para todo elemento a € (F*)?, temos x(a) = 1. Note que as d
classes laterais de (F*)¢ sao (F*)4, s(F*)4, s2(F*)4, ..., s4~1(F*)?. Portanto o valor de x(z)
depende somente da classe lateral a qual x pertence. Concluimos que todo caractere de
expoente d induz um caractere de F*/(F*)¢ e vice-versa. Este é o isomorfismo desejado.

O

Lema A.3. Seja F' um corpo e suponha que d divide |F*|. Entao

d, sexc (F*)?
S x@) =40, sexd (F)Lx#£0,
X 1 x¥=x0 1, sex=0.

Demonstragao. A partir do lema podemos encarar os caracteres de expoente d como
caracteres de F*/(F*)?. Podemos entdo utilizar o lema para os dois primeiros casos.

Se x é um caractere tal que x(0) # 0 entdo x = xo € x0(0) = 1, e isso mostra o tltimo caso.
]

Definicao (Soma Gaussiana). 3 Seja F' um corpo, x um caractere multiplicativo de F e 1)
um caractere aditivo de F. A soma Gaussiana é dada por

Go) = 3 x@)(a).

zel
Lema A.4. Se x # xo e ¥ # 1o, entao |G(x, V)| = /|F|.
Demonstracao.
IGOCOIP =) x(@)v(@)x(y) ¢(y).
zeF yeF
Como x(0) = 0, podemos somar apenas nos valores de y diferentes de 0. Assim x(y) =

0,
x(y~1) e ¢(y) = ¢(—y). Colocando = = ay, obtemos

IGOG)IP =D D x(ay)d(ay)x(y™)(—y)

acF yeF™*

= x(a) Y ¥((a—1)y)

acl yeF*

=Y x(@> ¢(a-1y) - > xla)

a€F yeF a€F

= 5" (@) S w((a - 1).

acF yeF
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Demonstrando um caso particular do Teorema de Weil A.2  Teorema Principal

Pelo Lema a soma interna é |F|, se t = 1 e 0, caso contrario. Portanto,

GO, ¥) P = x()IF| = |F].

Lema A.5. Se 1) # g é um caractere aditivo, d divide |F*| e a € F*, entao
D dlayh) = Y x(@)G(x, ).
yeF X : x%=x0

Demonstragao. Para um dado x € F, o nimero de elementos y € F' tais que z = y?éd, se
re(F*)4,él,sex=0eé0,sex ¢ (F*)%ex +#0.Sendo assim, pelo lema

D vy =D wlax) Y x(x).

yGF xeF X : Xd:XO

1 1

Substituindo x por a” "z e notando que x(a™'x) = x(a)x(x), obtemos

Yo Y xlax@ = Y x@Y x@e@) = Y x@G(v).

zeF X x4=xo0 X x%=xo0 TEF X x4=xo0

A.2 Teorema Principal

Teorema A.1. Para um caractere aditivo ¥ # g, a € F* ed > 1,

> plax)|< (d = 1)V/|F].

zeF

Demonstragao. Seja d’ = mdc(d, |F*|), com d = d’ x m. Seja s o gerador de F*. Note que

| ||

> plaz) = (0) + Y w(as’™) = (0) + > p(as’) =Y p(az?),
j=1 i=1

zeF TEF

pois como m é relativamente primo com |F*|, jm assume todos os valores médulo |F*|.
Podemos entdo assumir sem perda de generalidade que d divide |F™*|. A partir do lema

[A.5] temos
(et = Y x(a)G(x.¥).

zeF X : x4=xo0

Haé precisamente d caracteres de expoente d. Um deles é xo e G(xo0,%) = 0. Os outros
d — 1 caracteres sdo tais que |G(x, )| = /|F| (pelo lema . Como x(a) é uma raiz da

unidade, |x(a)| = 1. Entao,

> (axt)

zeF

< Y K@lG,¥)| = (d=1)VF].

X : x¥=xo
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